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V r w r t. 

Die Gruudzüge der neuereu Algebra, wie diese Disciplin i 
den Händen von Cayley und Sylvester hervorging, sind dui 
das Salm on 'sehe Lehrbuch in Jedes Händen. Einige in dies 
Werke nicht behandelte Capitel findet man in Cayley 's „Mvmc 
upon Quanfics*' {Phil. Tr.), in Brioschi's „Tvoria dvl covariah 
{ÄnneiU), in Fiedler's „Elementen der neueren Geometrie etc.** 
Zusammenhange entwickelt. Das vorliegende Werk entsprang d 
Bedürfnisse, auch andere, zum Theil neuere, Methoden und Gesicl: 
punkte einem grösseren Kreise zugänglich zu machen. Ich recl 
dahin vor Allem die grundsätzliche Anwendung der zuerst i 
Aronhold gebrauchten symbolischen Bezeichnung, welche, wie 
schon im 59. Bande von Borchardt's Journal ausgeführt habe, 
f principielle Grundlage, für alle Gebilde der neueren Algebra liefe 

sodann die fundamen.talen Untersuchungen von Gordan über i 
Endlichkeit der Formensysteme, welche, auf jene Bezeichnungswt 
gegründet, eine Perspective in eine neue Classe tiefer und wichtij 
Forschungen eröffnet; endlich die weiteren Ausführungen, w^elche 
von Her mite begründete Theorie der typischen Darstellungen si 
her erfahren hat. Diese und einige andere Momente, welche ich 
meinen Vorlesungen seit längerer Zeit hervorzuheben pflegte, gat 
denselben allmälig eine Gestalt, welche die (irundzüge des gegi 
wältigen Werkes lieferte. Indem ich mich aber zu dieser Veröffe 
lichung entschloss, erwies sich die Beschränkung auf binäre Fora 
als nothwendig; nicht so sehr wegen der Fülle des Stoffs, als w 
diese Formen allein bis jetzt eine wenn auch nur annähernd ab] 
rundete Fassung der Theorie zulassen. 

Göttingen, den 20. September 1^71. 

A. Glebscb. 
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Erster Abschnitt. 

Grundeigenscbaften der Invarianten und Covarianten 

binärer Formen. 



/ 



§ 1. Definition binärer Formen* Lineare Substitutionen. 

Im Folgenden wird von den ganzen homogenen Functionen zweier 
Veränderlichen gehjindelt. Diese Functionen lieissen binär, weil eben 
nur zwei Veränderliche vorkommen; sie werden, insofern es sich we- 
sentlich um ihren Charakter als ganzer Functionen handelt, binäre 
Formen genannt, eine Bezeichnung, welche der Zahlentheorie ent- 
lehnt ist. Man theilt sie in Ordnungen nach der Dimension, in welcher 
die Veränderlichen vorkommen. 

Setzt man eine binäre Forn^w*" Ordnung gleich Null- und divi- 
dirt durch die t?*® Potenz einer Veränderlichen , so kommt in der Glei- 
chung nur der Quotient beider Veränderlichen vor, und man hat also 
eine Gleichung w**^" Grades zur Bestimmung dieses Quotienten vor sich. 
Man kann daher auch die gleich Null gesetzte Form selbst als Glei- 
chung «*®° Grades für das Verhültniss der Veränderlichen betrachten. 

Die Coefficienten einer Form betrachtet man zunächst als Con- 
stante, und zwar als willkürlich gegebene Constante, so dass zwischen 
denselben von vorn herein Relationen nicht angenommen werden. In- 
sofern unterscheiden sie sich von veränderlichen Grössen nur durch 

« 

den zufallig gewählten Gesichtspunkt, unter welchem sie betrachtet 
werden. 

Eine Form w**' Ordnung hat n+1 Coefficienten. Geht man, in- 
dem man die Form gleich Null setzt, zu der entsprechenden Gleichung 
über, so kann ein Coefficient durch Division zu 1 gemacht werden. 
Es ist aber wegen des Zusammenhanges der Theorie der Gleichungen 
mit der allgemeinen Formen theorie besser, auch in diesem Falle alle 
Coefficienten beizubehalten. 

In der Invariantentheorie werden die Formen insbesondere rück- 
sichtlich der Veränderungen untersucht, welche sie erleiden, wenn 
man statt der ursprünglichen Verändetlidvew Wtl^^cc^ 'S ^>^vv^Ä^>:s^'^^^^ 

OlehBobj Theorie der binären algcbr. Formen. \- 
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(1) 



derselben als neue Veränderliche einführt. Seien iCj, x^ die ursprüng- 
lichen Veränderlichen und f{x^jX^ eine homogene Function w*" Ord- 
nung derselben. Führen wir nun neue Veränderliche 5^, I2 ^i^ V^* 
Hilfe der Gleichungen: 

WO die vier Grössen a constante Coefficienten bedeuten. Alsdann geht 
die Function f der x in eine andere Function /" der 5 über, indem 

=r(g„g2) 

gesetzt wird. Die neue oder, wie wir sagen wollen, die transfor- 
mirte Form ist von derselben Ordnung in den |, wie die ursprüng- 
liche in den x war. Die neuen Coefficienten enthalten linear die ur- 
sprünglichen Coefficienten; aber sie enthalten ausserdem die Coefficien- 
ten a, und zwar, der Ordnung der Form f entsprechend, homogen 
in der w**** Dimension.* 

Die Operation, vermöge deren die neuen Veränderlichen 6 ein- 
geführt werden , nennt man, weil dabei die linearen Gleichungen (1) 
zu Grunde gelegt werden, eine lineare Substitution, und versteht 
unter dieser Bezeichnung auch wohl die Formeln (1) selbst, deren 
Coefficienten « dann Substitutionscoefficienten genannt werden. 

Damit^aber die Gleichungen (l) nicht etwa eine Relation zwischen 
den als unabhängig vorausgesetzten Grössen a; enthalten, ist es noth- 
wcndig, dass diese Gleichungen nach g^, ^^ auflösbar seien und dass 
der dabei auftretende Nenner nicht verschwinde. Wäre der Ausdruck 



^=-=«11 «22 -«12 «21; 



die Determinante der Substitution, gleich Null, so würde nach 
(1) die Beziehung 

«21^1 -«11^2 = ^ 
oder 

^22 '''i ^12^2 ^^ 
stattfinden müssen, was mit dem Begriffe der x als unabhängiger Ver- 
änderlichen unverträglich ist. Wir nehmen also r jederzeit als von 



Bniwpiel einer quadratischen Form: 

= ^ (ff|| Sl + ai«|2)' -f 2«! (Ofn 4i -f «12 J2) (tt«1 It + «22!«) + «t («21 Sl + «22 §2)' 

= f''oli* + 2a', £, S2 4- a\ gj*, 



Wü 



«0 

CT, 
«'2 



aoai,* + 2a, «,,«2, +«2««*» 

«0 «11 «12 + «1 («11 «22 + «,2 «21) + «2 «21 »22 , 
öo«i2' -i- 2«, «12«« + ötttjt». 



und Covarianten binärer Formen. — §§ 1, 2. 3 

Null verschieden an und erhalten demnach aus (1) durch Auflösung 
dieser Gleichungen nach den |: 

die aufgelösten Substitutionsformeln. 



§ 2. Definition der Inyarianten nnd Covarianten binärer Formen« 

In der Formentheorie untersuc»ht man nun solche ganze 
rationale Verbindungen der Coefficienten und der Ver- 
änderlichen, welche bis auf eine Potenz von r denselben 
Werth annehmen, gleichviel, ob man sie für die ursprüng- 
liche oder für die transformirte Function bildet. Enthält 
eine solche Verbindung nur die Coefficienten, so nennt man sie In- 
variante; enthält sie auch noch die Veränderlichen, so wird sie Co- 
variante genannt.* 

Sei TT eine solche ganze rationale Function der Veränderlichen 
a;,, ÄTg und der Coefficienten a^, a^, a^..., welche die oben festgestellte 
Eigenschaft besitzt, eine Eigenschaft, welche kurz als Invarianten- 
eigenschaft bezeichnet werden soll. Sind dann, wie oben, 6u 5« 
die neuen Veränderlichen und a'^, a\, a\,,, die Coefficienten der 
transformirten Function fy so muss man die Gleichung haben: 

(1) n (a'o, a'i, a\ . . .; g^ , y = r^ n («o, «i, «2 • • •) ^1; ^^> 
durch welche die Invarianteneigenschaft ausgesagt wird. 

Durch die lineare Substitution treten an Stelle der x lineare Ver- 
bindungen I derselben, an Stelle der a^, a^, a^... ebenso lineare Ver- 
bindungen dieser Coefficienten. Daher bleibt jede für die x einerseits 
und für die cr^,, öj, a^... andererseits ganze und homogene Function 
auch nach der Transformation eine solche. Man schliesst daraus, dass 
die Gleichung (1) für die verschiedenen, nach den x einerseits und nach 
den Coefficienten andererseits homogenen Theile bestehen rauss, in 
welche TT etwa zerfällt und welche unter sich verschiedene Dimen- 
sionen der Grössen zeigen, in Bezug auf welche jeder einzelne Theil 
homogen ist, oder, was dasselbe ist, man schliesst, dass diese Theile 
einzeln die Invarianteneigenschaft besitzen müssen. Wir setzen daher 
im Folgenden immer voraus, dass jede zu 'betrachtende Invariante 
oder Co Variante schon in solche Theile zerlegt sei, und sprechen also 



* Boispiol einor Invariante bei einer, quadratischen Fonn (vorgl. oWmi) : 

= (aoaf-tti*)r'. 

1* 
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nur noch von solchen, welche für die a: einerseits und für die Coef- 
ficienten andererseits homogen sind. 

Es ist aber nicht nöthig, die Untersuchung der Wirkung einer 
linearen Substitution auf eine zu transformirende Function f zu be- 
schränken. Es sei eine ßeihe von Functionen f, tp, ^... gegeben, 
deren Ordnungen beziehungsweise durch m, n^p.,. bezeichnet sein 
mögen. Dane kann man alle diese Functionen gleichzeitig mit Hilfe 
derselben linearen Substitution transformiren, und insofern sie hier- 
durch unter einem gemeinsamen Gesichtspunkt betrachtet werden, be- 
zeichnet man sie zusammen als ein simultanes System von For- 
men. Man bezeichnet nun als simultane Invarianten und 
simultane Covarianten solche ganze rationale Functionen 
der Coefficienten von /*, 9, ^..., beziehungsweise auch 
von A'i, X2, welche die Invarianteneigenschaft besitzen.* 

Bezeichnen wir die Coefficienten der Functionen /*, 9) , ^ . . . in 
folgender Weise: 

Coefficienten von f: a^, a^, a^ . . . 

n n ^' \} ^? K-- ' 



und bezeiclmen wir die entsprechenden Coefficienten der transformir- 
ten Functionen immer durch beigesetzte obere Striche, so ist die all- 
gemeinste simultane Covariante bez. Invariante dieser Formen eine 
ganze Function IT der a, 6, c, ... x, welche der Gleichung genügt: 

Und aus denselben Gründen, wie dies oben bei einer Grund Func- 
tion geschah, muss diese Gleichung erfüllt sein für die verschiedenen 
Theile, in welche TT etwa zerfallen kann und deren jeder für jede 
der Reihen 



* Beispiel zweier quadratischen Formen: 

Tra nsfomiirte Coefficienten : 

a'o=aoaii* + 2aiaitOf2i -f- 02021' 

a\ = obofu «18 •\- ai («ti a«i + «12 w«) -h (h «21 «« 

a 2 = ao «12* + 2 Ol «12 Cf22 -f- 02 «22* 
6'o= ^0«! J + 2fti «11 «81 4- />2Cf21* 

h\ =^ ftottn «12 + hx («11 «22 + «12 «21) + h «21 «22 
X 6*2 = Z>o«i2* + 2 hx «12 «22 + ht «22*. 

Simultane Covariante : 

,a'oli+o'i£2 &'oli-f 2^'il2 
i^'iSi+o'jli h\^x+h\^t 
Simultane Invariante: 

(a'o&'2 ~ 2o'i h'x + «'2^'o) = r^ {(^a h - 2o, 6| -f 02^0) 



Oo.Ti + o. iC2 ^0^1 + h\ Xi 
• * i Ol a?! + O23-2 h\ Xx -\- h^Xt 



lind Co Varianten binärer Formen. — § 2. 



X^f x^ 

^ü; ^1? ^2 • • • 



homogen ist, während die einzelnen Theile durch verschiedene Dimen- 
sionen in Bezug auf irgend welche dieser Reihen sich unterscheiden. 
Man kann also auch hier immer voraussetzen, dass jede zn betrach- 
tende Invariante oder Covariante bereits so zerlegt sei , und sich daher 
auf die Untersuchung solcher Gebilde beschränken, welche bereits für 
jede einzelne der obigen Reihen homogen sind. 

Endlich kann man das Gebiet der zu untersuchenden Bildungen] 
auch dadurch erweitern, dass man neben einer Reihe von Veränder- 1 
liehen x^, x^ deren mehrere andere 

Vi} 2/2 5 ^1 ; ^2 5 • • • 
einführt, doch so, dass sie sämmtlich derselben linearen Transfor- 
mation unterworfen werden und durch sie gleichzeitig auf die den 
5^, 5jj entsprechenden Reihen von neuen Veränderlichen führen: 

Vif ^2 5 £1 ; S2 ? • • • 
Dabei sind also ?/, , y., mit ly^, rj^ und 0^y z^ mit J;^, ^^ u. s. w. 
durch dieselben Gleichungen verbunden, welche zwischen rr^, x^ einer- 
seits und g^, 5^ andererseits bestehen, also durch die Gleichungen: 

yi = «11^1 + «12^2 

^2 = «21^1 + «22% 

^I = «u5i + «12S2 

^2 = «21 Sl + «22 ^2 
U, 8. W. 

Erweitert man den Begriff der Covarianten nun auch in Bezug 
auf die Anzahl der in denselben vorkommenden Reihen von Veränder- 
lichen, so ist jetzt eine solche definirt als ganze rationale Function 
ihrer Argumente, welche der Gleichung genügt: 

(2\ ''v^o>^i"*5 ^o>^i*") ^o»^i"*5 •••5i>b25 ^i^%5 £i;S2j**v 
^=r\\\ (cIq, a^^,,\ 0^,0^... 5 c^)C^,.*] •••^i?^2L ^i; y2? ^i?^25"v* 

Und man kann auch hier wieder, ohne der Allgemeinheit Ein- 
trag zu thun, voraussetzen, dass TT homogen sei für jede einzelne 
der Reihen: 

^'1? ^2 7 Vi) y%'l ^1; ^2 7 

U. S. W. 

Dieser allgemeinste Begriff der hier zu betrachtenden Formen soll \ 
weiter unten an einem System linearer Formen erläutert und damit 1 
zugleich die Grundlage für die Untersuchung^ eines beliebigen For- \ 
mensystems gewonnen werden. 
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§ 3. Operationen 9 welche die InTarianteneigenscliaft niclit aufheben. 

Ehe ich mich zu der Betrachtung der Systeme von linearen For- 
men wende, werde ich zwei Sätze beweisen, die bei derselben sofort 
angewendet werden. Der erste dieser Sätze ist folgender: 

Wenn TT in Bezug auf die Coefficienten jeder 
der Formen /', qp, ^... und jedes der Paare von Ver- 
änderlichen Xj y, z.,, homogen ist und die Inva- 
rianteneigenschaft besitzt, wenn ferner i^eine Form 
von gleichem Grade wie f ist, und den Coefficienten 

von /einzeln die Coefficienten 

von F entsprechen, so besitzt auch die Function 

du an an 

die Invarianteneigenschaft, sobald nur die Func- 
tion F dem simultanen System f, q), ^... hinzuge- 
fügt wird.* 

Dieser Satz ist leicht zu beweisen. Denn da über die Coefficien- 
ten von /", (p.., gar nichts vorausgesetzt wurde, so ist bei der Fest- 
stellung der Eigenschaften von TT die Function f eine beliebige Form 
w^' Ordnung, und diese Eigenschaften ändern sich nicht, wenn man^ 
durch irgend eine andere Form n*" Ordnung, etwa durch f+fcF er- 
setzt, wo k eine beliebige Grösse ist. Bildet man nun für die so mo- 
dificirte Function TT die Gleichung (2) § 2. und ordnet auf beiden Seiten 
nach Potenzen von Ä, so muss die Gleichung noch* för jeden Werth 
von k bestehen; die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von h 
müssen auf beiden Seiten einander gleich sein , d. h. die Coefficienten 
der verschiedenen Potenzen von k in der Entwickelung von TT müssen 
einzeln die Invarianteneigenschaft besitzen. Ist nun die Entwickelung 
der Function TT, nachdem in derselben aQ + ka^, a^ + kat u. s. w. für 
%) <^i"' gesetzt ist, der Ausdruck 

TT-t-Ä;TTi + ..., 

« 

so hat also auch TT^ die Invarianteneigenschaft; aber diese Function 
ist das erste Glfed der Entwickelung, welche eintritt, wenn man die 
Function TT, für die Argumente a^ + ka^, a^ + ka^... gebildet, nach 
den Grössen a^, a^ u. s. w. entwickelt, also 



* Cayleyy fourth Memoir upan Quant ics, Phih Tr. Bd. 148. 
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„ an- an , 

wodurch der obige Safz bewiesen ist. 

Der zweite Satz, welcher im Folgenden angewendet werden soll, 
bezieht sich ebenso auf die Vermehrung der Reihen von Veränder- 
lichen, wie der vorige auf die Vermehrung der Functionen. 

Kommt in TT irgend eine Reihe a;^, x^ von Ver- 
änderlichen vor und sind f^, t^ zwei denselben Trans- 
formationsformeln unterworfene Veränderliche, so 
besitzt auch die Function 

die Invarianteneigenschaft. 

Der Beweis dieses Satzes wird dem des vorigen ganz analog ge- 
führt. In TT stellen die Grössen x^y x.^ irgend zwei Veränderliche vor, 
welche den Substitutionsformeln (1) § 1. unterworfen werden. Den- 
selben Formeln unterliegen die Grössen x^-^-Tct^y ^i + ^'4; in welchen 
k eine ganz beliebige Grösse ist. Die Function TT behält also die In- 
varianteneigenschaft, wenn man in derselben x^y x^ durch x^ + Jit^, 
»^2 + ^'^2 ersetzt, und zwar hat sie dieselbe dann unabhängig von dem 
Werthe von fc. Entwickelt man nun die aus TT entstandene Function 

nach Potenzen von h: 

TT-t-itTTi + ..., 

so haben alle Coefficienten dieser Reihe, also auch TTj, dieselbe Eigen- 
schaft. Aber /cTTj ist das zweite Glied der Reihe, welche man erhält, 
indem man die modificirte Function TT nach dai Potenzen von ht^y 
kL dem Taylor'schen Lehrsatze gemäss entwickelt. Es ist also 

^ ^dx^ ^ dx^' 

und diese Function hat die Invarianteneigenschaffc, was zu bewei- 
sen war. 

Bei der Anwendung dieser Sätze auf ein System linearer For- 
men zeigt sich nun sofort, dass der letzte Satz als besonderer Fall 
des ersten aufgefasst werden kann, ja, dass man die Veränderlichen 
^19 ^ij VifVi'" ganz entbehren kann, indem man nur das betrachtete 
System simultaner Formen um die entsprechende Anzahl linearer 
Formen vermehrt. 

§ 4. Liueare Formeu. Transformation ihrer Coeffloienteu« 

Es sei 
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irgend eine lineare Form. Setzt man in dieser für die x die Aus- 
drücke § 1. (1) ein, so erhält man: 

/* = «1 («11 ll + «12 ^2) + «2 («21 Si + «22 5:i) 

= («1 «11 + «2 «21) 5i + (fl^i «12 + «2 «22) %'i - 

Während also für den Zusammenhang der x mit den \ die Sub- 
stitutionsformehi gelten: 

^1 = «11 bi "T «12 52 
^2 = «21 §1 "1 «22 ^2 > 

oder 



(1) 



(2) 



t*5| — «22*^1 «12*^2 






(3) 



/• §2 — «21 »^1 I «1 1 *^2 » 

SO erhält man zwischen den Coefficienten einer linearen Function in 
der ursprünglichen und in der transformirten Form die Beziehungen: 

a j = «jj a^ + «21 «2 

«'2 = «12«!*^ «22^2; 
oder aufgelöst: 

m >"«l= «22«'l-«21«'2 

ra^ = —cc^2 ^\ + «11 «V 

Zwischen den verschiedenen Systemen von Gleichungen (1), (2), 
(3), (4) besteht eine merkwürdige Analogie. Die Gleichungen (1), (3) 
einerseits, sowie (2), (4) andererseits zeigen rechts dieselben Coef- 
ficienten «, nur sind die Coefficienten, welche in dem einen System 
eine Horizontalreihe bilden, in dem andern in einer Verticalreihe 
enthalten und umgekehrt, 'was man dadurch ausdrückt, dass man die 
Determinante 

«11 «12 

«21 «22 
des einen Systems der Determinante 

«11 «21 

«12 «22 

des andern gegenüber transponirt nennt. Man hat also den Satz: 

Die transformirten Coefficienten drücken sieh 
durch die ursprünglichen mittelst Gleichungen der- 
selben Form aus, wie die ursprünglichen Veränder- 
lichen durch die transformirten, und zwar ist nur 
die Determinante des einen Systems von Gleichun- 
gen transponirt gegenüber der des andern. 

Dieser Satz bleibt noch richtig, wenn man beidemal die Worte: 
ursprünglich und transformirt vertauscht; er giebt dann die aus 
der Betrachtung von (2), (4) fliessende Eigenschaft. 



und Covarianten binärer Formen. — §§4,5. 9 

Aber die Betrachtung der Systeme (2), (3) [oder (1), (4)J _lelirt wei- 
ter, dass man den folgenden Satz aussprechen kann: 

Die Grössen x^, x^ gehen (abgesehen von einem 
Factor r) bei der Transformation in |^, g^ ^^^ Hilfe 
derselben Formeln über, mit deren Hilfe die Grös- 
sen ag und — a, in a\ und — a\ übergehen. 

Da nun das Auftreten eines weitern Factors, r bei der Transfor- 
mation an der Invariauteneigenschaft nichts ändert, so geht daraus 
der Satz hervor: 

Eine Function TT, welche die Veränderlichen x^,x^ 
enthält und die Invarianteneigenschaft besitzt, be- > 
hält dieselbe noch, sobald man a;, und x\ durch die 
Grössen a.^, —a^ ersetzt, wobei aj, a^ die Coefficien- 
ten einer linearen Function sind. 

Man sieht hieraus, dass, wenn man den Begriff des simultanen 
Formensystems einführt, die Covarianten überhaupt aus der Betrach- 
tung ausgeschlossen werden können. Denn an Stelle jeder Covariante 
kann man eine Invariante einführen, bei deren Bildung nur das simul- 
tane System um so viel lineare Formen vermehrt ist, als Reihen von 
Veränderlichen in der Covariante existiren. Und von einer solchen 
Invariante ist es immer sofort möglich, zu der Covariante zurück- 
zukehren, indem mau die Coefficienten 

a^, ajL5 Og, 0^] ... 

der eingeführten linearen Formen wieder durch die Reihen von Ver- 
änderlichen 

^1 7 ^2 5 yi ; y^ 5 • • • 
ersetzt. 



§ 5« Inyarianteiiy welche ans den Coefficienten einer oder zweier 

linearen Formen gebildet sind« 

Ein eigentlicher Gewinn von dieser Anschauungsweise tritt nur 
bei Systemen von linearen Formen hervor, zu deren näherer Betrach- 
tung ich mich jetzt wende. Denn man sieht, dass jede Covariante 
eines solchen Systems vermöge der obigen Bemerkung durch eine In- 
variante eines Systems ersetzt werden kann, welches einige lineare 
Formen mehr enthält. Wenn wir daher alle möglichen Invarianten 
solcher Formensysteme, unabhängig von der Zahl der zu Grunde ge- 
legten Formen^ bilden können^ so können wir alle Covarianten der- 
sielben sofort ableiten. 

Nehmen wir also ein beliebig grosses System von linearen Formen 
BÜ» gegeben an: 



\ 
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B = h^x^ + \ a\j 

und suchen alle aus diesem zu bildenden Invarianten. Zunächst kann 
man leicht eine Zahl von Bildungen angeben, welche die Invarianten- 
eigenschaft besitzen. Es sind dieses die aus den Coefficienten je zweier 
der gegebenen Formen gebildeten Determinanten. In der That hat 
man analog den Gleichungen § 4. (3) für die Coefficientea der trans- 
formirten Formen die Ausdrücke: 



(1) 



a\ = «ii «i + «21 ^2 > ^\ =r «12 «1 + «22 ^i 
h\ = «li b^ + «g, 6.^ , ft/ = «,2 &1 + «22 ^2 



a 



a 



daher 

h\ ^ «, , a 1 + «21 «2 «11^1+ «21 h 

wo nach dem Multiplicationssatz der Determinanten die rechte Seite 
sofort in die Factoren 



2 



a 
a 



u 
12 



« 
a 



21 

22 



«i «2 



zcrfilUt. Man hat also 



a\ l\ 



a 



b\ 



= r . 



«1 ^1 

«2 i!'2 



d. h. die Determinante zweier linearen Functionen hat die 
Invarianteneigenschaft. 

Da im Folgenden solche Determinanten, wie die obige ist, sehr 
häufig vorkommen, so empfiehlt es sich, für Ausdrücke der Form 

«1 ^ 



«2 hl 



= a^ 62 — \ a 



2 



eine einfachere Bezeichnung einzuführen. Ich werde sie immer durch 
{ab) bezeichnen, so -dass also 

(ab) = üyb^ — b^a^ = — (6a) . 

Man kann nun folgenden Satz beweisen: 

Jede Invariante von einer Anzahl linearer For- 
men ist eine ganze rationale Combination der De- 
terminanten vom Typus (a6), welche sich aus den 
Coefficienten der Formen zusammensetzen lassen. 

Ehe ich zu dem Beweise dieses Satzes für eine beliebige Anzal 
linearer Formen übergehe, werde ich ihn für Systeme beweise] 
welche aus einer oder zwei linearen Formen bestehen. 



und Covarianten binUrer Formen. — § 5. 11 

Ist eine einzige Form 

gegeben, TT eine Invariante derselben, so rauss man als Definition von 
TT die Gleichung haben: 

T](a\, «'.) = r^ . TT («1 , a^), 

wo a\, a'2 durch die Gleichungen (1) mit a\ a\ verbunden sind. Nunl 
muss diese Gleichung für jede lineare Substitution bestehen, z. B. auch 1 
für die folgende: 

/2\ "^1 ~ 0^2 61 + O2 5j 

WO die h beliebige Grössen sind, deren Verhiiltniss nur von dem der a 
verschieden ist, so dass 

r = ttj 6g — &j «2 

nicht verschwindet. In diesem Falle ist 

«1 ^L + a^X2 = {a, b^ - 61 «2) g, , 
also 

. «1 = 0, a\ = r, 

und die Gleichung fCir TT geht in die folgende über: 

n (0, r) = r^ n (a„ a,). 

Da TT als eine homogene Function seiner Argumente vorausgesetzt 
wurde, so folgt hieraus 

wo C eine reine Constante ist. Aber zugleich muss ft verschwinden, 
da r die ganz fremdartigen Grössen fc^, 6^ enthält. 

Es giebt also keine Invariante einer linearen 
Function, die evidente ab gerechnet, welche aus einer 
reinen Constante besteht. 

Wenn dagegen zwei Formen 

B^h^x^ + h^x^ 
gegeben sind, so ist die Definitionsgleichung für TT: 

TT {a\ , a\ , 6',, 6'^) = r^ . H (a^ , ag, 6j , h^) . 

Benutzen wir nun wieder die Gleichungen (2) als Substitutions- 
formeln, so haben wir 

«1 ^1 + «2^2 = («1 62 — ^1 ^2) • §2 
&1^1 + 62^2 =— (ö^l*>2 - ^ÖT^) • 5i, 

also 

a\ = 0, a2 = >" 
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Die Deliiiitionsgleichuug für IT verwandelt sich dadurch in 

n (0, r, — r, 0) = r^ . IT (aj, a^, 6^, b^). 

Die linke Seite geht nun in eine reine Constante über, multiplicirt 
mit einer Potenz von r, und man hat also den Satz: 

Jede Invariante zweier simultanen linearen For- 
men ist eine Potenz der Determinante ihrer Coeffi- 
cienten. 
Es ist dabei vorausgesetzt, dass a^h^ — h^a^ nicht verschwinde; 
eine Voraussetzuug, welche erlaubt ist, da alle zu betrachtenden For- 
men stets allgemein, also auch von einander unabhängig gedacht 
werden. 

§ 6. Functionen von zwei Reihen gleichartig^er Grössen. Operationen 9 

welche im Folgenden benutzt werden« 

Der Beweis des allgemeinen, im vorigen Paragraphen angegebenen 
Satzes , sowie eine grosse Anzahl anderer Folgerungen dieser Theorie 
stützt sich auf eine Formel, welche im Folgenden entwickelt werden 
soll. Dieselbe bezieht sich auf eine ganze rationale Function/], welche 
zwei Reihen von Veränderlichen in homogener Weise enthält. Sie 
zeigt, wie jede solche Function aus einer gewissen Anzahl von For- 
men, welche nur eine Reihe von Veränderlichen enthalten, vermöge 
gewisser einfacher Operationen zusammengesetzt werden kann.* 

Diese Operationen sind, nur wiederholt angewendet, dieselben, 
welche schon im zweiten Satze des § 3. benutzt wurden. Ich will sie 
hier mit solchen Zeichen hinschreiben, wie sie sich auf Grössen beziehen, 
die oben Veränderliche im eigentlichen Sinne genannt wurden; sie 
bleiben wegen der in § 4. gezeigten Vertauschbarkeit von Veränder- 
lichen mit Coefficienten linearer Formen auch für solche in allen ihren 
Eigenschaften bestehen, und sind dann besondere Fälle der im ersten 
Satze des § 3. erwähnten Operation. 

Es sei 9> = 9> (^1, ^2? ^i; ^2) ®^^^ Form, welche homogen vom 
Grade m in x^, x^, homogen vom Grade n in y^, y^ ist. Die beiden 
Au-jdrücke 

9^(^1 + ^2/1. ^2 + ^^21 ViJ y^y 9>(^i; ^2 7 »i + '^^i; V^ + ^^^j 

in welchen die neuen Argumente für die lineare Transformation genau 
die Eigenschaften der ursprünglichen haben, sollen, nach Potenzen 
von A geordnet, die Entwickelungen geben: 



* Untersucliungen, welche den hier und in den folgenden Paragraphen geführten 
ganz ähnlicli sind und zu denselben Resultaten führen , sind seitdem veröffentlicht 
von Herrn (Jordan in Band III der mathematischen Annalen. Die einzuführen- 
den Operationen finden sich schon bei Cayley, Mem. sur les hyperdeterminants, 
Grollens Journal Bd. 47. 



(I) 



und Covarianten binilrer Formen. — §§ 6, 6. 13 



Die Bildungen 

sind von absteigenden Ordnungen für die x, von der w*®" anfangend, 

von aufsteigenden für die y, von der w*®*^ beginnend ; ebenso sind die 

Ausdrücke 

q), D(Pf D^tp , , , 

von absteigenden Ordnungen für die y, von aufsteigenden für die x. 
Jedesmal bringt die letzte Bildung nur noch von einer Keihe von Ver- 
änderlichen ab und ist in Bezug auf diese von der (m+w)*®° Ordnung. 
Die Bildungen D^cpj jd^(p sollen, einem Ausdrucke der analytischen 
Geometrie entsprechend, als Polaren von (p bezeichnet werden. 

Bezeichnet man die linken Seiten der Gleichungen (1) durch fp' 
und qp", so hat man offenbar 

dq) ^ dtp' dcp 1^ 

ö 9?" __ d tp" d q>" 

Führt man aber in diese Gleichungen die rechten Theile der Gleichun- 
gen (1) ein und vergleicht dann auf beiden Seiten die Coefficienten gleich 
hoher Potenzen von A, so erhält man die Beziehungen: 

. 1 f dq> . dq)\ ^ \ { d (p . dw\ 

(2) ^^^-fn-lV' dx, ^^2 dx, )' ^^-w-ir» dy, ^^^ dy, ) 

^ 1 / dA'q)^ d^q>\ ,,3 1 / aD^cp^ dD^q)\ 

^ 7n-2V^dXi -^^ dx^ J^ ^ 71— 2 \ dy^ ^ dy^ ) 



Man sieht hieraus, dass ^q)^ ^q> , . . und 2) 9), D^q) . . . nur wie- 
derholte Anwendungen der beiden Operationen ^q) und Dq) sind, 
wobei denn die Operation ^q) dadurch definirt wird, dass man nach 
den X differenzirt, mit den y multiplicirt und die Summe beider Pro- 
ducte durch die Ordnung der ditferenzirten Function in den x divi- 
dirt; bei der Definition von Dq) vertauschen nur die y und die x ihre 
Bollen. 



?>■ 
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Indem man die Operationen -^^9, D^q> als Wiederholungen der- 
selben Operationen ^q>, Dq) auffasst^ sieht man sofort; dass 

Eine andere Eigenschaft dieser Operationen ergiebt sich aus den 
Gleichungen (1). Setzt man in diesen y^=^x^y ^2 = ^2^ so verwandeln 
sich dieselben in folgende: 

(1 + A)" . 9, - 9, + 1* Az/9 + !?^l^ AM«9) + . . . 

(l + A)-.9. = 9) + ^X2)9 + ?i:^X»2)*9+ ... 

Die Vergleichung der Coefficienten ron X giebt nun 

(p==Jq>=zJ^(p , . , = I)(p = D^q> . . ., 

und somit den Satz: 

Für y^ = Xiy 2/2 = ^2 werden die Werthe der Aus- 
drücke der -^*9; B^q) sämmtlich gleich dem Werthe 
von 9?. 

Ausser den Operationen ^^(p, 2)* 9 werden wir im Folgenden noch 
eine Operation anwenden ; welche durchbiß 9 , in wiederholter Anwen- 
dung durch Sl^g), Sl^(p ... bezeichnet werden soll. Diese Operation 
wird durch die Gleichung definirt: 



(3) Siq>=^(-^ ^-^), 



so dass also weiter: 

^ m—l.n—iydXy^dy^ dy^dx^J 
^ m''2.n-2\dxidy^ dy^drj' 

Diese Functionen sind sowohl in den x, als in den y von abstei- 
gender Ordnung. Die Operation Sl hängt mit den Operationen z/, D 
genau zusammen, wie aus folgendem Satze hervorgeht: 

Bei SU cce SS iv er Anwendung der Operationen^, lÄ 
oder der Operationen 2>, H ändert die Reihenfolge 
der Anwendung das Resultat nur um einen numeri- 
schen Factor; es ist nämlich 

(4) ^ n+1 

£lD(p= -^— DSlw. 



■*j*: 



und Covarianten binärer Pornien. — §§6,7. 16 

Von diesen Formeln braucht man nur eine zu beweisen; denn 

durch Vertausehung der x mit den y geht eine in die andere über. 
Nun ist aber nach (2), (3): 



n.n7^\.m+\ 






d^qf d^q) d^(p 



öy, dy., * dx^ dy^ dy^ cx^ dy\ 

Xi r: ^ ^ "~~ ^j 



- J_ / ^^y "^ a> \ _a_ / a^y _ a> \ 



w. z. b. w. 



§ 7. DarstellaBg einer Fanction zweier Reihen von Yerftnderlichen daroh 
die Polaren Ton Functionen t urelche nur eine Keilte entlialten« 

Man überzeugt sich nun zunächst leicht von der Richtigkeit der 
Identität 

(1) /■=^D/-+_^(;ry)Ä/: 

Es ist nämlich 

n/- ^( ^f ^ ^T\ 
n\^dy^ ^dyj 

für die x von der (w+l)*«° Ordnung; daher 
n{tn+l)JDf 

^* dx^ \ * a?/i ^dyj ^" dx^ \ ^ öy^ ^dyj 

df ^ df . aY . d'f ^ aY , aY 

also 

was die zu beweisende Gleichung ist. 

Vermöge der Gleichung (1) leitet sich die Form f aus den beiden 
Formen Z)/" und lÄ/" ab, welche beide die t/ zu niederer Ordnung als /" 
enthalten» Wendet man nun die Gleichung (1) in gleicher Weise auf 
Df und Slf SLU, so erhält man diese ausgedrückt durch Functionen, 
welche die y abermals zu niederer Ordnung enthalten, und es wird, 
indem man so fortfährt, schliesslich alles auf Functionen von a;^, x^ 
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(2) 



allein zurückgeführt. Die hieraus für /* folgende Darstellung wollen wir 
nun genauer untersuchen. 

Ich behaupte, dass unter Anderm sich für f folgender Ausdruck 
ergiebt, in welchem t < n und in welchem die a numerische Coeffi- 
cienten bedeuten: 

f = J^'D^f+ a/^) (xy) J^-^ 2)*-i Slf+ a,('^) {xyY z^*^-^ 2)a--2 ^2f 

ein Ausdruck, welcher, wenn w<<m, und k'^m, schon abbricht mit 
dem Gliede 

indem .ß'"+^/* identisch verschwindet. 

Der Ausdruck (2) geht für Ä — 1 in den Ausdruck (1) über; um 
die allgemeine Giltigkeit dieser Darstellungsart nachzuweisen, ist also 
nur nöthig, zu zeigen, dass sie für Ä+1 richtig ist, wenn man für 
Ic sie als richtig annimmt. Indem wir diesen Beweis führen, ergiebt 
sich zugleich eine recurrente Formel zur Berechnung der Coefficienten «. 

Die Functionen 

sind von den Ordnungen m + k, m + ife — 2, m + Ä — 4... in den x, 
überhaupt D^~^ Sl^f von der Ordnung m + k—'2L Wendet man daher 
auf die Function Sl^D^^^f die Gleichung (1) an, indem man diese 
Function an Stelle von f treten Itisst, so erhält man: 

Das zweite Glied dieses Ausdrucks kann man mit Hilfe der Glei- 
chungen (4) umgestalten, indem man die äusserste Operation Sl mit 
den k — k Operationen D successive vertauscht. Man erhält nach der 
zweiten Formel (4) des § 6. : 



Sl D {I/'-^-^ Sl^ f) = 



m + it — 2A — 1 
m + fc — 2A 



DSlD{D^-^-^Sl^f) 



^ni + k^2 A - 2 j2 ^ 2) (D^ -^-^ Sl^f) 



m + k — 2 A 



w — A 



nk-lSl^+lf^ 



m + k — 2k 
und es wird also 

l/-^il'r=- Jlß-M £ilf+ ^^^"^-^^^^^ (xy) D^'^il^+^l. 

Führt man die hieraus entspringenden Ausdrücke der Functionen 

ißf, I)^-^ Slf, D^-'^Sl^f . . . 
in die Gleichung (6) ein, so erhält man zunächst: 



ri^^ und Covarianten binärer Formen. — § 7. 17 






^ (3) /• =^*' +'!>*+ '/■+«!'*' (a;y)^*-ö*ß /■+«/' (a^y)*^*~'^*~''ßV'+ ••• 



V^tyi' Der erste Theil dieses Ausdrucks hat schon eine Gestalt, wie sie 

Ä^c aus (2) hervorgeht, wenn mau i in it+ 1 verwandelt. Um dem zweiten 

'#^;. Theile dieselbe Gestalt zu geben, bemerke man, dass, wenn 9 eine 

4lv Function u*®"^ Ordnung in den x ist: 

■*^- * 1 



?^^.7.- oder da J {xy) = {yy) identisch verschwindet: 

>t;;;-. Durch wiederholte Anwendung dieser Formel hat man: 



fö ^i.7„.A_, _ /* ^l-lf/..A ,,„l_f*-l 



^i |(icy) ip] = ^ ^^-» [(xy) z/9>1 = L. ^1-2 ^(<,y) ^ y] 



/*-'^+'/„. 



ff*- '.- ■ 

'i;*^^ Setzt man nun Ä — A für A und J[/*~^ii^"^V für op, so muss man 

fi•;J,^ /t = »w+i — 2A— 1 setzen, und es wird also: 

^^•-^ l(:rt/) j/'-^ii^+l/"! -_''*- Vi {a:y)^^'-^I)^~^Sl^-^H' 
L^ ^' m+Ä — 2A^ ''^ ' 

Führt man dies in (3) ein , so nimmt f in der That die mit (2) analoge 
Form an: 

/•= z/*- + • />* + ' f+ f//* + ' > (j-y) > D*- ^ /r- 

und zwar sind dabei die Grössen «^*+" aus den Grössen ß'^J zusam- 
mengesetzt mit HiUe folgender Formeln: 






ß^(ir+l,^. a^^Ä)^ 



m^ 



nn + A- . m + A' + l . 



^'^' "2 i ,,^ + A.-2.m + A:-l * 
(o) ß a + h == « (*) j S'*^^ ~3 c( ^*) 



« <. > 1, ^ « a) + _^^_ (^/_+ll^, 



TiT^/'-l 



w + fc - 22> + g . w + t - 2 j7 +VJ 

Clebieb, Theorie der hiuären algebr. Formeu. ^2^ 



a> 
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Setzt man in (2) nun A: = n, so gehen die Functionen 

in Functionen vojl a;^, x^ allein über. Indem wir nun den ob» 
finirten Begriff der Polaren einer Function benutzen, haben wir ^ 
genden Satz bewiesen: 

Jede Form f, welche von der m^^ Ordnung" / 
den X, von der n*«° in den y ist, lasst sich aus de 
Polaren der Formen 

welche sämmtlich nur die x enthalten, und aus Po- 
tenzen von (xy) zusammensetzen, so dass identisch 

f=^\D^f+ a^^^){xy)J^-\D^-'Slf 
^^ + «2^"^ {xyy^''-'^J)''-^Sl^f+..., 

wo die a numerische Coefficienten bedeuten.* 

Es knüpfen sich hieran noch folgende Sätze: 

1. Wenn eine nach Potenzen von (xy) fprtschrei- 
tende Reihe, deren Coefficienten Polaren sind, ver- 
schwindet, so verschwindet jedes einzelne Glied. 

Sei die Reihe 

Ä + {xy)B+(xyyC+.,., 

und nehmen wir an, dieselbe verschwinde identisch. Setzt mana: = y, 
so verwandelt sich A in die Function, deren Polare A war. Die 



* Als Beispiel will ich die beiden Fälle w = 2 , n = 2 und m = 3, n = 2 her- 
setzen, welche insofern etwas verschiedenen Charakter zeigen, als die Summe w + n 
einmal gerade, einmal ungerade ist. 

1. m = 2, n = 2. 
f=yl*{aXl^+2bx^Xt+cx^^)-^2y^yf{ax^^^^2h'x^Xt-hcx2*) 

H-y,*(a"a;,«+26"b,a:8+c"a^*) 
= J^D^f-h {xy) JDSlf-h J (a;t/)*aY 
/)«/•= aXi*+2(b'{-a')Xi^Xt + (c + 46' + a:,*a^* + 2(c' + h") XiXt^ H- c"ic,< 
^f = yi [{a-b) X, + {b'-c) X,] + y, [{a'-V)x, + (6"-c') x^] 
DSlf = (a-b)Xi* + {a'-c)xi Xt + (p"-c') x.^ 
aY=cH-a"-26'. 

2. w = 3, n = 2. 
/•==t/,«(aa;i'+36a;i*i2+3ca;,a:,*H-(to2»)+2y,y,(a'a;iH3&'Ä|*Äi+3c'a:ia^^ 

+yt\a"xx^'\-'6V'xx^Xt+^c'xxXt^^d'*Xt^ 
= d^n^f+Hxy)JDSlf'^iSl^f 
B^f^axx^ + (36 H- '2a) x^^x^ + (:^c■¥ 66' + a") x^^x^^ + (d -f 6c' + 36") x^^Xt^ 

+ (2 d' + 3 c".) Ä, act* -f d"xt^ 
Slf=y, [(a'-6) a:,« H- 2(6'-c)a:, ar, -f (c'- d)a:j»] H- y, [(o"-6') «»» + 2 (6"~c>, a-, 

H-(c"-d')a^»] 
i>a/'= (a'-6)a:,» + (6' + a" - 2c)a?i«a;, + (26" - d - c) ä, a^» + (c" - cJ') a^» 
Ä«/=(c + a"-26')a;i + (d + 6"-^c')a^. 



und 



und Covarianten biuilrer Formen. ~ § 7. 19 

übrigen Glieder der Reihe werden Null, und es folgt also, dass diese 
Function Null ist. Aber dann ist auch ihre Polare A gleich Null, 
d. h. der erste Term v^schwindet für sich. Nunmehr kann man die 
Reihe durch (xy) dividiren und erhalt die ebenfalls verschwindende 

Reihe 

B+{xy)C+.... 

Man beweist nun wie oben, dass auch B für sich verschwindet, 
alsdann nach abermaliger Division mit {xy), dass C für sich ver- 
schwindet u. s. w. 

2. Eine gegebene Function zweier Reihen von 
Veränderlichen ist nur auf weine Weise so nach Po- 
tenzen von (xy) entwickelbar, dass die Coefficienten 
Polaren sind. 

Wilren zwei Entwickelungen 

Ä + {xy)B+{xyyC... 

A + {xy)B + {xyYr.,. 

denkbar, so hätte man 

(^ - A) + (xy) (Z?- B) + {xyY {C- f) . . . - 0, 

also nach dem vorigen Satze 

A = /K, B=By C=r,... 

d. h. die Entwickelungen wären identisch, was der Voraussetzung 
widerspricht. 

3. Bei einer Function zweier Reihen, welche durch 
Vertauschung derselben sich nicht ändert, treten 
nur Glieder auf, welche die geraden Potenzen von 
(xy) enthalten. 

In diesem Falle müssen die Ordnungen w und n gleich sein; 
daher haben auch die einzelnen in (H) auftretenden Polaren die Eigen- 
schaft, durch Vertauschung der x und y sich nicht zu ändern. Ist also 

f^A + {xy)B + {xyYC+{xyyD..., 

so ist auch, nach Vertauschung der x mit den y: 

f^A- (xy) B + (xyfC-- {xyf D . . ., 

also wenn man diese Gleichung von der vorigen abzieht und durch 

2 {xy) dividirt: 

0^-^B + {xy)^D + ,.., 

daher identisch 

i? = 0, i)=:0..., 

and also 

f=A + (xyyC+..., 

was zu beweisen war. 



V ^ 



20 Erster Abschnitt. Gnindeigenschaften der Invarianten 

8 8. Bestimmung der Coefficiciiteii m. 

Es ist nicht ganz leicht, von den Formeln (5) zu einer iudepen- 
denten Darstellung der Coefficienten a überzugehen. Eine solche findet 
sich .aber durch folgende Betrachtung. 

Zunächst bemerkt man, dass nach jenen Formeln die a^^^ von n 
unabhängig sind. Mithin erhält man die a'*^ aus den «<"J, indem man 
in diesen A: statt n setzt. Es ist also nur nöthig, die a^"^ zu be- 
stimmen. 

Man kann aber den im vorigen Paragraphen unter 2. ausgespro- 
chenen Satz auch in folgender Weise ausdrücken: 

Sind (f, (pi, 92 • • • ^aiize homogene Functionen 
von it\, x^, deren Ordnungen beziehungsweise m+n, 
m + n — 2, ni + n — 4 . . , sind, und bildet man eine 
Function mittelst der Gleichung 

(1) f^J-q> + «i(") ixy) ^»-» <p, + «,<») (xyf J"-^ (JP^ + • . • , 
so ist immer "^ 



(p =D"f 



\ 



{ 



oder, was dasselbe ist, die (p sind diejenigen Aus- 
drücke, in welche/", Slf, Sl^f.,, übergehen, wenn darin 
die y durch die x ersetzt werden. 

Bilden wir nun aus (1) die Ausdrücke 

{Sl^f)y=.r (A = 0, 1, ...w). 

Ist g? eine Form ft*®' Ordnung in den x, v^^ Ordnung in den y, so 
hat man 

f3) {fi+h).(v+h),Sl[(xy)'^.^] 

•'^ ^dx.dy, dx,dyj^'^ldx,dy, dy.dxj 
d(p d(xtjY d(p d{xyY d(p d{xyY dtp djxy)^ 
dx^ dy^ dx^ 'dy^ dy^ dx^ dy, dx^^ 

Bei der Anwendung der Operation Sl auf das Product (xyYq) kommt 
also nur ein Term vor, welcher eine niedrigere, und zwar die um l 
niedrigere Potenz von (xy) enthält. Wenden wir die Operation Sl 
Amal hintereinander an, so besteht das Resultat aus den Formen 

{xyf.Q.^(p, {xyf-^ Sl^^^tp, {xyf-^Sl^-^^ip . . . 



und Covariauten bin'äier Formen. ~ § 8. 21 

Ist hier A> A, so kann kein Term vorkommen, welcher von (xy) 
frei wäre. In diesem Falle verschwindet also das Resultat für y^^-x^y 

Ist dagegen h<ky so bleibt für y^^x^, 2/^ = ^2 ^^^ letzte Glied 
der Entwickelung stehen, welches dann, bis auf einen numerischen 
Factor, gleich Sl^—'^q) ist. 

Bilden wir also aus (1) den Ausdruck {Sl^f)x=y, wo A<n, so 
fallen alle Terme fort, welche mit einer höheren als der A'®" Potenz 
von {xy) multiplicirt sind. Von der anderen bleibe^ Glieder der Form 

übrig. Da aber die Operationen Sly ^ bis auf hinzutretende constante 
Factoren vertauschbar sind, so haben diese Glieder auch die Form 

was offenbar identisch Null ist, da q>h keine y enthält, also auch der 
Operation Ä nicht unterworfen werden kann. Es bleibt nur das eine 
Glied übrig, für welches A = A, und man hat also: 

Der eingeklammerte Ausdruck rechts entsteht nun, indem man 
die Formel (3) A mal hinter einander anwendet, und A'*^'^q>i für 9, 
also m — X für fi, n — X für v setzt; indem man endlich bei jeder 
Operation nur das zweite Glied beibehält. Es wird also: 

!ßi[{^y)V''-^9'x]f»=- • 

= A.A-l.(m+»-A + l)(>»+n-A) ,ßi-,[(^ )Z_,^„-X j, 
also schliesslich, wenn man sich der Bezeichnung 

r(^) = i.2....u [r(0) = i] 

bedient : 

, Ol u.,Al yin-i„ 1 ■ r(A) r(>H+n- A+1 ) IXw-A) r{n-X) 

Die rechts noch übrig gebliebene eckige Klammer ist aber nach dem 
ersten Satze des § 6. nichts Anderes als (px selbst; es ist also endlich 

w (.** n»=«-«i • r(w+n-2A+i)r(m)r(») z^^' 

Ebenso ist auch die linke Seite (pi selbst, und so erhält man 
denn für «x^"^ die Bestimmung: 

l^^ „ (») _ r{m+n-2X+\) r{m) r(n) 
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Dem in § 7. Gesagten entsprechend, ist dieser für m und n völlig 
symmetrische Ausdruck für Werthe von A zu benutzen, die bis zu 
der kleineren der beiden Zahlen m und n gehen; er hat dann immer 
eine völlig bestimmte Bedeutung. 

Wegen des sjrmmetrischen Auftretens von m und n werde ich 
daher jetzt für die Coefficienten a die Bezeichnung 

„,,_ r(m+n-2A+l)r(m)r(n) 

^^ ^ r(A)r(m+n-A + l)r(w-A)r(n-A) 

wählen und demnach der Gleichung (6) § 7. die Form geben: 

Der Ausdruck (6) für a;^'"»" ist in der That mit den Gleichungen 
§ 7. (5) in völliger Uebereinstimmung. Aus ^) folgt nämlich 

ccjm,n+i ^ (n+l)(wfn-2A+2) 
«x'"'" "~(n— A + l)(w+w— A+i) 
«x-r'" _ (m+n— 2 A +2) (m+n— 2 A+3)A 
a;^"'»» *~(w+n — A + 2)(w— A + l)(w — A+1)' 

Führt man diese Ausdrücke in die allgemeine Gleichung § 7. (5) 

«A -«A -f-(^j+^_2A+2)(w+n-2A+3)^ ^' 

ein, so erhält man 

(n+l)(m+n-2A+2) ^ A(m-A+1) 

(w-A + 1) (m+w-A+2)"~ ■^(m+n-A+2)(w-A+l)' 

was identisch erfüllt ist. 

Man kann noch bemerken, dass der Ausdruck (5) eine einfache 

Combination von Binomialcoefficienten ist. Bezeichnet man durch ( ^ ) 

den Coefficienten 

U/ " ~iT27; .'A " r(Ä)7>^' 

so kann man der Formel (5) die Gestalt geben: 



(8) «r-= ^'^"^ 



l ^ ) 

Aber au den im Anfange dieses Paragraphen aufgestellten Satz 
knüpft sich noch eine andere wichtige Bemerkung. Es sind nämlich, 
wie auch die 9 vorausgesetzt wurden, wenn nur f durch die Glei- 
chung (1) gegeben war, immer die q> mit f durch die Gleichungen (2) 
verbunden. Da also zwischen den ^> kein Zusammenhang stattzufinden 
hrauchi, so wird auch zwischen den Functionen 
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im Allgemeinen ein solcher nicht stattfinden. Man hat also den Satz : 

Ist f eine beliebige Form m*«' Ordnung in den x, 
n*«' Ordnung in den f/, mit willkflrlichen Coefficien- 
ten, so sind auch die Functionen 

welche nur noch di e x e nthalten. Formen mit will- 
kürlichen, d. h. von einander unabhängigen Coef- 
ficienten. 

Dieser Satz wird bestätigt durch den Umstand, dass die Anzahl 
der Coefficienten der letztgenannten Functionen, wenn m^n^ gleich 

(m+w+1) + (m+»-l) + (m+»-3)... + (w-n+l) =(m+l) (n+iy, 
wenn aber n ^ w, gleich 

(n+w+l) + (w+»»-l) + (w+w— 3)...+ (n-m+l) = (w+l) (n+1), 
also in beiden Fällen gleich der Anzahl der Coefficienten von f ist. 

Ich ftige die folgende Tafel von Entwickelangen hinzu, in wel- 
cher immer m>n angenommen ist und in welcher n— 1,2, 3, 4, 
m = 1 , 2, 3, 4, 5, 6 gesetzt ist: 

n — 1. 

m = 2)f = JDf+i{xy)Slf 
m = d} f=^Df+i{xy)Slf 

m^-^b)fr^JDf-'ri{xy)£lf 
m=^6) f=JDr+^ixy)Sli: 

n ■-- 2. 

m = 2) /•= ^2)Y+ (a;y) ^D£lf+ ^ (xy)' Sl'f 
m = 3) f=^D'f+^ {xy) ^D£lf+ ^ {xyf Sl^f 
m = 4) f= J»D^f+ i ixy) JDSlf+ f (xyY Sl^f 
m --^ 5) f= /fiD^f+ \f>(xy) JD£lf+ 1 {xyY Sl^f 
m-=6) f=J»D*f+ 1 {xy) JDSif+ 4 {xy)* Sl*f. 

n = 3, 

m = 3) /■= J»D»f+ i {xy) J*D*Slf+ ^ {xyYJDSl»f+ 1 {xyfSi^f 
m = 4)f= ^J)^f+ V {xy) J*D^af+ ^ {xy)*^DSl*f+ 1 {xyfSi'f 
m = 5) f=J»I)>f+i^{xy)J^D*Slf+ K^{xif)*^DSi,*f+i(^^fA»i 
m = Q) f= J»D'f+ 2 {xy) z/«D« Äf + ^Ijttjf Zll>8».t-V\VgMJ^»l 
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M = 4. 

+ f {xyY JDH'f + i {xyy Sl*f, 
m -- 6) /■= J*D*f+ V {xy)J^D*£lf + ^ ;a;y)« ^ Z)*ÄY 



§ 9. Die Invarianten und CoTarianten eines Systems 

linearer Formen. 

Ich werde die Formel (7) des § 8. nun dazu anwenden , die all- 
gemeine Form für Invarianten und Co Varianten einer beliebigen Reihe 
simultaner linearer Formen zu* finden. 

Die gegebenen Formen seien Ay B, C,.. mit den Coefficienten 
a^a^y 6j&2? ^1^*2 • • -5 ^T sei eine simultane Invariante dieser Formen, 
homogen für die Coefficienten einer jeden, und zwar sei sie für die- 
selben beziehungsweise von den Ordnungen a, ß, y.... Setzen wir 
in der Formel § 8. (7), welche ihrer Ableitung nach für ganz be- 
liebige Grössenreihen gilt, für /* die Function TT, für die x und y 
zwei Coefficientenreihen a, 6, endlich a, ß für m, n. 

Die Formel (7) zeigt dann, wie / sich aus Potenzen von (ab) und 
aus Gliedern zusammensetzt, welche durch die Operation ^ aus den 
von den b freien Functionen 

entstehen. Dass die Operationen ^, D, welche hier durch die Formeln 

dargestellt sind, die Invariauteneigenschaft nicht aufheben, ist schon 
in dem ersten Satze des § 3. enthalten. Aber auch die Opera- 
tion Sl lässt die Invariauteneigenschaft bestehen. Dies 
folgt sofort aus der Gleichung § 7. (1), welche hier die Form annimmt: 

T] = JDT]+ -4^ (ab) SIT]. 

Hier haben alle übrigen Terme die Invarianteneigenschaft, daher 
auch ÄTT. 

Die Functionen, aus denen TT sich nach der Formel §8. (7) dar-' 
stellt: 

sind also selbst Invarianten, sie enthalten aber eine Reihe von Coef- 
ßcienten (nämlich die b) weniger als TT. 
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Mau kann in Folge dessen nun folgenden für diese ganze Theorie 
fundamentalen Satz beweisen: 

Jede Invariante TT von linearen Formen ist ein 
Aggregat aus Produeten der aus je zweien der For- 
men gebildeten Invarianten. 
Nehmen wir diesen Satz als richtig an für r lineare Functionen 
und zeigen, dass er dann auch für r+ 1 gilt. Da er nach §5. für 
zwei Formen richtig ist, so gilt er dann allgemein. 

Aber zu diesem Zwecke ist nur zu zeigen, dass jeder aus Deter- 
minanten vom Typus (ac) zusammengesetzte Ausdruck nach Anwen- 
dung der Operation A vvieder ein Aggregat analoger Producte ist. 
Beweisen wir dies una nehmen wir der Voraussetzung nach an, dass 
die Invarianten 

welche eine Reihe von Coefficienten weniger enthalten, Aggregate 
solcher Determinantenproducte seien, so ist nach der Formel § 8. (7) 
auch TT ein solches, was zu beweisen war. 
Denken wir uns also ein Product 

{a c) (a d) . , , 

gegeben und wenden die Operation b^ t 1- b.^ ö— an. Sie ergiebt 

eine Summe von Gliedern, welche dadurch entstehen, dass man diese 
Operation auf die einzelnen Factoren des Products anwendet. Dabei 
ändert sich jedesmal nur ein Factor, und zwar geht (ac) in {bc) über, 
(ad) in (IxT) u. s. w. Das Resultat ist also wieder aus Determinanten 
zusammengesetzt; womit der Satz bewiesen ist. 

Die Gleichung §8. (7) liefert zugleich das Mittel, jede gegebene 
Invariante linearer Formen durch suceessive Anwendung der Formel als 
Aggregat von Determinantenproducten wirklich darzustellen. Man 
bildet zuerst aus der gegebenen Invariante die Reihe der Formen: 

sodann für jede dieser Formen wieder eine ähnliche Reihe, und so 
fort, bis man zu Invarianten von zwei Reihen kommt, welche dann 
von selbst in Potenzen von Determinanten der Form (ab) übergehen 
müssen. Hat man dies erreicht, so verfolgt man den eingeschlagenen 
Weg rückwärts und gelangt endlich zu der gesuchten Darstellung 
von TT. 

Was nun die Covarianten betrifft, so werden sie nach § 4. aus 
Invarianten abgeleitet, indem man irgend welche Reihen 

beziehungsweise durch 

ersetzt. Hierbei können nun folgende FVvWe ^m\,t^\.«tL, 
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1. lu einer Determinante (ca) der Invariante ist nur eine Reihe, 
etwa die der a, durch x zu ersetzen. Alsdann geht (ca) in c^Xi -j-c^x^ 
über, also in eine der gegebenen Formen selbst. 

2. In einer Determinante (ab) der Invariante sind beide Reihen 
zu ersetzen, etwa durch die x und die y. Die Determinante geht 
dann in (xy), also in die Determinante zw^eier Reihen von Veränder- 
lichen über. 

Man hat also den Satz: 

Jede Covariante von einer Reihe linearer For- 
men ist ein Aggregat von Producten, deren Facto- 
ren einen der folgenden drei Typen haben: 

1. (ab), Invariante aus zweien der linearen For- 
men, 

2. aiXi + a^x^, eine der linearen Formen selbst, 

3. (xy), Determinante aus zwei Reihen von Ver- 
änderlichen. 

Die letzte Art von Factoren enthält nicht mehr die Coefficienten 
der zu Grunde gelegten Formen. Man kann sie als identische Co- 
varianten bezeichnen; sie sind allen Systemen von Functionen ge- 
mein, mögen dieselben linear sein oder nicht. Abgesehen von diesen 
kann man also sagen, dass lineare Formen überhaupt zu weiteren Co- 
varianten nicht Veranlassung geben und dass sie keine Invarianten 
besitzen, ausser den Determinanten, welche aus den Coefficienten je 
zweier gebildet werden. 

t 10. Covarianten mit mehreren Reihen Ton*Teränderllolien. 

Bei der Untersuchung der Covarianten allgemeiner binärer For- 
men liefert nun die Gleichung (7) des § 8. sofort folgenden Satz: 

Alle Covarianten binärer Formen, welche meh- 
rere Reihen von Veränderlichen enthalten, setzen 
sich aus identischen Covarianten und aus Polaren 
solcher zusammen, welche nur eine Reihe von Ver- 
änderlichen enthalten. 

Der Ausdruck Polare ist hier in etwas weiterem Sinne zu ver- 
stehen als früher. Im Vorigen entstanden die Polaren, indem man 

dieselbe Operation w, ^ [-y^-^^ wiederholt anwandte und jedesmal 

OXi öx.^ 

durch die Ordnung der differenzirten Function in Bezug auf die x 

dividirte. Es soll in dem oben ausgesprochenen Satze nun auch. der 

Fall unter dieser Benennung enthalten sein , in welchem nach einander 

verschiedene Operationen 
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angewandt werden. 

Nehmen wir an, der Satz wäre für Co Varianten mit r Reihen von 
Veränderlichen bewiesen, und zeigen, dass er dann auch für r+l 
Reihen gilt; da er für eine Reihe selbstverständlich ist, so gilt er 
dann allgemein. Zu jenem Beweise aber führt wiederum die Glei- 
chung § 8. (7). Setzen wir darin für f irgend eine Covariante TT, 
welche r+l Reihen von Veränderlichen enthält, und zwar die Reihe 
Viy Vi zur n*®° Ordnung. Nach § 8. (7) setzt sich dann TT aus iden- 
tischen Covarianten und aus Polaren der Formen 

zusammen, welche eine Reihe von Veränderlichen weniger enthalten 
und für welche also der Voraussetzung nach der zu beweisende Satz 
bereits gilt. Damit also der Sjitz allgemein richtig sei, ist nur noch 
zu zeigen, dass Polaren von Ausdrücken, welche Producte 
von Polaren mit identischen Covarianten sind, sich wie- 
der als Aggregate solcher Producte darstellen. Unterwerfen 

wir also ein Product 

(xz) (xt).,,PQ,.,, 

welches aus identischen Covarianten und Polaren besteht, der Operation A 

d ^ d 



dXj^ dx^ 

Es genügt, diese Operation einmal auszuführen ; bleiben dabei die 
Eigenschaften des Resultats die verlangten, so tritt dies auch bei 
Wiederholungen ein. Die Anwendung jener Operation liefert aber die 
Summe der Resultate, welche die Anwendung auf die einzelnen Fac- 
toren giebt. Nun liefert die Anwendung der Operation auf eine iden- 
tische Covariante wieder eine solche, die Anwendung auf eine Polare 
aber der erweiterten Definition nach gleichfalls eine Polare, womit 
alles bewiesen ist. 

Der Begriff der Polaren, wie er hier auftritt, ist ebenso wie der. 
ursprüngliche in § 6. auf Entwickelungscoefficienten zurückzuführen. 
Wendet man die Operation 

d d 

wiederholt auf eine Function ^{x^,x^ an und dividirt jedesmal durch 
die Ordnung der differenzirten Function, so entstehen die von den 
Binomialcoefficienten befreiten Coefficienten der Entwickelung n^h A 
des Ausdrucks: 
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Wendet man auf diese Polaren nun wiederholt die Operation 

^'dx.^^'dx, 

an, so entstehen ebenso die Coefficienten der Entwickelungen, welche 
mau erhält, wenn mau in den soeben gebildeten Formen 

X^ + flZ^, X^ + (lZ^ 

an Stelle von x^^ x, setzt und nach ^ entwickelt; d. h. man erhält die 
durch die beiden Operationen 

^' äl, + y^ äF, ' "^'d^,^ ^' Vx, 

entstehenden Polaren, wenn man die Entwickelungscoefficienten von 

^'(^i + ^yi + ^^i, ^i + ^y^ + l^^i) 
bildet. 

Indem man diese Schluss weise fortsetzt, erhält man den Satz: 

Die Polaren, welche aus (p durch die Operationen 
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entstehen, sind die von den Polynomialcoefficien- 
ten befreiten Entwickelungscoefficienten des Aus- 
drucks 

Aus dem Vorhergehenden sieht inaii, dass es in der That nur 
nöthig ist, Covarianten mit einer Reihe von Veränderlichen auf- 
zusuchen. Es soll daher im Folgenden, wenn das Gegentheil nicht 
besonders erwähnt ist, unter Covariante immer eine solche verstanden 
werden, welche nur eine Reihe von Veränderlichen enthält. 

• 

8 11. Symbolische Darstellung algebraischer Formen. 

Zur Darstellung und Charakterisirung der Invarianten und Co- 
varianten beliebiger Formen führt nun die sogenannte symbolische 
Bezeichnung der Formen, zu deren Erläuterung ich mich jetzt wende. * 



t Die Methode der symbolischen Bezeichnung steht in genauem Zusammen- 
hange mit Cayley's Methode der operativen Symbole und seinen „Hyperdeter- 
minants*^ (vergl. Cayley's Memoirs upon Quantics in den Fhüosophical Trans- 
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Eine beliebige bin'äre Form w*®' Ordnung kann man sich aus der 
j^ten Potenz eines linearen Ausdrucks 

{b^x^ + Kx^Y 

dadurch entstanden denken, dass an Stelle der Coefficienten 

welche sich bei der Ausrechnung ergeben, die entsprechenden Coef- 
ficienten 



^0? ^if ^2 



• • • 



der Form gesetzt werden. Als Coefficienten der Form sind dabei nicht 
die Zahlen selbst gedacht, welche in die verschiedenen Potenzen der 
X multiplicirt erscheinen, sondern diese Zahlen dividirt durch ent- 
sprechende Binomialfactorei? , so dass f die Gestalt hat: 

r— »_l_ ^* »-1 , W.W— 1 ^__2 2 1» 

Der Ausdruck „Coefficienten einer Form" soll auch künftig immer 
so gebraucht werden, dass er die Grössen a^, «,, a^, . . . in dieser 
Darstellung von f bezeichnet. 

Ersetzt man also in {hiX^ + b^x^y die Grössen 

bi" durch a^. 



/>/ durch a„ , 

so geht dasselbe, in f über. Bei einer grossen Anzahl von Operatio- 
nen ist es nun gleichgiltig , ob man von vorn herein f einführt oder 
ob man die betrefienden Operationen an dem Ausdruck (b^x^ + b^x^)" 
ausführt und dann erst für die Potenzen und Producte der b die be- 
treffenden Werthe setzt. Insbesondere trifft dieses bei der linearen 
Transformation von /' zu. Die Coefficienten der transformirten Func- 
tion hängen mit den Coefficienten der ursprünglichen durch genau 
dieselben linearen Gleichungen zusammen, wie die Coefficienten der 
transformirten w*®" Potenz mit deuen der ursprünglichen Potenz. Der 



actione und Cayley in Grelle Bd. 34, sowie Salmon Lessofis 2. ed. Lesson 

m 

13, 14). Doch iöt sie in der hier gebrauchten Voi-atellungs- und BezeichnungBweise 
von Ar on hold eingeführt worden in seiner clas.«iischen Arbeit über die cubischcn 
tem'aren Fonnen, Borchardt's Journal Bd. ».5. Den für das Folgende fundamen- 
talen Ifeweis, dass jede Invariante und (.'ovariante in Aggregate von Producten 
symbolischer Determinanten und symbolischer linearer Facteren aufgelöst werden 
könne, habe ich zuerst, und zwar mit Ausdehnung auf beliebig viele Veränderliche, 
jedoch auf etwas anderem als dem hier dargelegten Wege, im 39. Bande von Bor- 
chardt's Journal gegeben. 
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letztere sehr einfache Zusammenhang dient daher dazu, den ersten 
sehr verwickelten übersichtlich darzustellen. 

Insofern bei solchen Untersuchungen der Ausdruck {h^x^ + b^x^)" 
die Form /"vertritt, nennt man denselben die symbolische Form 
von f. Die Anwendung der symbolischen Form statt der wirklichen 
ist überall, wo sie gestattet ist, von fundamentaler Wichtigkeit, in- 
dem sie die wesentlichen Eigenschaften der Coefficienten von / durch 
die sehr vereinfachte Darstell ungs weise deutlich hervortreten lässt, 
und so einen unmittelbaren Einblick in Verhältnisse gestattet, welche, 
wenn man jene Coefficienten selbst einführen wollte, höchst verwickelt 
und undurchsichtig erscheinen würden. Aber die Anwendung der 
hierdurch begründeten Rechnungsweise ist nur erlaubt, so lange es 
unzweifelhaft bleibt, welches Resultat man durch nachträgliche Ein- 
führung der wirklichen Coefficienten von f erhält. 

Diese unerlässliche Bedingung für die Rechnung mit Symbolen 
lässt sich darauf zurückführen, dass man bei allen Rechnungen stets 
eine homogene Function n*" Ordnung der Symbole \, \ vor sich 
haben muss. Denn nur die n*®** Dimensionen dieser Symbole stellen 
wirkliche Grössen, die entsprechenden Coefficienten von f, dar. Ge- 
ringere oder grössere Dimensionen haben gar keine Bedeutung; auch 
z. B. 2«^° Dimensionen sind nicht zulässig, weil Grössen wie ij" + *&/■"• 
zwar durch Multiplication zweier der Grössen 

entstehen können, aber auf mehr als eine Art, und weil es also nicht 
eindeutig feststeht, welches Product zweier Grössen a man im End- 
resultat für diese 2«*® Dimension der b einzuführen "hat. 

Man muss also die Zulässigkeit der symbolischen Rechnung zu- 
nächst auf die Fälle beschränken, in denen alles fortwährend in Bezug 
auf die Coefficienten von f linear bleibt. Hierher gehören die Bil- 
dungen der Polaren. Bezeichnet man , wie fortan immer geschehen soll, 
Ausdrücke b^x^ + b^x^ durch b^, so dass 

/ = br" 
der symbolische Ausdruck von f ist, so erhält man durch wiederholte 
Anwendung der Operation 

y^dx^^y^dx, 

der Reihe nach die symbolischen Ausdrücke: 

n,b,r'*~^byy n ,n — \ .bx^-'^b,/, 

Diese behalten eine ganz zweifellose Bedeutung, wenn man für 
die w*®° Dimensionen der b die Coefficienten von f einführt, und sie 
repräsentiren daher vollständig und in einfachster Form die Bildun- 
gen, um welche es sich handelt. 



i 
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Der Gebrauch der symbolischen Bezeichnung wäre indess ein sehr 
beschränkter, wenn es nicht gelänge, ihn über diese Anwendungen 
hinaus auszudehnen. Eine solche Ausdehnung gelingt nun dadurch, 
dass man dieselbe Function f durch verschiedene Symbole 

ausdruckt. Die verschiedenen Symbole sind gleichwerthig, insofern 
sie dieselben realen Coefficienten bedeuten; aber sie dienen dazu, auch 
Functionen, welche von höherer Dimension in den Coefficienten von f 
sind , durch Coefficienten symbolischer linearer Ausdrücke darzustellen. 
In der That, wenn z. B. 6^"+*6/— * keiue bestimmte reale Deutung 
mehr zulässt, so ist diese Schwierigkeit bei dem Product 

gänzlich verschwunden; dieser Ausdruck bedeutet immer ük-a^] denn 
nur Producte der h unter sich stellen die a vor, ebenso nur Producte 
der c unter sich , während Producte mehrerer c und b an und für sich 
gar keine Bedeutung haben. 

I 12. Die Hynibolische Darstellnng der Inyarianten und Covarianteu. 

Die Anwendung der symbolischen Bezeichnung führt nun zu der 
wichtigsten und fundamentalsten Eigenschaft der Invarianten und Co- 
varianten einer oder mehrerer Formen. 

Sei TT irgend eine Covariante oder Invariante einer einzigen Form 
oder eines Systems sinmltaner Formen. Diese einzige Form oder eine 
Form des Systems sei eine Form /* von der n*®^ Ordnung; a^, n^ , . .a„ 
eifcerihrek Coefficienten. Wir wissen, dass, wenn «y, «j . . . a„ die 
Coefficienten einer anderen Form gleich hoher Ordnung sind, auch der 
Ausdruck 

"^1 = "o Q— + «1 ^T + • • 

die Invarianteneigenschaft besitzt; ebenso, wenn ^^. /Jj,.../3„ Coef- 
ficienten einer 'weiteren Form n^*" Ordnung sind, '-. > jj^nsdruck 

u. s. w. 

War TT von der r^^^ Dimension in den Coefficienten von /, so er- 
hält man durch Fortsetzung dieses Verfahrens schliesslich eine Func- 
tion TTr, welche die Coefficienten von f nicht mehr enthält, aber statt 
deren die Coefficienten von r verschiedenen Formen «'®' Ordnung, 
und zwar die Coefficienten jeder Form linear. Und man kann von 
der Form TTr in jedem Augenblicke zu TT zurückkehren; denn setzt 
man statt der Coefficienten der letzten Form die der ^TSAfn^jj^w^ vik^ 
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verwandelt sich ITr in ITr-t; setzt man dttun statt 4>eider die der dritt- 
letzten, so gellt ITr-i in 1 .217,-2 über u. s. w. Setzt man, so fort- 
fahrend, schliesslich für alle diese Coefficienten wieder die von f, so 
erhält uian 

1.2...r.TT, 

also die ursprüngliche Function bis auf einen einfachen numerischen 
Factor. 

An Stelle der Coefficienten a, ß u. s. w. führe ich nun 
die Coefficienten w^®' Potenzen von linearen Ausdrücken 
(ix) hx u. s. w. ein. Die Form TTr enthält dann nicht mehr die 
Coefficienten der Function f, sondern statt dessen die 
Coefficienten von r linearen Functionen. Man kehrt aber 
von fTr in jedem Augenblicke zu TT dadurch zurück, dass 
t man a.r", h^^ u. s. w. als symbolische Darstellungen von f 
betrachtet, was erlaubt ist, da jede dieser linearen Func- 
tionen gerade zur w*«" Dimension vorkommt. 

Wie man hier die Coefficienten von f ganz aus TT herausgeschafft 
hat, ohne doch gehindert zu sein, in jedem Augenblicke zu der ur- 
sprünglichen Bildung zurückzukehren, so kann man nun auch mit den 
Coefficienten der anderen Functionen verfahren, die in TT etwa auf- 
treten. "^ Bann hat man zuletzt TT in einer Form dargestellt, welche 
sofort folgenden Satz liefert: 

Jede Simultaneinvariante oder Covariante einer 
Reihe von Functionen lässt sich als Invariante oder 
Covariante einer Reihe von linearen Functionen 
ausdrücken, deren Pot^hzen die symbolischen Dar- 
stellungen der gegebenen Formeli'~sTnd. 
Und da die allgemeine Form von Invarianten und Covarianten 
linearer Functionen bereits oben gefunden war, so kann man ohne 
Weiteres die allgemeine Form ausdrücken, in welcher mittelst der 
Symbole eine allgemeine Invariante oder Covariante beliebig vieler 
Formen sich darstellt. Eine solche Darstellung will ich die sym- 
bolische Darstellung der Invariante oder Covariante selbst 
nennen. Man hat dann sofort den folgenden Fundamentalsatz: 

Jede Invariante stellt sich symbolisch als das 
Aggregat von Producten symbolischer Determinan- 
ten von dem Typus {ah) dar; jede Covariante als 
Aggregat von Producten symbolischer Determinan- 
ten {ah) mit linearen symbolischen Factoren von 
dem Typus Cx* 

* Beispiel (^§ 1.): die Invariante einer quadratischen Form: 

TT-cforti — Ol* 
führt zunächst durch die Opemtion 
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Dieser Satz enthält alle Eigenschaften der Invarianten und Co- 
varianten. Denn es ist leicht zu sehen, dass er umkehrbar ist und 
demnach als Definition dieser Gebilde dienen kann. Hierzu führt fol- 
gende Erwägung. 

Damit durch eine Invariante oder Covariante linearer Functionen 
eine Invariante oder Covariante irgendwelcher höherer Formen sym- 
bolisch dargestellt werde, ist zweierlei erforderlich. Erstens müssen 
die Coefficienten der verschiedenen linearen Functionen gerade in sol- 
chen Dimensionen vorkommen, wie sie die Ordnungen der entspre- 
chenden höheren Functionen angeben, damit überhaupt letztere durch 
die ersteren symbolisch dargestellt werden können. Dies vorausgesetzt, 
ist noch nöthig, dass der ganze Ausdruck, welcher in Bezug auf die 
Symbole die Invarianteneigenschaft besitzt, auch in Bezug auf die ein- 
zuführenden höheren Formen sie besitze. Aber man überzeugt sich, wie 
folgt, dass dies immer der Fall ist. 

Denken wir uns irgend eine Function f durch lineare Substitutio- 
nen transformirt. In der ursprünglichen Form sei symbolisch 

in der transformirten : 

Man erhält das eine Symbol aus dem andern durch Ausführung der 
Transformation. Die Gleichung 

drückt in symbolischer Form den Zusammenhang zwischen den Coef- 
ficienten der ursprünglichen und denen der transformirten Funciion 
vollständig aus. Die aus der Vergleichung der obigen For- 



rH , cTi^ an 

auf 

«oft, — 2a, of, -f a,aot 

wa« die simultane Invariante zweier quadratischen Formen ist. Setzt man die a 
den a gleich, so erhält man 2 TT; »etzt man aber an Stelle der o wie der a Sym- 
bole, 80 hat man: 

hx^Ct* - 2ft, hi c, c, -f 6,*c,« = {hcf, 
also 

was die symbolische Darstellung ist. 

Beispiel der simultanen Covariante zweier quadratischen Formen (§ 2.) : 

; «o^'i 4- «1 a^ h^Ti +hxXt I 
\ a\X\ -^ QfX^ hiXi -f b%x^ \ 

verwandelt sich, wenn man die l>eiden Formen symV^olisch durch Cj^*, yx' bezeich- 
net, in: 

C\ Cx Vi ya- 



CfCx y%yx 

Clebtcb, Theorie der binären algebr. Formeo. 



= {cy) cxyx^ 
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meu fliessenden Gleichungen sind aber befriedigt, wenn 
man zwischen den alten und neuen Symbolen die Rela* 
tionen annimmt: 

ai = öi«ii + cr2aäi 
a'a = 0^1^12+ ^2^22- 

Diese Gleichungen zwischen den Symbolen, welche keine an- 
deren als diejenigen sind, die zur Transformation linearer 
Ausdrücke überhaupt dienen, ersetzen also vollständig die Be- 
ziehungen zwischen den Goefficienten der Function f in ihrer ursprüng- 
lichen und in ihrer transformirten Gestalt. 

Fasst man daher eine Invariante oder Covariante linearer Func- 
tionen als symbolische Darstellung einer Combination der Coeffix^ienten 
hölierer Formen auf, so verwandelt sie sich durch lineare Transfor- 
mation in dieselbe Function der transformirten Symbole, also auch in 
dieselbe Function der transformirten Goefficienten, immer abgesehen 
von einem Factor r^. Jeder solcheijf Ausdruck besitzt also die In- 
varianten eigenscbaft auch noch, wenn man ihn als symbolisch ansieht, 
und man kann demnach den folgenden Satz aussprechen, welcher den 
obigen Fundamentalsatz ergänzt: 

Jede Invariante oder Govariante linearer For- 
■ men, in welcher die Goefficienten dieser Formen in 
: geeigneten Dimensionen vorkommen, kann als sym- 
' bolische Darstellung einer Invariante oder Gova- 
- riante höherer Formen aufgefasst werden. 

Durch diesen Satz ist man zugleich befähigt, alle nur denkbaren 
Invarianten und Govarianten binärer Formen aufzustellen; man hat 
nur alle möglichen Producte symbolischer Determinanten vom Typus {ah) 
und symbolischer linearer Factoren vom Typus c^ zu bilden, welche 
in den einzelnen Goefficientenreihen die jedesmal erforderlichen Di- 
mensionen besitzen. 

Es ist in Folge des obigen Satzes leicht a posteriori einzusehen, 
wanmi die Operationen (S. 13, 14) 

in denen /t und v die Ordnung von <p in Bezug auf die x und die y 
bedeuten (-D9 hat ganz denselben Charakter wie jdq> und braucht des- 
halb nicht besonders betrachtet zu werden), die Invarianteneigenschaft 
nicht aufheben, und es wird dabei zugleich von Interesse, zu sehen, 
in welcher Weise diese Operationen auf symbolische Producte wirken. 
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Sei erstlich (p ein symbolisches Product von der Form 

wo M die Veränderlichen x nicht mehr enthält und wo also ft die 
Zahl der linearen sjrmbolischen Factoren a^r; hx-^-ftix angiebt. Es 
wird dann 

M 

^(p = — . \aybjr . . . Wx + flr,&y . . . m-r . . . + a*6x . • . w^ }. 

Die Anwendung der Operation ^ auf ein symbolisches 
Product, welches von der fi^^ Ordnung in den x ist, giebt 
also die Summe von fi Termen, dividirt durch ^. Die einzel- 
nen Terme entstehen, wenn man in einem der dierr enthal- 
tenden symbolischen Factoren die x durch die y ersetzt. 
Es hindert sich daran nichts, wenn auch für einzelne sjrmbolische 
Factoren a, etc. wirkliche Factoren (xe) etc. eintreten; nur ver- 
schwindet der entsprechende Term jedesmal identisch, wenn (xy) selbst 
ein solcher Factor wird, der dann in (yy) übergeht. 

Um die Wirkung von Sl zu erkennen, denken wir uns 9 als 
symbolisches Product der Form 

wo das symbolische Product M nun weder die x noch die y mehr ent- 
hält. Man hat dann 

M 
Sl<p = — \{ap)bx...mxqy..-ry + {bp)ax.>.fn,qy...ry 

+ (aq) 6, . . . nixPj, . . . r^ + . . .j. 
Die Anwendung der Operation Sl auf ein symbolisches 
Product, welches von der ft*«° Ordnung in den x, von der 
3,ten ijj den y jgi;^ gicbt bIso die Summe von ftv Termen, di- 
vidirt durch fiv. Jeder einzelne Term entsteht aus g>, in- 
dem man irgend zwei symbolische Factoren, von denen 
einer die y, der andere die x enthält, durch ihre Deter- 
minante [etwa üxPy durch (ap)] ersetzt. Wenn einer der sym- 
bolischen Factoren, etwa Py, durch einen wirklichen Factor ersetzt 
wird, etwa (ys), so tritt nur z^ an Stelle vonp^, — ^er^ an Stelle Yonp^, 
und daher im Resultat an Stelle der Determinante (ap) der lineare 
Factor — a«. Tritt (xz) an Stelle von a^, so wird a^ durch jßfj, a^ 
durch — jTj zu ersetzen sein, und für (ap) tritt der lineare Factor p^ 
ein. Tritt zugleich (yz) für py, (xf) für a, ein, so sind Pi, P2, «i, «g 
durch Z27 ~"^i; ^27 "~^i z^ ersetzen, und an Stelle der Determinante 
(ap) muss man die Determinante — {zf) setzen. Endlich kann es ge- 
schehen, dass (p den wirklichen Factor {xy) hat. Was in diesem Falle 
geschieht, erkennt man am Besten, indem man 

9 = ^ . {xy) 
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setzt, und die Wirkung von Sl auf 9 mittelst der Wirkungen der- 
selben Operation auf ^ darstellt. Wir nehmen noch an, daes 9 von 
den Ordnungen (i, v in x und y sei, il; also von den Ordnungen ft — 1 
und v — 1. Es ist dann 



also 



daher 



-^ = (xy) — — + ^ • ^i > 



+ 



(-.^.+^If>^*|. 



oder mit Rücksicht auf die Definition von Sl und auf die bekannten 
Eigenschaften der homogenen Functionen: 

•^^^^ '^" *^ ("""^ ^^ ^""^^ ^^+ (^ + V ) ^j . 

Man sieht also, wie die Wirkung der Operation Sl auf das Pro- 
duct ^ . (xy) theils auf die Function ^ selbst führt, theils auf das 
Product von (xy) mit dem Resultate der Anwendung von Sl auf ^. 



§ 18. Symbolische Coefflcienten von Covarianten« 

In § 10. ist gezeigt worden, dass alle Covarianten auf Polaren 
solcher zurückgeführt werden können, welche nur eine Reihe von 
Veränderlichen enthalten. Solche Covarianten sind nun selbst alge- 
braische Formen, d. h. ganze homogene Functionen zweier Veränder- 
lichen x^, x^^ Eine solche Covariante 9 kann man dann wieder sym- 
bolisch durch die Potenz einer linearen Function 

ersetzen; mit dem Vorbehalt, nach Bedarf andere Symbole 9', 9" u. s. w. 
einzuführen, wenn die Deutlichkeit und Bestimmtheit der auszufüh- 
renden Operationen es erfordert. 

Untersuchen wir, wie die symbolischen Coefficienten einer Cova- 
riante sich bei einer linearen Substitution ändern , welche auf die con- 
stituirenden Functionen angewendet wird. An Stelle von 9, tritt dabei 
eine Function <J), welche aus den Coefficienten der transformirten 
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Functionen und den neuen Veriinderlichen gebildet ist, wie g? aus den 
Coefficienten der ursprünglichen Functionen und aus den ursprünglichen 
Veränderlichen, und nach der Definition der Covarianten ist 

d. h. als Function der neuen Veränderlichen ^ nur um den Factor r^ 
verschieden von derjenigen Function, in welche g> unmittelbar durch 
blosse Einführung der neuen Veränderlichen sich verwaudelt. Setzt 
man für die Co Variante der transformirten Functionen, <t>, den sym- 
bolischen Ausdruck 

so ist 

Und man kann diese Identität durch die folgenden Trans formations- 

formein der symbolischen Coefficienten von (p ersetzen: 

l 

^2 = ^'"(«12 9>l + «22 9^2)- 

Man kann daher folgenden Satz aussprechen: 

Die symbolischenCoefficienten einer Covariante 
ändern sich, von einer Potenz der Transformations- 
determinante abgesehen, genau so, wie die symboli- 
schen Coefficienten der CO n s ti tu! r enden Functionen. 

Da eine Potenz der Transformationsdeterminante hier überhaupt 
unerheblich ist, so sieht man sofort, dass ein Product symbolischer 
Determinanten (ah) und symbolischer linearer Factoren c, auch dann 
noch die Invarianteneigenschaft behält, wenn unter den Symbolen auch 
symbolische Coefficienten von beliebigen Covarianten der constituiren- 
den Functionen vorkommen. Dies giebt also den Satz: 

Wenn man ein System simultaner Formen um 
irgend welche Co-varianten des Systems erweitert, 
so sind die simultanen Covarianten und Invarianten 
des erweiterten Systems zugleich Invarianten und 
Covarianten des ursprünglichen. 

Dieser Satz führt darauf, wie in den meisten Fällen der Anwen- 
dung Covarianten und Invarianten gebildet werden; darauf nämlich, 
dass man einfache Combinationen der gegebenen Functionen unter sich 
bildet, die einfachsten Covarianten des Systems; dass man diese wieder 
mit den ursprünglichen Formen und unter sich combinirt u. s. w. Der 
Bildungsprocess kann nur dann als abgeschlossen angesehen werden, 
wenn keine neuen Bildungen mehr erscheinen, wovon weiter untÄ\\.^»Sv- 
föhrlicher zu handeln sein wird. 
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§ 14. Gmndformen mit mehreren Reihen ron Terftnderliehen. 

Die vorstehenden Betrachtungen in Verbindung mit denen des § 7. 
lassen eine Frage erledigen, welche eine scheinbar der Verallgemeine- 
rung bedürftige Seite unserer Theorie heraushebt. Man könnte glau- 
ben; es sei der Allgemeinheit wegen nothwendig, auch den Fall zu 
behandeln, in welchem Grundfunctionen gegeben sind, welche selbst 
bereits mehr als eine Beihe von Veränderlichen enthalten. Ich werde 
zeigen, dass dies überflüssig ist; dass vielmehr die Invarianten und 
Covarianten eines solchen Systems nur die Invarianten und Covarianten 
eines gewissen Systems simultaner Formen mit einer Reihe von Ver- 
änderlichen sind. 

Ist / irgend eine Form mit mehr als einer Reihe von Veränder- 
lichen und nehmen wir an, dass es, unter anderen, die Reihen x^, x^ 
und y, , y^ beziehungsweise in der m**° und n*®** Ordnung enthalte. 
Da die Operationen ^, D, ^ (§ 6.) die Invarianteneigenschaft nicht 
aufheben, so sind die Ausdrücke: 

(1) DY, D"-*ß/, D»-2^%... 

Covarianten, beziehungsweise Invarianten von /", aber wegen der For- 
mel (6) des § 7. kann /'wieder durch diese ausgedrückt werden. Die Aus- 
drücke (1) enthalten eine Reihe von Veränderlichen weniger als f und 
sind übrigens, wie in § 8. gezeigt wurde, völlig von einander unab- 
hängige Functionen, welche die x zu den Ordnungen 

m + n, w + M — 2, m + n — 4, ... 

enthalten, die übrigen Veränderlichen aber, welche in /"etwa ausser 
den x, y noch vorkommen können, zu ebenso hohen Ordnungen wie f, 
wie denn auch die Coefficienten von f in die Formen (1) linear ein- 
gehen. 

Da nun nach dem Vorigen ebensowohl die Formen (1) als Cova- 
rianten von f, wie / als Covariante dieser Formen angesehen werden 
kann, so kann man überhaupt alle Covarianten von f nach § 13. auch 
als Covarianten der Formen (1) ansehen, welche in ihrer Art ein ganz 
allgemeines System bilden und eine Reihe von Veränderlichen weniger 
enthalten. 

Wendet man auf jede der Formen (1) wieder, dasselbe Verfahren 
an, so kann man jede derselben abermals durch ein System von Formen 
ersetzen, welche eine Reihe von Veränderlichen weniger enthalten u.s.w. 
Man gelangt also durch fortgesetzte Anwendung desselben Verfahrens 
zu dem Satze; 
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Die Covarianten und Invarianten eines Systems 
von Formen mit mehreren Reihen von Veränder- 
lichen sind immer identisch mit denen eines gewis- 
sen Systems von Formen mit nur einer Reihe von 
Veränderlichen und von einander unabhängigen 
Coefficienten.* 

Es ist hiernach nicht nöthig, solche Systeme von Grundformen 
mit mehreren Reihen von Veränderlichen zu untersuchen. Bemerkt 
mag nur werden, dass die oben er wähiiten Operationen auf ein System 
simultaner Formen mit einer Reihe von Veränderlichen führen, unter 
denen sich auch Formen nullter Ordnung, also Grössen befinden kön- 
nen, welche, ohne mit den übrigen Formen des Systems in Beziehung 
zu stehen, als accessorische Invarianten zu betrachten sind. Ein Bei- 
spiel dazu wird weiter unten (§ 24.) auftreten. 

§ 15« Hilfsmittel symbolischer Operationen. ^ 

Die symbolische Gestalt einer Invariante oder Covariante ist kei- 
neswegs eine feste undunveränderliche, vielmehr kann man einem und 
demselben Ausdrucke im Allgemeinen eine grosse Reihe von Gestalten 
geben. Unter diesen kann es bisweilen eine geben, welche sich durch 
besondere Einfachheit auszeichnet und dann ausschliesslich benutzt 
wird. Es kann aber auch geschehen, dass durch Vergleichung der 
verschiedenen Gestalten, welche ein und derselbe Ausdruck annimmt, 
sich zeigt, dass er identisch verschwindet oder sich durch einfachere 
Bildungen ausdrückt, während an einem seiner Ausdrücke dies nicht 
ganz einfach nachzuweisen ist. 

Die Hilfsmittel, welche man anwenden kann, um verschiedene For- 
men eines symbolischen Ausdrucks herzustellen, bestehen zunächst in 
der Vertauschung gleichwerthiger Symbole. Kommen in einer Bil- 
dung TT zwei Symbole a und 6 vor, welche durch die Gleichung 

als Repräsentanten derselben wirklichen Grössen charakterisirt sind, 
so bleibt offenbar der wahre Werth von TT ungeändert, wenn man die 



* Beispiel einer Form, welche XiX% quadratisch, yiyt linear enthält 

Man bildet die Formen 

Ä(0 = (&o - Ol) 0?! + {6t - Ot) «t. 
Die Invarianten und Covarianten «von f opd idw^ijuBch rsßj^ 
Invarianten und Covarianten dieser linearen und ilßßtßf 
dem vergl. die Beispiele in der Anmerkung aicif S. S$. 
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Symbole a und h mit einander vertauscht. Wenn dabei TT sein 
Zeichen wechselt, so verschwindet es identisch.* 

Ein wichtigeres Hilfsmittel für die Umgestaltung symbolischer 
Ausdrücke besteht in der identischen Gleichung, welche in Bezug auf 
irgend drei lineare Ausdrücke gebildet werden kann. Eliminirt man 
aus den Identitäten 

hx = 6l ^1 + &2 ^2 
Cx ^ Cj ^i "T" ^2 ^3 

die rechts stehenden Grössen x^, x^, so erhält man die Gleichung 



= 



bx 6i bi'y 
Cx Cj C^ I 



oder, wenn man nach der ersten Verticalreihe ordnet: 

(I) {hc)ax + (ca)h^ + {ah)Cx = 0. 

Von dieser Gleichung werden wir weiterhin die mannigfaltigsten 
Anwendungen kennen lernen. Ich hebe nur sogleich einige Formen 
hervor, welche man dieser Identität geben kann und welche ebenfalls 
oft angewendet werden. SchaflPt man ein Glied auf die andere Seite 
und quadrirt, so drückt sich das Product zweier Glieder der Identität' 
durch die Quadrate aller aus: 

(II) ■ {ab){ac)bsCx = i\{abyc^x + {acy¥x-(bcya'xl 
Quadrirt man nochmals, so erhält man die Formel: 

rlTl ) (a by {a cy b\ c\ + (6 äf (jb cf a^x c\ + (c af (c bf a\ b^x 
= i \a'x{bcy + ¥xicay + CxHabr\, 

welche in der Theorie der biquadratischen Formen benutzt wird. 

Aus den Identitäten (I), (II), (III) leitet man andere dadurch ab, 
dass man x^, x^ durch die Coefficienten d^ und —d^ einer wirklichen 
oder symbolischen linearen Form ersetzt. Man erhält dann: 

(IV) (bc) {ad) + (ca) (bd) + {ab){cd) = 

(V) {ab) {ac) {db) {de) = ^ \{aby {cd)^ + {acf(bd)^ - {ad)^ (bcy\ , 

(VI) {ab)\acy{db)\dcf + {bcf {b ay {dcy {day + {cay{cby{day{dby 
^^\{aby{cd)' + {acy{bd)' + {ad)\bcy\. 



* Beispiel. Die Covariante einer quadratischen Form: {ah)axbx geht durch 
Vertauschung von a mit 6 in — (a 6) axhx über, verschwindet also identisch. Ebenso 
jede Bildung (a6)«— *a**6x* (bei der sich a imd b auf dieselbe Form n*« Ordnung 
beziehen), wenn n—h ungerade. 
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Andererseits folgen aus (1) und (11), indem man c^=^y^f ^i^^.'/^ 
setzte* die Identitäten: 

(VII) a^ly - Kay = {aV) {xy)** 

(VIII) a^^ay Kby = i \aKb\ + a\h\ - (a6)«(^y)«| . 

Als Anwendung allgemeinerer Art ynW ich hier den folgenden Satz 
beweisen : 

Ein symbolischer Ausdruck, welcher eine unge- 
rade Potenz der Determinante gleichwerthiger Sym- 
bole als Factor enthält, lässt sich immer in einen 
solchen überführen, welcher die nächsthöhere ge- 
rade Potenz derselben enthält. 

Sei (aft)'*"-^ der Factor eines symbolischen Ausdrucks, und a, h 
vertausch bar, Symbole einer Form n**" Ordnung. Da keine höhere Po- 
tenz von (ah) vorkommt, so müssen die übrigen (n — 2m + l) Sym- 
bole a und h getrennt vorkommen. Die zu betrachtende Bildung geht 
also aus dem Ausdruck 

(l) {nhy^^^^ Qxay . . . 6-6i . . . 

hervor, indem man für einige der Reihen x, y...,jer,^... symbolische 
Coefficienten einsetzt und das Resultat mit einem ergänzenden sym- 
bolischen Producte multiplicirt Der Ausdruck (1) aber geht durch den 
Prozess der Polarenbildung aus 

hervor. Es ist also nur nöthig, für diesen Ausdruck den Satz zu be- 
weisen; denn besteht er für diesen, so besteht er auch für (1) und 
demnach auch für den gegebenen symbolischen Ausdruck. Der Aus- 
druck (2) aber wird, indem man a mit h vertauscht und die halbe 
Summe beider Darstellungen einführt, durch die symbolische Gestalt 
ersetzbar ; 

^{ahf""-^ [ax''-''" + ^ V^'"■*■*-V~^'"■*■**'"■"^'""^M• 
Dieser Ausdruck hat den Factor 

a.r fcy — hj,ag = (a b) (xy) ; 
es tritt also (aft)'" vor, was zu beweisen war. Zugleich sieht man, 
wie die betreffende Darstellung des gegebenen Ausdrucks auszufüh- 
ren ist. 



* In 11. ist vorher a mit c zu vertauschen. 

** Hiemach zerfällt z. B. die bei einer quadratischen Form auftretende Cova- 
riante {ab)axhy; denn indem man a und h vertauscht und die halbe Summe beider 
Ausdrücke nimmt, hat man 

(ah) Oxby = i (ab) (axby - bxUy) = i (ab)* (xy); 

Bie verwandelt sich in das Product einer identiöchen CoN\3ixmTi\A teü5^ ^Yöfcx\Ksw«50^, 
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§ 16« Formen ron geradem und ungeradem Charakter. 

Ich will bei dieser Gelegenheit noch eines andern Resultats ge- 
denken, welches die symbolische Darstellung sofort ergiebt. Jede Co- 
variante oder Invariante TT, für die trausformirte Form gebildet, ist 
der für die ursprüngliche Form gebildeten gleich bis auf einen Fac- 
tor r^. Die Transformationsformeln der Symbole, welche Seite 34 
gegeben sind, lehren aber, dass bei der Transformation der symbo- 
lischen Form von TT jeder lineare Factor ungeändert bleibt, während 
jede symbolische Determinante den Factor r erhält. Das Ganze erhält 
also den Factor r so oft als Determinantenfactoren vorhanden sind, 
d. h. die Zahl A giebt die Zahl der symbolischen Deter- 
minantenfactoren an, welche in der symbolischen Form 
von TT auftreten. 

Sei nun TT von der Ordnung m in den Veränderlichen, vom Grade 
Ä, fc'... beziehungsweise für die Coefficienten der in TT eingehenden 
Formen, n, w' . . . die Ordnungen der letzteren. Die Anzahl aller in TT 
vorkommenden Symbolreihen (jede so oft gerechnet, wie es die Ord- 
nung der betreffenden Form erfordert) ist dann 

nifc-f-w't' + .. . . 

Diese vertheilen sich nun zum Theil paarweise auf die A Deter- 
minantenfactoren, zum Theil einzeln auf die m symbolischen linearen 
Factoren. Man hat also die Gleichung 

Sind n, n' . . . gerade, so muss auch m gerade sein, und man hat 
also den Satz: 

1 Formensysteme, in welchen alle Formen von ge- 

rader Ordnung sind, haben auch nur Covarianten 
von gerader Ordnung. 

Von wesentlicher Bedeutung ist eine Unterscheidung der Cova- 
rianten und Invarianten von geradem und ungeradem (gauch^ 
Charakter, je nachdem die Zahl A gerade oder ungerade ist. Für die 
lineare Substitution 

i^i = §2 > ^2 ^^ bl 

ist r = — 1 ; die Formen geraden Charakters ändern sich also durch 
eine solche Substitution nicht, die Formen ungeraden Charakters ändern 
das Vorzeichen. Diese Substitution ist nichts anderes, als eine Ver- 
tauschung der Bedeutung der beiden Veränderlichen x^^ x^. Dieses 
kann auch so aufgefasst werden, dass die CoefQcienten 
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einer Function in der transformirten Function wieder auftreten, nur 
in der umgekehrten Reihenfolge: 

Man kann also den Satz aussprechen: 

Wenn man aus einer Invariante oder Covariante 
eine andere ableitet, indem man die Veränderlichen 
vertauscht und zugleich die Coefficienten sämmt- 
licher zu Grunde gelegter Formen in umgekehrter 
Folge benutzt; so entsteht eine Bildung, welcheder 
ursprünglichen gleich oder entgegengesetzt ist, je 
nachdem die ursprüngliche Covariante oder Inva- 
riante von geradem oder ungeradem Charakter war. 

Andere Eigenschaften der Formen ungeraden Charakters werden 
in der Folge sich wiederholt geltend machen.* 



* Die simultane Covariante zweier quadratischen Formen (S. 33.) , 

{ah)axbx 

ist in diesem Sinne eine Form ungeraden Charakters, die simultane Invariante 

{ahf 
eine Form geraden Charakters. 



Zweiter Abschnitt 

Die geometrische Interpretation algebraischer Formen. 



$ 17. Mittel der geometrischen Darstellung binärer Formen« Pnnktreihe 

und Strahlbüschel. * 

Ich werde jetzt eine geometrische Interpretation darlegen, deren 
die binären Formen, sowie die dabei auftretenden Invarianten und 
Covariauten fähig sind, und welche sowohl wegen ihres Zusammen- 
hanges mit der analytischen Geometrie von Wichtigkeit ist, als wegen 
der übersichtlichen Ausdrucks weise, welche eine grosse Anzahl von 
Sätzen durch sie zulassen. 

Eine binäre Form n*" Ordnung, gleich Null gesetzt, stellt, wie 
schon im Eingange bemerkt ist, eine Gleichung n*®" Grades vor, in 

x 

welcher — die Unbekannte ist und welche also n Werthe dieses Ver- 

hältnisses liefert. Denken wir uns nun eine Gerade, deren jeder Punkt 
einen Werth dieses Verhältnisses repräsentirt, so ist eine binäre Form 
gewissermassen als der analytische Ausdruck des Cqmplexes der 
n Punkte zu betrachten, welche durch die entsprechende Gleichung 
gegeben sind.' 

Nehmen wir daher in der Geraden irgend zwei Punkte, Ay B 
(Grundpunkte) an. Die Abstände eines beweglichen Punktes C der 
Geraden von A und B seien p und q, und zwar sollen dieselben posi- 
tiv gezählt werden, wenn C zwischen A und B liegt; wenn aber C 
ausserhalb des Intervalles AB sich befindet, so soll der Abstand des 
Punktes C von dem näheren der beiden Punkte Jl, J? als negativ an- 
gesehen sein. Man hat dann immer 

wo c der gegenseitige Abstand der Punkte A^ B ist. 



* Ueber den Zusammenhang der linearen Substitution mit dem Doppelver- 
hältniss siehe Cayley, Memoir upon Quantics, Phil. Tr. vol. 148, sowie Fiedler, 
Die Elemente der neuern Geometrie und der Algebra der binären Formen, Leipzig, 
Teuhner 1862, 
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Es ist nun zweckmässig, die Veninderlichen x^, x^ durch folgende 
Definition mit den Punkten der Geraden AB in Beziehung zu setzen: 

Ich verstehe unter x^, x^ zwei Zahlen, deren ab- 
solute Werthe gleichgiltig sind, welche sich aber 
zu einander verhalten wie die Abstände des ihnen 
zugehörigen Punktes C der Geraden .4B von diesen 
beiden Punkten, jeder Abstand multiplicirt mit 
einer beliebig aber fest gewählten Constante. 

Man definirt also x^, x^ durch die beiden Gleichungen 

(1) ^^^==^^ 

in welchen q eine willkürliche Grösse, a und h aber zwei constante 

Zahlen sind. 

Jedem WeHhe 

x^__a p 

xi~T' q 

P 

entspricht nur ein Werth von — , und demnach auch nur ein Punkt C 

der Geraden. In der That, ist A der Werth von — , so hat man die 

beiden Gleichungen 

p — Xq = 0^ 

p + q =c, 
daher 

__ Xc 

(2) . ''~^+~' 

wodurch p und q völlig und eindeutig bestimmt sind. Wie also jedem 

X 

Punkte C ein Werth von — entspricht, so findet auch das Umge- 

X2 

kehrte statt, und man kann also sagen, dass die Punktreihe C die 

X 

gesammte Werthreihe der — eindeutig repräsentire. 

X2 

m _ 

Insbesondere entspricht der Werth jr^ = (vorausgesetzt, dass 
nicht auch x^ verschwinde; aber es hat keinen Sinn, beide Zahlen 
Null zu setzen, da es sich immer nur um ihre Verhältnisse handelt) 
dem Punkte A (jp = 0), a:^ = dem Punkte B {q = 0). Der Werth 

X (t 

~ = r- entspricht, da j) = g, dem Mittelpunkte der Strecke AB, End- 



lieh der Werth -1 = — — giebt p =' — q, daher A = — 1, und alao 

. Xa 
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p und q uucndlich gross. Dieser Werth von ~ giebt also einen un- 

ciiidlich fernen Punkt der Geraden; und man erhalt keinen andern 
unendlich fernen Punkt ^ da nach (2) p und q nur unendlich gross 

sein können, wenn A = — 1, also ^ — — — . Man ist daher bei den 

' x^ b 

hier zu Grunde gelegten Vorstellungen berechtigt^ von einem ein- 
zigen unendlich fernen Punkte der Geraden sa sprechen, 
welcher, so gut wie alle anderen Punkte, durch einen einzigen WerUi 

X 

des Verhältnisses — repräsentirt ist. 

Allerdings sind es, wenn man a,h als reell voraussetzt, nur reelle 

X 

Werthe des Verhältnisses — , welche durch reelle Punkte C der Cfe- 

x^ 

raden AB dargestellt sind. Aber der Unterschied von Reellem und 

Imaginärem ist im Folgenden immer durchaus unwesentlich. Wir 

werden keinen Anstand nehmen, uns a und b auch als complex zu 

denken, ebenso j; und g, und imaginäre Punkte der Geraden einzu- 

führen, um das ganze dem Verhältnisse — zukonmiende W^erthge- 

biet zu beherrschen. Ja, wir werden selbst die Grundpunkte Ä, B der 
Allgemeinheit wegen uns als imaginär vorstellen dürfen. 

X 

Dieser Darstellung des Werthes — geht eine zweite genau pa- 

x^ 

rallel, bei welcher man sich nicht der Punkte einer Geraden bedient, 

sondern der Geraden (Strahlen), welche durch einen beliebigen Punkt 

in der Ebene gezogen werden können (Strahlbüschel). Legen wir, 

um diese Darstellung mit der vorigen in Zusammenhang zu bringen, 

zwei Grundstrahleu -4, B des Strahlbüschels durch die Punkte A^ B 

der im Vorigen betrachteten Geraden. Ein Werth — , welcher einem 

Punkte C der Geraden zugeordnet ist, kann auch dem durch C gehen- 
den Strahle des Büschels zugeordnet werden, und zwar auf folgende 

Weise. 

Jeder Strahl des Büschels ist charakterisirt durch sein Abstands- 
verhältniss von den beiden festen Strahlen AB, d. h. durch das Ver- 
hältniss der von einem Punkte des beweglichen Strahls auf die festen 
Strahlen gefällten Lothe, ein Verhältniss, welches für jeden Punkt 
des beweglichen Strahls denselben Werth hat. Unter den 4 Winkeln, 
welche die Strahlen A, B bilden, wählen wir einen heraus (im Zu- 
sammenhange mit der Geraden AB etwa denjenigen, in welchem die 
Strecke AB liegt). Das Abstandsverhältniss des beweglichen Strahls 
nennen wir positiv, wenn der Strahl innerhalb dieses Winkels, negativ, 
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wenn er ausserhalb desselben liegt. Bezeichnen wir die* vom Punkte C 
des Strahls C auf die Strahlen A, B gefällten Lothe durch ä, x, 
durch q>y if die Winkel, welche die Strah- 
len A und B gegen die Gerade A, B 
bilden, so ist 

n = p sin (p 

x = q siniff, 

also überhaupt das Abstandsverhältniss der 
Geraden C von den beiden Geraden A, B: 

n p sintp 



(3) 



(4) 




q sin if 

Es unterscheidet sich daher das Abstandsverhältniss des Punktes C 
auf der Geraden von dem des Strahls C im Büschel nur um einen 
Constanten Factor, und also sind auch beide nur um constante Factoren 

von der Grosse — verschieden. 

Sowie also -^ durch einen Punkt der Geraden AB repräsentirt 

Xit 

tm 

vrird, wird es auch dargestellt durch einen Strahl des Büschels AB, 
und weil sich die Punkte der Geraden und die Strahlen des Büschels 
eindeutig entsprechen, so gehört auch zu jedem Strahle, ganz wie 
dies bei den Punkten der Geraden der Fall war, nur ein Werth 

von -*, zu jedem Werthe von — nur ein Strahl des Büschels. Die 
x^ x^ 

Formeln für diesen Zusammenhang sind der Formeln (3) wegen ganz 
analog den Formeln (1), indem sich nur die constanten Factoren än- 
dern, nämlich: 



QX,= 



QX 



2 



an 
sin(p 

sinil;' 



Und man kann demnach die Grössen x^^ x^ auch durch folgende zweite 
Definition interpretiren : 

Es sind x^, x^ zwei Zahlen, welche sich zu ein- 
. ander verhalten wie die Lothe von einem beweg- 
lichen Strahle eines Strahlbüschels auf seine festen 
Grundstrahlen, dieLänge jedesLothes multiplicirt 
mit einer beliebig aber fest gewählten Constanten. 

§ 18. Gleichungen 9 welche durch das Yerschwinden von Invarianten 

oder Covarianten ausgedrückt werden. 

Der Zusammenhang dieser Interpretationen mit der Theorie der 
Invarianten und Covarianten ergiebt sich nuiv äo^äööl ÖlXäöcl \<^^ge^^^ 
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Betrachtung, bei welcher es gleichgiltig ist, von welcher der beiden 
oben entwickelten Anschauungen man ausgeht. 

Untersuchen wir, welche analytischen Veränderungen der Aus- 

druck — erfährt, wenn wir den ihn repräsentirenden Punkt der Ge- 

raden AB ungeiindert lassen, die übrigen Momente aber, welche den 
Zusammenhang definiren, sich ändern lassen; wenn wir also sowohl 
andere Grundpunkte einführen, als auch die Constanten a, h durch 

andere Constanten a , V ersetzen. An Stelle von — tritt dann ein 



neuer Werth 



«« 






in welchem p^ €[ die Abstände des Punktes C von den neuen Grund- 
punkten sind. Nun unterscheiden sich offenbar diese von p, q nur um 
Constante; jede Constante aber kann mit 

JP + g ^l 
c 

multiplicirt, also als lineare Function von p und q dargestellt wer- 

den. Demnach erscheint u^ als Quotient zweier homogener 

linearer Functionen von p und g, also auch von Xy^ und a;,; 
denen p und q bis auf constante Factoren proportional sind. 

Nachdem dieser Charakter festgestellt ist, kann man nun die 
Formel für |^ direct in eleganter Weise darstellen. Denn es kann 

sowohl Zähler als Nenner nur für je einen Werth von — verschwin- 

den. Aber es muss der Zähler, d. h. |j, für den einen neuen Grund- 
punkt Ä y der Nenner, d. h. Ig, für den andern, JB', verschwinden. 



Sind also -~ und ~ die Werthe von — , welche diesen beiden Punkten 
entsprechen, so hat man 

Die Constanten a , V kann man in dieser Formel ganz unberück- 
sichtigt" lassen ; denn sie werden durch den Umstand ersetzt, dass die 
absoluten Werthe sowohl von x\y x^ als von a;/', x^* beliebig sind, 
und also Zähler und Nenner an und fOr sich schon mit beliebigen 
Constanten Factoren behaftet sind. 
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Die Gleichung (1) stellt nun offenbar eine beliebige lineare 
Substitution vor. Wir können sie in die beiden Gleichungen zer- 
legen : 

Die vier Substitutionscoefficienten sind ganz willkürlich ; die ein- 
zige Bedingung, dass die Determinante derselben nicht verschwiude, 
dass also njfii^' 



•^2 ^2 



fallt mit der evidenten geometrischen Bedingung zusammen, dass 
man jederzeit zwei wirklich verschiedene Punkte A, B' als neue 
Grundpunkte einführen muss. 

Man kann also den Satz aussprechen: 

Jede lineare Substitution ist identisch mit 

einer Veränderung der Grundpunkte und der mul- 

tiplici^enden Constanten in der geometrischen 

Interpretation, bei welcher das Verhältniss der 

Veränderlichen durch einen Punkt einer Geraden 

(bez. einen Strahl eines Büschels) dargestellt wird. 

Eine Invariante von Functionen /, 9), . . . gleich Null gesetzt , giebt 

eine Eigenschaft dieser Functionen an^ welche sich durch lineare 

Substitutionen nicht ändert, d. h. welche immer auch noch den trans- 

formirten zukommt. Denn ist J die Invariante, gebildet in Bezug auf 

die ursprünglichen^ J' in Bezug auf die transformirten Functionen, so 

hat man 

und also J' = 0, sobald «7=0 ist. 

Ebenso sagt eine gleich Null gesetzte Covariante C=0 eine Be- 
ziehung zwischen den Functionen /, g?, . . • und verschiedenen Systemen 
XxyX^\ ^1, t/jj) ^» s- w- von Veränderlichen aus, welche durch lineare 
Substitution nicht geändert wird. 

Da wir immer alle Bildungen als homogen für die Coefficienten 
jeder Function angenommen haben, so sind in den Gleichungen 
J = 0, C=0 die absoluten Werthe der Coefficienten der constituirenden 
Functionen gleichgiltig, und es kommt nur auf deren Verhältnisse 
an; diese aber sind durch die den Functionen zugeordneten Punkt- 
.^>ez. Strahlen-) Systeme völlig gegeben. Man hat also den Satz: 

Das Verschwinden einer Invariante sagt eine» 
Beziehung aus, welche zwischen den Punkt- (bez. 
Strahlen-) Systemen stattfindet, die den consti- 
tuirenden Functionen zugeordnet siiid. ^ m\3l^ ^ ^Obüä:^; 

Clebsch, Theorie der blufireo Algebr. Formen. \^ 
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von den übrigeus die Zuordnung definirendeu Mo- 
menten unabhängig sind; welche also nur noch 
von der gegenseitigen Lage der Punkte (bez. Strah- 
len) abhängen. 

Ebenso sagt das Verschwinden einer Coyariante 
eine derartige Beziehung aus, bei welcher aber 
ausser jenen Punkt- (bez. Strahlen-) Systemen noch 
irgend welche andere Punkte (bez. Strahlen) nach 
ihrer Lage in Betracht kommen. 
Aber es drückt sich nicht umgekehrt jede derartige Beziehung 
durch das Verschwinden einer Invariante oder Co Variante aus. Unter- 
suchen wir nun^ welchen besondem Charakter eine Beziehung haben 
musS; damit dies geschehe. 

§ 19. Invarianteii und CoTarlanieB von FuDclioneii , welche durch ihre 

linearen Factoren gegeben sind. 

Ersetzen wir jede in einer Covariante . oder Invariante TT vorkom- 
mende Form durch das Product ihrer linearen Factoren, also etwa/ durch 

( 1 ) f=z (x^ xj — x^ x^) {x^ xr — x^ x") ,,,(x^ x^^ — x^ Xj^^^) , 

X ' x" 
so sind *-;^, -^7 . . . die Punkte, bez. Strahlen, welche zusammen die 

Form / repräsentiren ; ähnlich bei den übrigen auftretenden Formen. 
Dass die Function TT von den Coefficienten einer Form, etwa j^ ratio- ^, 
nal abhänge, erfordert nur, dass diese Punkte, bez. Strahlen^ in der- r 
selben symmetrisch benutzt seien, d. h. dass die Function sich nicht 
ändere, wenn man irgend zwei der Punkte, bez. Strahlen, mit einander 
vertauscht, während zugleich für jedes einzelne der zugehörigen Werthe- 
paare die Function homogen sein muss. 

Da bei der linearen Transformation jeder der linearen Factoren 
einer Function f sich für sich linear transformirt, so hat jede Func- 
tion TT, welche in Bezug auf f die Invariauteneigenschaft hat, dieselbe 
auch in Bezug auf seine linearen Factoren. Man kann also den Satz 
aussprechen : 

Jede Invariante odiir Covariante eines simul- 
tanen Systems ist auch eine solche für die linearen 
Factoren der simultanen Formen. 

Denkt mau sich nun in irgend einer Function TT alle Formen fy 
9 ... durch die Producte ihrer linearen Factoren ersetzt, so erhält man 
einen Ausdruck, welcher nur noch eine Anzahl von Ifeihen x^, x^^ y^, 
y^ u. s. w. enthält, und in Bezug auf diese die Invarianteneigenschaft 
besitzt. Da andrerseits nach § 4. solche Reihen immer durch Coefficien- 
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ten linearer Formen ersetzbar sind, so sieht man, dass die resultirende 
Gestalt von TT «in Aggregat von Producten aus Determinanten vom 
Typus (xy) ist (§ 9.), und man hat also den Satz: 

Ersetzt man in einer Invariante oder Gova- 
riante TT die darin auftretenden Formen durch ihre 
linearen Factoren, oder führt man, was dasselbe ist, 
die diesen entBprechenden Funkte, bez. Strahlen 
ein, so geht TT in ein Aggregat von Producten aus 
Determinanten vom Typus (xy) über, wo x^, x^\ Jf^, y^ 
Punkte, bez. IStrahleo der geometrischen Darstel- 
lung bedeuten. 
Ich werde nun Ausdrücke, welche sich wie der Ausdruck 

aus vier Reihen zusammensetzen, als ein aus diesen Reihen gebildetes 
Doppelverhältniss bezeichnen. Die Theorie der verschiedenen aus 
denselben Reihen zu bildenden Doppelverhültnisse , sowie die geome- 
trische Bedeutung dieser Bildungen wird weiter unten entwickelt 
werden. Hier omg es genügen zu s^en, dass Zähler und Nenner 
eines solchen Doppelverhältnisses Producte je zweier Determinanten 
sind, welche zusammen alle vier Reihen enthalten, und dass, wenn X 



ein Doppel verhältnisB ist, auch -y ein solches ist, indem etwa in dem 
obigen Ausdruck nur die Vertauschung der Reiben t, y erforderlich 
ist, um i in -7- überzuführen, was den Charakter der Bildung an und 

für sich nicht ändert. 

ich werde nun zeigen, dass man den Quotienten von TT 
durch eines seiner Glieder als gauze rationale Function 
von Doppelverhältnissen darstellen'kann. 

Die Function TT besteht nämlich, wenn wir durch «,,, a,, . . . 
Null oder positive gauze Zahlen bezeichuen, und die Indices 1 , 3, ij . . . 
den Reihen x, y, z .. . entsprechen lassen, aus Termen der Form 

welche mit numerischen Coefficieuten multiplicirt sind. Und zwar 
muss, da TT in Bezug auf jede, der Reihen homogen ist, die Summe 
derjenigen a, welche einen Index ^^emtiii hubuii, tiü' alle Tct-nio von 
TT, denselben Werth besitzen. Dividiren wir also 11 durch eines seiiiut 
Glie^r, so besteht der Quotieut aus eiut-r (Jonstautea. i«id fti^.X tjl'- 
men der Form 
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wo die ß nun Null oder positive oder negative ganze Zahlen bedeuten, 
doch so, dass die Summe aller ß mit einem gemeinsamen Index immer 
verschwindet. 

Zeichnen wir nun unter den Reihen, welche in P auftreten etwa 
die drei ersten, x^ ijy Zy aus, und verbinden diese mit jeder der fol- 
genden Reihen (^, w, t; . . .) zu den Doppelverhältnissen 

{et) {xy) 



(eü) {xy) 



so köunen wir setzeu: 



(^„)=.„.(£^) 

{ey) 

? 

und erhalten, indem wir diese einführen: 

wo Q die x nicht mehr enthält. Da aber 
so kann man dafür setzen 

oder wenn wir noch das Doppelverhältniss 

jxz) {ty) 

^ i^y)m 

einführen : 

wo P' nun die x nicht mehr enthält, zugleich aber, wie P, A, ft ... p, 
für alle übrigen Reihen homogen von der nullten Ordnung ist. 

Man hat also P auf ein Product von Doppelverhältnissen und 
auf ein Product P' zurückgeführt, welche ganz die Eigenschaften von 
P besitzt, aber eine Reihe weniger enthält. Man kann nun mit P' 
verfahren wie oben mit P, und kann daher P immer auf Producte 
von Doppel Verhältnissen und auf Producte zurückführen, welche immer 
die Eigenschaften von P besitzen, aber weniger und weniger Reihen 
enthalten. Man kann dies so lange fortsetzen, als m einem übrig- 
bleibenden Factor P<*^J noch mehr als drei Reihen vorhanden sind; 
denn vier Reihen wurden oben zur Bildung der Doppelverhältnisse 



^^^täm 
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gefordert. Gelangt man aber endlich zu einem Producte P^^'\ welches 
nur noch drei Reihen enthält, so hat dasselbe die Form 

{lm)y (In)^ {mn)% 
und es ist 

also 

y^O, ä = 0, a = (), 

und dieses Product muss also der Einheit gleich werden.* 

Indem man die Umformung von P so weit verfolgt, erhält man 
also P als Product von Doppelverhältnissen. Diese kommen zwar 
theils zu positiven, theils zu negativen Potenzen erhoben vor; aber 
da, wie oben bemerkt, der reciproke Werth eines Doppel Verhältnisses 
abermals ein solches ist, so kann man sagen, es sei P ein Product 
positiver Potenzen von Doppelverhältnissen. 

Hiermit ist denn der obige Satz bewiesen. Man kann denselben 
in folgender Form ausdrücken: 

Eine Invariante oder Covariante von binären 
Formen ist der Zähler einer ganzen rationalen 
Function von DoppeLverhältnissen, welche aus den. ,, j^. 
v^, ,j Verschwindungselemeiiten der Formen und atisan-^"^' 
deren (veränderlichen) Elementen zusammenge- ]^*''" 
setzt sind. " 

Dieser Satz lässt sich umkehren. Man kann zeigen, dass der 
Zähler einer ganzen Function von Doppelverhältnissen, 
welcher die Verschwindungselemente verschiedener For- 
men, und zwar die einer jeden symmetrisch, enthält, eine 
simultane Invariante oder Covariante dieser Formen sei. 

Dass ein solcher Zähler die Invarianteneigenschaft besitzt, ist aus 
seiner Bildung unmittelbar klar; um diesen umgekehrten Satz zu 
beweisen, ist also nur nöthig zu zeigen, dass eine die Invarian- 
teneigenschaft besitzende Bildung, welche die Verschwin- 
dungselemente einer Form /"rational und symmetrisch ent- 
hält, sich als ganze homogene Function der Coefficienten. 
von /* ausdrücken lässt. Dieser Beweis soll im folgenden Para- 
graphen geliefert werden, indem eine Methode angegeben wird, die 
fragliche Bildung als solche ganze homogene Function der Coefficien- 
ten wirklich darzustellen. 



* Enthielt TT von vornherein nur zwei oder drei Reihen, so besteht es über- 
haupt nur aus einem Gliede, und die vorliegenden Betrachtungen weiden gegen- 
standslos, da zur Bildung eines Doppelverhältnisses überhaupt keine MjS^)kb)c5»k 
mehr vorliegt. * ^- 
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§ 20. Methode 9 inTarlante symmetrigche Functionen der linearen Factoren 
einer Form durch die Coefflclenten derselben auszudrücken« 

E» ist die Frage, wie eine durch einen solchen Zähler definirte 
Function TT, welche die einer Form f zugeordneten Elemente (Punkte 
oder Strahlen) symmetrisch enthält, durch die Coefficienten dieser Form 
ausgedrückt werden könne. Ich werde eine Methode angeben, vermöge 
deren man'allmälig statt der jenen Elementen entsprechenden Werthe- 
paare die symbolischen Coefficienten von /"einführen kann. Dadurch 
ist in der That der Forderung schon völlig Genüge geleistet, uin so 
mehr, als, wie man sehen wird, in allen allgemeinen Untersuchungen 
gerade die symbolische und nicht die wirkliche Form von Covarianten 
und Invarianten es ist, welche man gebraucht. 

Es war oben (§ 3.) gezeigt, dass, wenn a^, a^ . . . die Coefficien- 
ten von / und «q, «^ . . . die Coefficienten einer Function von ebenso 
hoher Ordnung sind, auch der Ausdruck: 

_ an, an^ 
"^ = %-^, + '^^ä^ + --- 

die Invarianteneigenschaft besitzt. Setzt man an Stelle der a die 
Coefficienten der n*®** Potenz eines linearen Ausdrucks, so wird die 
Bildung von TTj der erste Schritt zur Darstellung der symbolischen 
Form von TT, und die vollständige Darstellung derselben geschah in 
§ 12. mittelst mehrmaliger Wiederholung derselben Operation, zu- 
nächst in Bezug auf die Coefficienten von /) dann in analoger Weise 
in Bezug auf die Coefficienten der übrigen Formen, welche bei der 
Bildung von TT benutzt sind. 

Ich werde nun zeigen, wie die Bildung von TT^ vorzunehmen ist, 
wenn nicht die Coefficienten von /", sondern die den Verschwindungs- 
elementen von / zugeordneten Werthepaare in TT auftreten. Es wird 
sich herausstellen, dass, wennTT^ auf die anzugebende Weise gebildet 
wird, es eine ganz ähnliche Form wie TT hat, und also der Wieder- 
holung derselben Operation unterworfen werden kann. Nur wird der 
Endwerth von TTj die Verschwindungswerthe von f sämmtlich in einer 
um 1 niedrigeren Ordnung enthalten, und dafür ein neues Werthepaar, 
das der eingeführten Symbole von f. Daraus folgt, dass eine Wieder- 
holung der Operation in der That die Verschwindungswerthe allmälig 
entfernt, und dafür Symbole einführt, so dass man nach einer hin- 

■ 

reichenden Anzahl von Wiederholungen nur noch Symbole, aber nicht 
mehr Verschwindungswerthe in dem Endausdruck hat, wie es verlangt 
wurde. 

Bezeichnen wir durch ÖT\ das,' was aus einer Covariante oder In- 
variante 77 antsteht^ wenn man diese Function nach den Coefficienten 
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%, a^ , . . von f differenzirt, die Differentialquotienten mit deu ent- 
sprechenden M**° Dimensionen der Symbole 6j, b^ multiplicirt und 
dann die Summe nimmt; also den Ausdruck 

w *"=v|^+v-'^3^+ 

Es ist dann^ mit Anwendung derselben Bezeichnung , 

(2) df= bs" 

und diese Gleichung kann zur Definition des Ditt'erentialprocesscM d 
dienen. Nelimen wir nun an, es sei f als Product linearer Factoren 

(3) /"=J)x. ^j» •*'*•• • 

gegeben. Man kann dann die Gleichung (2) dadurch erfüllen, dass 
man die Operation d auf die linearen Functionen p,, r/.^ u. s. w, der 
Reihe nach anwendet, und die linearen Functionen 

so bestimmt, dass die Gleichung (2) eine identische wird. Em muHS 

dann also sein: 

/>x" - ^ Spjc . gr r.r . . . 

(4) +iqx'Pxrx . . . 



Setzt man in dieser Identität etwa 

•^1 "^P^f ^« = ~" 2h 9 
so erhalt man, indem alle anderen Glieder fortfallen: 

(bpY = (qp) (rp) . . . (p, 8p^ -p^ dp^) , 

eine Gleichung, welche durch die Annahme erfüllt wird: 



(5) 



' (^jp) irv) • ' • 



Aehnliche Ausdrücke erlialt man fftr ^q^, ^9« . . .; und es ist leicht 
zu zeigen, dass durch Einführung dieser Ausdrücke die Gleichung 
(4) in der Tbat identisch erfüllt wird. Denn sie verwandelt »ich in 
folgende : 

,^ , ^ ^ bp)'-^brqrrr... (hq)—^h,p,rx , 

Dividiren wir diese Gleichung durch K, $0 iäk Mb DfftNiS Wi- 
der Seiten eine Form (n-1)** Ordmuig, mMm^^C 
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verschwinden, nur n — 1 Verschwindungswerthe zulassen kann; aber 
man sieht leicht, dass sie deren n zulässt, nämlich ^ gleich einer 

der n Grössen ~ , — . . . . Die obige Gleichung muss also eine Iden- 

tität sein. 

Die Form (3), in welcher die Function f hier gegeben erscheint, 
weicht nur leicht von derjenigen ab, welche im vorigen Paragraphen 
angenommen wurde. Nämlich es sind hier nur statt der Ver- 
schwindungswerthe die Coefficienten der für dieselben verschwinden- 
den linearen Ausdrücke eingeführt; was nur deswegen hier zweck- 
mässiger ist, weil alsdann die Analogie der einzuführenden symbolischen 
Coefficienten mit denen der gegebenen linearen Functionen jp,, Qx >•* 
deutlicher hervortritt. 

Denken wir uns also auch in einer Form TT, welche statt der Coef- 
ficienten von /' die Verschwindungswerthe von f enthält, statt deren 
diese Coefficienten p, q ... gesetzt, also|)j statt x\f — p^ statt a?\ u. s. w. 
Aus der so gegebenen Form entsteht die Function dTT, wenn man 
nicht, wie in (1), nach den Coefficienten von /* diflferenzirt und mit 
denen von tf/* multiplicirt, sondern wenn man jetzt nach denp, q.,. 
differenzirt und mit den Grossen 8p y 8q.,, multiplicirt. Es ist 
also jetzt 

ATT {^pYrl__ /^TT, . an, \ 



(6g)-> /an an \ 

"^(pg)(rg)..Aag/^"^ag,^V 



Die Function TT enthält nun der Voraussetzung nach jedes der 
Coefficientenpaare p^, p^\ J,, q^ > > . homogen und in gleich hoher Ord- 
nung, etwa der w**°; femer so, dass durch Vertauschung zweier dieser 
Werthepaare sich nichts ändert. In dTT kommen die |>, g, r auch in 
Nennern vor, und zwar so, dass das Determinantenproduct D der 
p, -q . . . den gemeinschaftlichen Nenner bildet. Der Zähler 






+ ... 



hat aber die Eigenschaft zn verschwinden, wenn ein Paar von Werthe- 
paaren, etwa j>, q, znsammenfallt, und also etwa 

qi = QPi, qs = 9Pi- 
Denn es verschwinden hierdurch zunächst alle Glieder des Aus- 
drucks bis auf die beiden ersten. Die Glieder 
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(hp)'-^ /an, ^n \ (&g)"-' /?n , an \ 

(<7|.) (ri,) . . A^i). ^ "*■ ^P, "y "^ (iJ -Z) {rq) . . . U «^ ' "*" a «, "* j 

aber haben von vornherein die Eigenschaft, mit entgegengesetztem 
Zeichen in einander überzugehen, wenn man jp und q vertauscht, so 
dass ihre Summe durch (pg) theilbar sein muss; daher verschwindet 
auch die Summe dieser Glieder, wenn man mit D multiplicirt, und 
dann die p den q proportional setzt. 

Der neue Ausdruck von 8T\ enthält also in seinem Zähler alle 
Factoren von D, und der Nenner hebt sich somit vollständig auf, 
80 dass dTT als eine ganze Function der j>, q . , , zurückbleibt. Diese 
Function hat nun alle Eigenschaften von TT. Sie besitzt die Inva- 
rianteneigenschaft wegen ihrer Zusammensetzung aus Termen von der 

Form -6i+ 7 — h^ und aus Determinanten {Jbp) oder (^jp). Sie ent- 

cp^ CP2 

hält jede der Reihen p, q symmetrisch und homogen, aber nur noch 
zur (n—iy^^^ Ordnung. Endlich enthält sie noch eine Reihe symbo- 
lischer Coefficienteu a^, Og, was an der Natur der Bildung durchaus 
nichts ändert. 

Man gelangt also auf dem angegebenen Wege in der That von 
einer Function TT zu einer Function TT^ = dTT, welche eine Dimension 
weniger in jeder der Reihen j9, q,.. enthält, und in welcher eine 
Reihe von Symbolen von f eingeführt ist. Die Fortsetzung der Opera- 
tion liefert also die symbolische Form von TT, wie es verlangt wurde. 

Die Ausführung dieser Darstellung ist bei gegebenen Formen im 
Allgemeinen sehr weitläufig. Indessen lehrt das Vorhergehende 
theoretisch diesen Zusamnienhang vollständig erkennen, und zwar 
ohne dass es nöthig wäre, auf die Theorie der Gleichungen und der 
symmetrischen Functionen ihrer Wurzeln einzugehen, eine Theorie, 
welche auf ebenso verwickelte Rechnungen führt, und ihrem ganzen 
Charakter nach den hier angewandten Betrachtungen und Vorstellungs- 
weisen fremd ist.* 



* Heispiel der Invariant« einer quadratischen Form: Betrachten wir die 
Function 'n — {pq)*, welche alle geforderten Eigenschaften besitzt. Die erste 
Transformation ist: 

= -4 (6p) (67). 

Sodann zweitens, indem man neue Symbole C|, c^ benutzt, und die Formel 
§ 15. (IV) anwendet: 

,(,n)=-4JM(££)+M(^j(,,) 

' igp) (P9) ' 

= -4(6r)«, 
was die Bymbolische Form ist. 
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x-? 



§ 21» Die Dop^elTerh&liiiisse Yon vier Elementen» 

X 

Die Grössen — wurden oben nicht rein geometrisch definirt, son- * 

x^ 

dern als Abstandsyerhältniss des beweglichen Elements von den beiden 

fest angenommenen, multiplicirt mit einer Constanten. Diese Constante 

hebt sich auf, und es entsteht also eine rein geometrisch definirte 

Grösse, wenn wir zwei solcher Verhältnisse durch einander dividiren. 

Verlegen wir die Gruudelemente, so dass die neuen Grund demente 

z t 
durch die Werthepaare — , -r^ in Bezug auf die ursprünglichen Grund- 

demente definirt sind, so ist eine solche rein geometrisch definirta 
Grösse nach § 18. der Quotient zweier Verhältnisse 

d. h. das Doppel verhältniss 

(pcz) 

{xt)^ {x0)iyf) 
iyz) ixt) iyz) ' 

iyt) 

Diese in § 19. bereits eingeführte Combination hat also eine rein 
geometrische Bedeutung; sie ist der Quotient der Abstandsver- 
hältnisse zweier Elemente ic, y gegen zwei andere Ele- 
mente Zj t, • 

Diese Grösse hat die Eigenschaft, sich durch lineare Substitution 
nicht mehr zu ändern; sie ist, wie man sich ausdrückt, eine ^i^ÄQ^. 
lute Invariante, insofern auch keine Potenz der Substitutionsdetermi- 
iiante bei linearer Substitution vor dieselbe tritt. 

Aus vier Elementen lässt sich noch auf mannigfache Weise ein 
Do})pelverhältniss bilden. Zunächst muss man sie in zwei Paare thei- 
len, wie oben x, y, Zj t in die Paare xy ^ zt. Dies kann auf drei ver- 
schiedene Arten geschehen, und indem man das eine oder das andere 
dieser Paare vorübergehend als das feste betrachtet, in Bezug auf 
welches die Abstandsverhältnisse gebildet werden, erhält man zwei 
verschiedene Möglichkeiten. Endlich kann man bei der Benutzung 
jedes Paares noch mit dem einen oder dem andern dieser Elemente 
beginnen, was abermals zweimal zwei Möglichkeiten liefert. Die Ge- 
sanimtzahl aller verschiedenen Arten, das Doppdverhältniss aus vier 
Elementen zu bilden, ist also gleich 3.2.2.2 = 24, d. h. gleich der 
Anzahl von Permutationen, welche aus den vier Elementen sich her- 
stellen lassen. 



algebraiecher Formen. — §§21. 59 

Aber die Werthe der 24 so erhaltenen Doppelverhältnisse sind 
nicht sämmtlich verschieden. In der That ändert sich der Ausdnick 

{xt) iyz) 

oflFenbar nicht bei folgenden Vertauschungen der Elemente: 

1. Wenn man x mit is und zugleich y mit t vertauscht.»^ 

2. Wenn man x mit y und zugleich z mit t vertauscht. 4. 

3. Wenn man x mit t und zugleich y mit z vertäuscht. *• 

Man sieht hieraus, dass man eines der vier Elemente, etwa Xj 
ganz an seiner Stelle lassen kann; denn jeder Vertauschung von x 
mit einem andern Buchstaben kann man eine Vertauschung der übri- 
gen Buchstaben unter sich zuordnen, in Folge deren der ursprüng- 
liche Werth des Doppelverhältnisses wiederkehrt. 

Die von einander verschiedenen Werthe des Doppelverhältnisses 
erhält man also, indem man in k die Buchstaben y,z,t permutirt; 
deren giebt es also höchstens sechs, und wirklich zeigt sich es, dass 
alle diese sechs Werthe von einander im Allgemeinen verschieden sind. 

Vertauscht man t mit z, so geht k in 

(xt)(yz) _l 
{xz) (yt) k 

über. Vertauscht man dagegen y mit z, und beachtet die Identität, 
(IV) § 15., statt deren man schreiben kann: 

{xy) {zt) + ixt) iyz) = {xz) {yt) , 

so zeigt sich, dass k in 

{xy) {zf) ^ {xt) iyz) - {xz) iyt) _^^ ^ 
{xt) iyz) {xt) (yz) 

übergeht. Jedem Werthe k des Doppelverhältnisses entsprechen also 

zwei andere Werthe -j und 1 — A, daher auch, indem man eine dieser 

Grössen an Stelle von k setzt: 



endlich indem man wieder eine dieser Grössen an Stelle von k setzt, 

k 
der Werth t-— ?• Die sechs zusammengehörigen Werthe eines 

Doppel Verhältnisses sind also, wenn einer derselben k genannt wird: 

. 1 . . 1 k-\ k 



1-;L> \ ' x_v 
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Diese Werthe sind im Allgemeinen sämmtlich von einander ver- 
schieden. Nur in folgenden Fällen können zwei einander gleich wer- 
den, und demnach besonders ausgezeichnete Werthe erhalten: 

1. A = -y, A = l. In diesem Falle müssen zwei Elemente den 

anderen beiden gegenüber das nämliche Abstandsverhältniss haben, 
also zusammenfallen. Die übrigen. Werthe des Doppelverhältnisses 
sind und oo. 

2. A = -r-, A = — 1. In diesem Falle müssen zwei Elemente den 

anderen beiden gegenüber gleiche aber entgegengesetzte Abstandsver- 
hältnisse haben. Man nennt die vier Elemente dann harmonisch; 
bei ihnen ist eine Zerlegung in zwei Ptiare (zugeordnete Elemente) 
ausgezeichnet, welche eben das Doppelverhältniss — I liefert. Die 
anderen Werthe des Doppelverhültnisses sind 2 und ^. 

Die Vergleichuug von A mit *1 — k und mit -r — z- giebt nichts 
Neues. Dagegen hat man als dritten ausgezeichneten Fall: 

3. ;i = :p^Y oder X = i=i , A^ -~ A + 1 = 0. In diesem Falle 

ist A eine imaginäre dritte Wurzel aus — 1 , und die drei anderen 
Werthe des Doppelverhältnisses sind gleich der conjugirten imaginären 
dritten Wurzel aus — 1. Dieser Fall ist von den vorigen charakte- 
ristisch unterschieden, indem dort dreimal zwei, hier zweimal drei 
Doppelverhältnisse gleich werden. Man nennt in diesem Fall die vier 
Elemente äquianharmonisch. 

In allen anderen Fällen sind sämmtliche sechs Werthe des Doppel- 
verhältnisses von einander verschieden. 



§ 22. Projeetivische eebilde. 

Wir können nun mit Hilfe des Begriffs eines Doppelverhältnisses 
der linearen Substitution eine von der vorigen abweichende geo- 
metrische Deutung geben, welche einerseits mit den Grundlagen der 
synthetischen und analytischen Geometrie zusammenhängt, andererseits 
von der in § 19. gegebenen Definition einer Invariante oder Cova- 
riante ausgeht, dass sie, gleich Null gesetzt, eine Relation zwischen 
Doppelverhältnissen bedeutet. 

Wenn man durch die Punkte einer Geraden die Strahlen eines 
Strahlbüschels legt, und jeden Strahl dem auf ihm liegenden Punkte 
der Geraden zuordnet, so nennt man Büschel und Punktreihe 
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perspectivisch gelegen, und abgesehen von dieser Lage^ nur 
rüeksichtlich der Zuordnung und der Fähigkeit, bei solcher Zuordnung 
in perspeetivische Lage gebracht werden zu können, projectivisch. 

Nach § 17. sind die Abstandsverhältnisse entsprechender Elemente 
dabei nur um einen constanten Factor verschieden. Bei Doppelver- 
hältnissen fällt dieser auch noch fort, und man hat also den Satz: 

Doppelverhältnisse entsprechender Elemente 
in einem Büschel und einer Punktreihe, welche pro- 
jectivisch sind, haben denselben Werth. 

Man nennt nun auch zwei Punktreihen projectivisch und 
perspectivisch gelegen, welche dadurch entstehen, dass zwei ver- 
schiedene Gerade mit demselben Strahlbiischel geschnitten, und 
die auf demselben Strahle liegenden Punkte einander zugeordnet 
werden. Da nun das Doppelverhältniss von vier Punkten der einen 
Reihe, sowie das der entsprechenden der andern dem Doppelverhält- 
nisse der durch sie. gehenden Geraden des Büschels gleich sind, so hat 
man den Satz: 

Doppelverhältnisse entsprechender Punkte zweier 
projectivischen Punktreihen sind einander gleich. 

Ebenso nennt man zwei Büschel projectivisch und per- 
spectivisch gelegen, wenn ihre zugeordneten Strahlen sich auf 
einer Geraden, also in den einzelnen Punkten einer Punktreihe schnei- 
den. Auch hier ist demnach das Doppelverhältniss von vier Strahlen 
des einen Büschels und das .der entsprechenden vier Strahlen des an- 
dern Büschels gleich dem Doppel Verhältnisse deK zugehörigen vier 
Punkte der Punktreihe. Und demnach hat man endlich auch den Satz: 

Doppelverhältnisse entsprechender Strahlen 
zweier projectivischen Büschel sind einander gleich. 

Man kann aber umgekehrt die gegenseitige Beziehung zweier Ge- 
bilde, seien es Punktreihen, oder Strahlbüschel, oder eines und das 
andere, dadurch definiren, dass man als projectivisch zwei 
Gebilde bezeichnet, deren Elemente einander eindeutig 
so zugeordnet sind, dass die Doppelverhältnisse ent- 
sprechender Quadrupel einander gleich sind. Es ist zu zei- 
gen, dass diese Definition überhaupt möglich ist, also auf keine 
Widersprüche führt, und zweitens, dass sie mit der vorigen überein- 
stimmt, und dass also zwei so definirte projectivische Ge- 
bilde stets in perspeetivische Lage gebracht werden kön- 
nen. Hierzu führen die folgenden beiden Hilfssätze: 

1. Sind X, ify 0, t, u fünf Elemente eines Gebildes, so 
ist ein Doppelverhältniss zwischen a?, y, t, u gleich dem 
Producte zweier Doppelverhältnisse, deren eines aus x, y, 
gy ty eines aus x^ y, 0, u gebildet ist. 
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Es ist uämlich offenbar: 

ixt) (xf) {xz) 

(xn) {xz) ' (XV) ' 

2. Sind drei Elemente eines Gebildes und die Art, wie 
sie bei der Bildung eines Doppelverhaltnisses benatzt 
werden sollen, gegeben, so entspricht jedem Werth des 
Doppelverhältnisses nur noch ein Element des Gebildes. 

In der That ist die Gleichung 

(£0 

wenn darin X und die Elemente x, y, z gegeben sind, eine lineare 

Gleichung zur Bestimmung von ^ , sie giebt also nur einen WerÜi 

dieses Verhältnisses, und demnach nur ein Element des Gebildes. 

Wenden wir diese Sätze jetzt an. In zwei Gebilden, welche 
einander eindeutig zugeordnet werden sollen, mögen 

X, y, z 

beliebig gewählte entsprechende Elemente bedeuten; wobei noch die 
Art und Weise der Interpretation der Werthepaare in beiden Gebil 
den beliebig angenommen werden kann. Zwei andere Elemente t 
X sind dann durch die Gleichheit der Doppelverhältnisse 

einander eindeutig zugeordnet, indem nach Satz 2. jedem Werthe 
paare — nur ein Werthepaar -^ entspricht und umgekehrt. 

Aber ordnen wir vermöge der Gleichung (1) jedem Element 
des einen Gebildes ein Element r des andern durch die Bedingunj 
zu, dass das Doppelverhält niss des einen mit x, y, z dem des anderi 
mit £, i;, S gleich sein solle, so ist auch das Doppel verhältniss voi 
irgend vier Elementen des einen Gebildes dem der entsprechende] 
vier Elemente des andern Gebildes gleich. Denn nach Satz l. besieh 
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die Gleichheit der Doppelverhältnisse noch, wenn man eines der ur- 
sprünglichen Elementenpaare Xy i,\ y, Yi'^ Zy % durch irgend ein neues, 
der Gleichung (1) genügendes Elementenpaar ersetzt; demnach auch 
weiter, wenn man ein zweites Paar ersetzt u. s. w. ; sie besteht also 
auch für irgend vier Paare entsprechender Elemente. 

Hierdurch ist nachgewiesen, dass ein Widerspruch nicht eintritt, 
wenn man die Forderung stellt, dass die Elemente eines Gebildes 
denen des andern eindeutig so entsprechen sollen, dass die Doppel- 
verhältnisse entsprechender Elemente einander gleich sind. 

Zweitens war zu zeigen, dass diese Definition mit der frühem 
Definition projectivischer Gebilde übereinstimme, dass man also so 
auf einander bezogene Gebilde stets in perspectivische Lage bringen 
könne. 

um dies nachzuweisen, nehmen wir an, es sei möglich, drei Ele- 
mentenpaare Xy i,] y, ri'^ iSy i der Gebilde in perspectivische Lage zu 
bringen. Alsdann kann man leicht zeigen, dass auch alle anderen 
Paare entsprechender Elemente sich in perspectivischer Lage befinden. 
Denn betrachten wir ein viertes Element r des einen Gebildes; die- 
sem entspricht in dem andern ein Element ^, welches der Voraus- 
setzung nach der Gleichung (1) genügt. Zugleich aber gicbt es ein 
bestimmtes, x^y^z enthaltendes Gebilde, welches mit dem g, ri, 5, t 
enthaltenden perspectivisch liegt, und in welchem die Paare a:, g; y, »y; 
z, i der vorausgesetzten Construction nach einander entsprechen. In 
diesem neuen Gebilde mag dem Element r ein Element t' entsprechen; 
dann hat man nach dem Frühern auch die Gleichheit der Doppel- 
verhältnisse 

(y^) {vi) 

t' t 

und daher, wenn man (1) vergleicEl, nach Satz 2. -7^ = -^, so dass das 

neue Gebilde mit dem einen der gegebenen zusammenfallt. Mau hat 
also den Satz: 

Zwei projectivische Gebilde haben perspec- 
tivische Lage, sobald drei entsprechende Elemen- 
tenpaare sich in perspectivischer Lage befinden. 
Es bleibt also nur noch übrig zu zeigen, wie man jedesmal drei 
Elementenpaare in perspectivische Lage bringen kann. Hierbei sind 
drei Fälle zu unterscheiden. 

L Sind beide Gebilde Punktreihen, so lege man die Geraden 10 
auf einander, dass zwei entsprechende Punkte^ oMüt 
ander fallen. Dann trefien sich die YerbindimgiliiikiK 
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Punkte 0, von welchem drei entsprechende Punkte enthaltende Strah- 
len 0x1^, oytjj oel ausgehen. Diese drei Paare liegen also in der 
That perspectivisch. 

« 

2. Sind beide Gebilde Strahl büschel, so lege man dieselben so, 
dass zwei entsprechende Geraden, etwa x, 5? zusammenfallen. Dann 
schneiden sich yy 7} einerseits und g, g andererseits in zwei Punkten, 
deren Verbindungslinie eine Gerade o sei. Auf dieser Geraden treffen 
sich die Elementenpaare x, 1^] y, ri] z, J;, und diese drei Paare haben 
also perspectivische Lage. 

3. Ist eine Punktreihe auf einen StrahlbQschel perspectivisch be- 
zogen, so muss in der perspectivischen Lage jeder Strahl durch den 
entsprechenden Punkt gehen. Sind nun x, y^ z drei Punkte, g, i^, g 
die entsprechenden Strahlen, so beschreibt man etwa über der Strecke 
a:, y als Sehne einen Bogen, welcher den Winkel von g gegen ly als 
Peripheriewinkel enthält, und ebenso über y, je? als Sehne einen Bo- 
gen, welcher den Winkel von i^ gegen g als Peripheriewinkel enthält. 
Der Schnittpunkt beider Bogen, ö, mit Xy y, z verbunden, liefert 
dann Strahlen, welche dieselben Winkel wie 6, iy, g gegen einander 
bilden, und also nur eine congruente Verschiebung dieser Strahlen 
sind. In dieser Lage sind ^, i], ^ zu x, y, z perspectivisch. 



§ 23. Zusammenhang der Projectivität mit den linearen 

Substitutionen. 

Diese geometrischen Beziehungen, welche zunächst nur für reelle 
Elemente stattfinden , kann man fortbestehen lassen für beliebige ima- 
ginäre Elemente, indem man die algebraische Beziehung dabei auf- 
recht erhält. 

Die algebraische Relation zwischen den entsprechenden Elementen- 
paaren projectivischer Gebilde ist durch die Gleichung (1) des vorigen 
Paragraphen ausgedrückt, in welcher ^^, t^ einerseits, r^, r^ andererseits 
die Veränderlichen darstellen. Diese Beziehung ist linear für beide 
Arten von Veränderlichen. Ich werde zeigen, dass sie die allgemeinste 
lineare Beziehung ist, und demnach die allgemeine lineare Substitu- 
tion vertritt. Zu diesem Zwecke brauchen wir nur die Formel (1) 
in geeigneter Weise zu specialisiren ; stellt sie dann schon die all- 
gemeinste lineare Substitution dar, so ist dieses mit der Formel (1) 
gelbst um so mehr der Fall. 

Nehmen wir an, es entsprechen den Werthen von r^ folgende 

Werthe der r: 
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^==^ ^^yi ti^h 

Dies heisst nichts anderes, als dass 5i = 0, 1^2 = 0, gjzzrgg. Da- 
durch aber verwandelt die Formel (1) sich in folgende: 

Tg (xzY iyt) 

Diese Formel stellt die allgemeinste lineare Transformation dar, da 
die Xj y beliebige Grössen sind (deren Determinante nur nicht verschwin- 

den darf), während -^-~ wegen der darin enthaltenen Grössen z ehen- 

falls noch einen beliebigen Coefficienten bedeutet. 

Man kann daher jetzt die lineare Substitution als diei 
algebraische Beziehung projectivischer Gebilde auffassen; 
und die Bedingung der Projectivität ist in der That, wie man aus 
dem Obigen sieht, mit dem linearen Zusammenhange entsprechender 
Elemente völlig identisch. 

Endlich drückt also eine Invariante oder Covariante, gleich Null 
gesetzt, stets eine projectivische Eigenschaft der dabei auftretenden 
Elemente, d. h. eine solche aus, welche, wenn man ein mit dem 
ursprünglich benutzten Gebilde projectivisches construirt, den ent- 
sprechenden Elementen des neuen Gebildes, die algebraisch mit den 
ersten linear zusammenhängen, erhalten bleibt. Andererseits muss 
jede solche projectivische Eigenschaft sich durch eine gleich Null ge- 
setzte Invariante oder Covariante ausdrücken, da sie für lineare Sub- 
stitutionen ungeändert bleibt. Und so kann man endlich den Satz 
aussprechen ; 

Invarianten und Covarianten, gleich Null ge- 
setzt, liefern ausschliesslich und. vollständig alle 
diejenigen Gleichungen, welche pXojectivische Be- 
ziehungen zwischen Elementen von Punktreihen, 
bez. Strahlbüscheln darstellen. 



§ 24. Tcreinigt gelegene projectiTische Punktreihen und 

Strahlbüschel. 

Wenn in § 18. die allgemeinen Formeln der linearen Substitution 
aufgefasst werden konnten als Darstellung desselben Punktes bez. 
Strahles mit Hilfe verschiedener Grundelemente, so lässt uns das Vor- 
hergehende eine gewissermassen entgegengesetzte LaAAX^T^^A&orci \<£^^^ 

Clebsch, Theorie der binüren algobr. Formeu, ^) 



QQ Zweiter Abschnitt. Die geometrische Interpretation 

Formeln aufstellen, in welcher, bezogen auf dreselben Grund elemente, 

j und -^ zwei verschiedene, einander entsprechende Elemente des 

betrachteten Gebildes bedeuten. Zu dieser Vorstellung gelangen wir, 
wenn wir zwei gleichartige Gebilde, also zwei Punktreihen oder 
zwei Strahlbüschel, welche projectivisch auf einander bezogen sind 
und welche wir früher immer als getrennte Gebilde auffassten, jetzt 
ge Wissermassen vereinigen, d. h. die beiden Punktreihen uns auf der- 
selben Linie, bez. die beiden Strahlbüschel mit gemeinsamem Scheitel 
vorstellen. In einem solchen Gebilde hat dann jedes Element eine dop- 
pelte Bedeutung, indem es als dem einen oder als dem andern der ver- 
einigt liegenden Gebilde zugehörig aufgefasst werden kann. Bezeichnen 
wir ein Element, sofern es dem einen Gebilde zugezählt wird, durch 
x^^ x,^j sofern es dem andern angehört, durch gj. Ig. Ein Element 
Ijlg ^^^ einem anderen Element x^x^ zugeordnet vermöge einer 
linearen Substitution, d. h. vermöge einer Formel, welche linear füri 
die I und linear für die x ist, vermöge einer Formel also, welche ' 
durch die Gleichung , 

(1) f= a^i x^ l^ + a^^x^ I2 + a^i x^ g^ + a^^x^ 1^ = 

dargestellt wird. Als Substitution muss diese Gleichung noch der 
Bedingung genügen, dass, wenn man etwa die 5 linearen Functionen 
der X dieser Gleichung gemäss gleich oder proportional setzt, die De- 
terminante 

der linearen Functionen nich t verschwindet. Dies hätte auch aus 
folgender Erwägung keinen Sinn. Es würde nämlich, wenn r = 
wäre, möglich sein, solche Zahlen a^a^ß^ß^ zu bestimmen, dass 

«ll = «l/'l ö|2 = Ö^lft 

«2i = «2/'i «22 = «2/^2 

wäre, Gleichungen, von denen wegen r = Ü die letzte eine Folge 
der drei ersten ist, während die ersten an und für sich noch keine 
Bedingung zwischen den a nach sich ziehen, sondern durch pas- 
sende Wahl der a, ß immer erfüllt werden können. Die Gleichung 
f—0 aber würde dann in 

(a^x, + «,^2) (/?! gl + /J.g^) = 

übergehen, d. h. sie würde keinen Zusammenhang zwischen den x 
und den g mehr aussagen. 

Iii der Gleichung 1) hat man einen jener Fälle vor sich, deren 
in § 14. Erwähnung geschah, wo nämlich schon die ursprüngliche 
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Form mehrere Reihen von Veränderlichen, jede in homogener Weise, 
enthält. 

Die zunächst liegende Aufgabe besteht für die gegenwärtige Un- 
tersuchung darin, diejenigen Elementenpaare 5, x aufzusuchen, welche 
sich zu einem Elemente vereinigen, und in welchen also ein Element, 
als einem der vereinigten Gebilde angehörig, sich selbst, als dem 
andern angehörig, entspricht. Man nennt diese Elemente Doppel- 
punkte, bez. Doppelstrahlen der vereinigt gelegenen projectivi- 
sehen Reihen, bez. Büschel. 

Man findet diese Doppelelemente, indem man diejenigen^ Werthe 

— sucht, welche den entsprechenden ^ gleich sind, also indem man 

in f= gj und 1^ mit x^ und x^ proportional setzt. Es entsteht dann 
eine quadratische Gleichung 

(2) 9^ = öl i ^1^ + («12 + «2i) ^1 ^2 + «22 V = ^ ; 

es giebt also im Allgemeinen bei zwei vereinigten Gebilden zwei 
Doppelelemente, welche gefunden werden, indem man die qua- 
dratische Gleichung g? = auflöst. 

Die Function q> ist eine Bildung, wie sie in den Betrachtungen 
des § 7. durch D{f) bezeichnet wurde: 

Mit Hilfe derselben nimmt nach § 7. (6) f die Gestalt an: 

WO 

(4) i = ?iiz:?ii 

eine Invariante von f sein muss, da alle anderen Theile der Gleichung 
(3j die Invarianteneigenschaft besitzen (vergl. § 14. am Endo). 

Nach § 4. sind die Covariauten und Invarianten von f mit denen 
der quadratischen Function (p identisch, nur dass die Invariante Tc noch 
dazutritt. Die weiterhin auseinanderzusetzende Theorie der quadra- 
tischen Formen wird lehren, dass sie nur eine Invariante besitzen, 
welche schon in § 2. in den Beispielen entwickelt ist und welche 
hier den Ausdruck hat: 



(5; l=a,,a,,-{^.^^)-. 



Denken wir uns nun q) in seine beiden linearen Factoren zerlegt. 
Es sind dabei drei Fälle zu unterscheiden. 
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1. Die beideu linearen Factoren von g) sind verschieden; es giebt 
"also wirklich zwei Doppel demente der vereinigtenGebilde , mögen sie 
nun reell oder imaginär sein. Setzt man in diesem Falle 

so findet man durch Vergleichung der Coefficienten : 

^' i _ y Pi (?2 + ?ift = »12 + Ö21- 

Hierzu tritt noch die Gleichung , welche man aus diesen bildet : 
und man kann also die vier Gleichungen ansetzen: 



Pi ^2 = ^2^' + y-l ; jPs, qi = a^. 



2 



aus denen man, wenn etwa einer der Coefficienten p, q beliebig an- 
genommen wird, die übrigen sofort berechnet. 
Da g)=p^qj^y so hat man 



femer 



5i ^ + 5. j;^ =Px q^ +Pi qx] 

ex* CX.y -i * X 7 



P' <i^ -i>€ <ix = (pq) (^5) = 2 (xi) j/- 1 , 

und es nimmt daher f die Form an: 

i k 

Führt man also die Doppelelemente i? = 0, ^ = als neue Grund- 
{ demente ein mit Hilfe der linearen Substitution: 

so dass dann zugleich auch 

Si=p^ 

80 hat man die traneformirte Form von /: 



w 



^-i|('+/^)^.=.+(i-/^)^^.i- 
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Auf diese Form kann man alsO; indem' man die Doppel- 
elemente als Grundelemente einführt, die Function f 
immer bringen, sobald die beiden linearen Factoren von 
(p verschieden sind. 

Die Form (6) gestattet es nun in sehr einfacher Weise zu jedem 
gegebenen Elemente, als dem einen Gebilde angehörig, das ent- 
sprechende des andern zu finden. Betrachtet man ein Element, ftir 
welches 

(7) ^=A, 

so hat man aus f=^0 für das entsprechende Element den Ausdruck 

(9\ '^i — j k + y — l 

»^2 k — y— l 

Bemerken wir nun, dass nach § 21. der Ausdruck 

tS'2 



das Doppelverhältniss zwischen den beiden Doppelelementen einerseits 
und zwei entsprechenden Elementen andererseits ist, so können wir 
den Satz aussprechen: 

Das Doppelverhältniss zwischen den Doppel- 
elementen und zwei entsprechenden Elementen der 
beiden Gebilde ist eine Gonstante, und zwar drückt 
sich dieselbe durch die ' Invarianten k, l in der 
Form aus 

Man kann nun aus zwei vereinigten projectivischen Gebilden eine 
im Allgemeinen unendlich grosse Reihe weiterer mit ihnen vereinigter 
und projectivischer Gebilde durch die folgende Bemerkung ableiten. 

Zu einem Elemente 
der einen Reihe gehört ein Element 
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der andern. Aber dieses letztere ist wieder ein Element des ersten 
Gebildes, und wird als solches durch die Formel 

darzustellen sein. Demselben gehört ein Element des zweiten zu, 
welches durch die Formel gegeben ist: 

und man kann dieses Element auch wieder als dem Elemente 

zugeordnet auffassen. Bezeichnet man die ursprüngliche Art der 
Zuordnung als erste, die neue als zweite Zuordnung, so erhält man 
durch Fortsetzung des Processes eine 3*^ , 4*® . . . m*® Zuordnung; und 
das erste Gebilde ist mit dem entsprechenden Gebilde der w**" Zu- 
ordnung durch die Gleichungen verbunden: 

'" 4=,.(*±££')-. 

Auch die hierdurch gegebenen Gebilde sind projectivisch ; sie 
besitzen dieselben Doppelelemente wie die ursprünglichen, und sind 
dadurch charakterisirt, dass das Doppel verhllltniss zwischen den Doppel- 
elementen und irgend zwei entsprechenden durch die Grosse 

gegeben ist. 

Man kann aber auch rückwärts die Frage stellen, welches Element 
des ersten Gebildes auf ein Element des zweiten führt, welches mit 
einem gegebenen Element des ersten Gebildes 

• 

zusammenfällt. Bezeichnet man dieses Element als dem zweiten Ge- 
bilde angehörig durch 

SO ist es aus dem Gebilde der ersten Reihe 



X^ 'k+}/~l 



— n 
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entsprungen. Bezeichnen wir dieses wieder als Element des zweiten 
Gebildes 

so ist dasselbe einem Elemente des ersten Gebildes 

zugeordnet u. s. w. Es entsteht hier eine weitere Reihe projectivischer, 
mit den vorigen vereinijjrt liegender Gebilde, welche als Gebilde der 
( — 1)*®", {—2y^^ etc. Zuordnung aufgefasst und durch die Formeln 

repräsentirt werden können. Um die Reihe zu vervollständigen, kann 
man als Zuordnung 0*«' Ordnung den Fall auffassen, in welchem jedes 
Element sich selbst entspricht. Die Gesammtheit aller dieser 
projectivischen Gebilde mit gemeinsamen Doppelelemen- 
ten ist also durch die Formeln (9) dargestellt, wenn man in 
denselben der Zahl n alle Werthe von — oo bis +qo zutheilt. 

Im Allgemeinen sind diese Gebilde, wiewohl unendlich an Zahl, 
doch sämmtlich verschieden. Aber es kann unendlich oft der Fall 
eintreten, dass die ganze Reihe der Gebilde in eine unendlich grosse 
Anzahl identischer Cyclen zerfällt, deren jeder auö einer endlichen 
Zahl von Gebilden besteht. Dies tritt immer und nur dann ein, wenn der 
Werth der charakteristischen Constante eines der Gebilde gleich 1 wird. 

Ist z. B. 

SO geht die w*® Zuordnung in die nullte über, das System der pro- 
jectivischen Gebilde umfasst deren nur n, und die ferneren Zuord- 
nungen geben nur die Wiederholung früherer. 

Man gelangt also zu einer Invariantenbeziehung, sobald man 
die Forderung stellt, dass der Kreis der Gebilde mit n derselben 
geschlossen sein soll. Ist e eine n*® Wurzel der Einheit, so hat 
man in diesem Falle 

k + j/~l _ 

also 



»• = ' • i^y- 
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Der Fall « = 1 ist auszuschliessen, denn er würde auf 1 = füh- 
ren, was hier überhaupt ausgeschlossen ist, da bei Z = die Gleichung 
^ = zwei gleiche lineare Factoren haben würde. Ferner geben s 

und — nichts wesentlich Verschiedenes, nämlich eine Vertauschung 



von y— l mit — j/— l, was nur eine Vertauschung der beiden ursprüng- 
lichen Gebilde bezeichnet. Man hat also bei ungeradem n nur auf 

fi 1 

— ^— Werthe von e Rücksicht zu nehmen. Aber auch von diesen 

sind eigentlich nur diejenigen Falle zu berücksichtigen, in denen es 
nicht eine Potenz m von € giebt, welche niederer als die n** ist, und für 
welche 6*" schon gleich 1. Denn in solchen Fällen besteht der Cyclus 
der Gebilde nicht aus n, sondern nur aus m verschiedenen Gebilden, 
wo dann m ein Factor von n ist. 

Aus demselben Grunde ist bei geradem n der Fall e = — 1 aus- 

fi 2 

zulassen, sobald n>2; man behält also — ^— Werthe von e übrig, 

unter denen wieder diejenigen auszuschliessen sind, für welche schon 
eine niedrigere Potenz von € als die n^ gleich 1 ist. 

Der einfachste Fall ist derjenige, in welchem n = 2, und also 
schon die zweite Zuordnung auf das erste ursprüngliche Gebilde zurück- 
führt. In diesem Falle entsprechen immer zwei Elemente 
einander wechselseitig, so dass es gleichgiltig wird, welches 
man dem einen, welches man dem anderen Gebilde zuzählt. Diesen 
Fall bezeichnet man als den Fall der Involution. Da «^=1, aber 
f = 1 ausgeschlossen ist, so muss 6 = — 1 sein , d. h. das charakte- 
• ristische Doppelverhältniss geht in das harmonische über. Die In- 
volution ist also derjenige Fall, in welchem je zwei zu- 
sammengehörige Elemente mit den Doppelelementen ein 
harmonisches System bilden. 

Die Invariantenbedingung für die Involution ist 

k = 0, 
oder 

. Bei der Involution ist also die gegebene Form f die Polare einer 

\ quadratischen Form. 

""^^ 2. Wir kommen jetzt zu dem Falle Z = 0, wo die quadratische 
Gleichung q) — zwei gleiche Factoren hat, also 
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Die Doppelelemente fallen hier in ein einziges Doppelelement 
zusammen. Deswegen bestimmen sich hier nicht mehr zwei natur- 
gemäss bevorzugte Grundelemente; wir nehmen zum Zweck einer ver- 
einfachenden linearen Substitution die Formeln an 

^ = (?i^i + (?2^2 52 = ^161 + ^262; 

wo die q beliebige Grössen sind; es wird dadurch der Ort der ver- 
einigten Doppeielemente als das eine Grundelement eingeführt, wäh- 
rend das andere beliebig bleibt. Man hat sonach 

9 = X.S (XÄ) = (i)3)(x|), 
und f nimmt die Gestalt an: 

Von einer charakteristischen Constante ist hier nicht mehr die 

k 
Rede; denn da die q beliebig sind, so kann die Grosse -. — r jeden 

Werth annehmen, vorausgesetzt, dass k nicht verschwindet. Aber 
zu dieser Voraussetzung sind wir berechtigt; denn bei it = würde 
sich hier f in zwei Pactoren auflösen, was von vornherein aus- 
geschlossen werden musste. Wir können also immer 

' .*- = 1 

(i>2) 

annehmen, so dass man erhält: 

/ = X, S. + (X. S, - X, S,). 



Einem Elemente 



entspricht also das Element 









Man kann hier ebenso, wie oben, Zuordnungen positiver und 
negativer Ordnungen bilden. Aber man sieht sogleich, dass dieselben 
aus den vorstehenden Formeln hervorgehen, indem man statt A— 1 in 
der zweiten Formel irgend ein Glied der Reihe 

...A + 2, A+1, X, A-1, A-2,... 

einfahrt. So erhält man eine unendliche Zahl projectivischer vereinigter 
Gebilde, welche sich niemals auf eine endliche^ ^etvodia^ ^v^^t- 
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kehrende Zahl reduciren können. Alle haben die zusammenfallenden 
Doppelelemente gemeinsam. 

3. Endlich kann (p überhaupt identisch verschwinden. In diesem 
Falle reducirt sich / auf 

d. h. die beiden gegebenen Gebilde fallen Element für Element zu- 
sammen. 



§ 25. Andere Darsiellong yereinigter projectiriseher Gebilde. 

Ein anderer Ausgangspunkt für die Behandlung der projec- 
tivischen Gebilde wird durch die Gleichungen (7), (8) des vorigen 
Paragraphen gegeben. Diese Gleichungen kann man als besondere 
Fälle der beiden Gleichungen 

ansehen, die, wenn X einen veränderlichen Parameter darstellt, Elemente- 
reihen bedeuten, und bei welchen Elemente x, ^ einander zugeordnet 
sind, sobald in den beiden Gleichungen (1) A denselben Werth hat. 
Man kann die Gleichungen (1) leicht auf das im Vorigen behan- 
delte Problem zurückführen, indem man nur A aus ihnen eliminirt. 
Man erhält dann zwischen o:, ^ die Beziehung 

o* ß^ — hxcc^= 0, 

welche von der Form der Gleichung § 24. (1) ist. An Stelle der 
Function g) tritt der Ausdruck 

g> = asßx'-^xCCx, 

und die Invariante k wird 

* = i[(a^)-(6a)]; 

ihr Verschwinden ist die Bedingung der Involution. Bei directer 
Behandlung der Gleichungen (J) würde man zunächst die Doppel- 
elemente bestimmen, indem man die | den x gleich setzte; die Eli- 
mination derselben aus (1) giebt dann zur Bestimmung der Doppel- 
elemente die in A quadratische Gleichung: 



= 



a^ + A Ji % -i- A 62 

= (aa) -h A {(a/J) + (6«)} -f AV6/J). 

Nehmen wir an, die beiden Wurzeln derselben seien verschieden, 
und bezeichnen wir sie durch fi, v. 
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Setzen wir dann: O. ..\ 

so muss man auch identisch • 

haben, wo c, (f Constante sind. Drückt man mittelst dieser 
Gleichungen a,, hx, «^ ß^ durch |>x, ?x; i>^ ^| aus, so hat man die 
projectivischen Gebilde auf die Doppelelemente bezogen , welche durch 
|)^ = 0, gjr = gegeben sind. 
Aus (2), (3) findet sich 

und indem man dies in die Gleichungen (1) einführt, hat man als 
neue Gleichungen der Gebilde: 

oder, wenn man den neuen Parameter 

ft — A 



V — X 
einfahrt: 

1>* — (> g* = 

(4) C ^ 

Gleichungen, welche von den Gleichungen § 24. (7), (8) nur noch 
durch die Bezeichnung verschieden sind. 

Die Darstellung eines Gebildes in der Form 

(5) ax+A6-c = 

kann auch dadurch mit dem Vorigen in Verbindung gebracht werden, 

dass man an Stelle von A einen Quotienten ^ setzt«, die Gleichung 

verbindet dann jeden Punkt x mit einem entsprechenden g, und die 
dadurch entstehenden Gebilde sind projectivisch. Ich bemerke dies 
hier, weil daraus sofort erhellt, wie man das Do^^eU^xbAli^cÄs»^ ^^^s^ 
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vier Elementen eines in der Form (5) gegebenen Gebildes auszudrücken 
hat. Man hat nämlich nur das Doppelverhältniss aus den 5 und den 
bei den drei anderen Elementen auftretenden Grössen iy, g, r zu 
bilden, also den Ausdruck: 



Aber diesem Ausdruck kann man die Form geben: 

I2 s. 



s. 


^. 


Sb 


^« 


V' 


s. 


Vi 


t. 



Sind also X, fi, v^ q die vier Werthe des Parameters, welche in 
der Darstellung (4) den betrachteten vier Elementen entsprechen, 
so ist auch 

fc- — '*^> ——(^} T ^' T""^' 

92 '/2 fe2 '2 

und der Ausdruck für das Doppelverhältniss, in Werthen des Para- 
meters ausgedrückt, ist also: «^ * 

X-v 



(6) 



/t— V 



ein Ausdruck, von welchem in der Folge gelegentlich Gebrauch ge- 
macht werden soll. 

In den Gleichungen (4) sind q und p . — die Parameter, 

c 

welche zu zwei 'entsprechenden Elementen der vereinigten Reihen 

gehören; den Doppelelementen entsprechen die Parameter und 00. 

Bilden wir aus diesen vier Grössen das Doppelverhältniss (6), so 

erhalten wir 



"-0 

c 




c' 
c 


c 


1 -0 


c 



1-00 
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als die charakteristische Constante der Beziehung. Sollen die Gebilde 

eine Involution ausmachen , so muss ^ = — 1 sein : die Involution wird 

' c ' 

also durch die Gleichungen 

l>x — p ^x = 

gegeben; oder je zwei Elementepaare der Involution sind durch die 
quadratische Gleichung 

dargestellt. Jtv'^"^^^"^ 

/» ff //• 



/ 



/ 



Dritter Abschnitt. 

Resultanten und Discriminanten. 



§ 26. Besultanten und Discrimiiiaiiteii. 

Ein sehr allgemeines Beispiel von Invarianten liefern die Resul- 
tanten und Discriminanten. 

Die Resultante zweier Formen f und 9 ist diejenige ganze 
Function ihrer Goefficienten, welche verschwinden musS; damit die 
Gleichungen f=^0, (p = eine gemeinsame Wurzel haben; oder geo- 
metrisch; damit ein Punkt der zu /' gehörigen Punktgruppe mit einem 
der zu 9 gehörigen zusammenfalle. Man bildet diese Bedingung be- 
kanntlich auf folgende Weise (vergl. Baltzer, Determ. 2. Aufl. 
§ 11.): Wenn /"von der Ordnung m, (p von der Ordnung n ist, so 
bildet man auf /*=0, 9 = die m + n Gleichungen: 

in ihnen betrachtet man die m + n Grössen 

/y» fll4-ll— 1 /*• fllTll^2 /*• /y» IHtII— 3 /*• 2 /*• W-i-ll— 1 

«A/| * • tJU-t ' U/a m JU* ' «f/Q s • • • U/a ' 

als Unbekannte linearer Gleichungen, und eliminirt dieselben, indem 
man die Determinante d^ Gleichungen (1) verschwinden lässt. Diese 
Determinante also ist die Resultante der Gleichungen f=0, 9 = 
oder der Formen /und 9; man kann dieselbe, ohne ihre Bedeutung 
zu modificiren, höchstens noch um einen numerischen Factor ändern. 
Die soeben entwickelte (Sylvester'sche) Methode lehrt sofort, 
dass die Resultante vom n^^ Grade in den CoefficieHten der Form »»*•' 
Ordnung f, vom w*®° Grade in den Coefficienten der Form w**' Ord- 
nung q) ist. Aber übrigens entspricht die gefundene Form der Resul- 
tante keineswegs den Forderungen, welche die Invarianten theorie zu 
stellen hat. Diese fordert eine möglichst grosse Leichtigkeit, eine In- 
variante als solche zu erkennen, sei es nun durch eine symbolische 
Darstellung oder t^uf andere Weise; und das einfachste Mittel, welches 
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man besitzt, um diese Leichtigkeit zu erhöhen, besteht darin, dass 
man eine solche relativ complicirte Bildung, wie die angegebene, nicht 
an und för sich, bereits fertig, betrachtet, sondern dass man sie aus 
niederen Bildungen allmälig entstehen lässt, wobei dann die Einführung 
von Symbolen niederer Covarianten das Endresultat in einfacher und 
Qbersichtliclier Form erscheinen lässt. 

Für den Fall, wo beide Formen von gleich hohem Grade sind, 
besitzt man in der von Cayley gegebenen Form der Bez out' sehen 
Eliminationsmethode (a. a. 0. p. 108) ein Verfahren, welches dem von 
der Invariantentheorie gesteckten Ziele schon um vieles näher kommt. 
Man bemerkt bei diesem Verfahren, dass der Ausdruck 

oder kürzer 

(2) F ix, y) = C(-h <P (^)fy^>)^(2) , 

welcher die Division verstattet, immer verschwindet, sobald f{x) und 
q> (x) verschwinden, welches auch die Werthe der y seien. Ordnet 
man daher den obigen, für die x und die y symmetrischen Ausdruck 
nach den y und x: 

so müssen die Ausdrücke, welche die Coefficienten der einzelnen Po- 
tenzen der y bilden, einzeln verschwinden; sobald also f(x) = und 
g)(^x) = 0^ hat man die n Gleichungen 

£i CioX^'x^'^-'-^^^O 
^i Cii x^ x^ - — 1=0 



Eid^n^xX^x^-'-'^^^y 
und daher, indem man die n Grossen 

/*• 11 — 1 /*»n — 2/K» /)(»>i ^ 3/|r« 2 /*• 11 ^ I 

aus diesen n Gleichungen wie lineare Unbekannte eliminirt: 

(4) 2? + (Vk) Cii C22 • • • Cn^\ = 0. 

Die Resultante ist also hier die symmetrische Determinftnte von nur 
n + 1 Reihen, welche auf der linken Seite steht, 
Dass die Form (3) der f on der InvariimtcHa 
stalt der Resultante näher kommt als die umIi 4li 
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Regel gebildete, liegt nicht sowohl in der verminderten Anzahl von 
Reihen, welche die Determinante enthält, als in dem umstände, dass 
man sich eiuer intermediären Bildung F bedient, um aus ihr sodann 
die Resultante zu bilden. Die Form' F ist eine Covariante mit zwei 
Reihen von Veränderlichen; setzt man symbolisch 

so ist 

^'^[ {xy) 

— (t'u\ *" ^ T^ ^* ^y • "' »y 

oder, wenn man bemerkt, dass 

aa:CCy—ajcay = {aa){xy) 
ist und die Division ausführt: 

(5) F {X, y) = {ad) \ a,"- » «j^"- ^ + a*"-^ V"^ • «^ «v 

An diese Form knüpfen sich einige Sätze, welche oft von Wich- 
tigkeit werden. Die Function F {x, y) verschwindet immer, sobald 
f(x) und 9? {x) verschwinden, also für beliebige Werthe der y. Setzt 
man nun y^^=x^j y2 = ^2> so erhält man 

F (a:, a;) = = n . {aa) a,»-^ a^""' . 

Aber der Ausdruck rechts ist bis auf einen numerischen Factor 
die Functionaldeterminante von / und qp; diese verschwindet daher 
immer für dasselbe Werthsystem, für welches f und 9 verschwinden. 
Aber noch mehr : DifiFerenzirt man die Gleichung (5) zuerst nach einem 
der y und setzt dann yi = x^y y2 = ^2> so muss mau auch noch Null 
erhalten. Nun ergiebt sich dann aber: 

/d.F{x,y)\ n.w—l, . „_„ ^ ^. , , 

\ Cyt /y=x 1.-6 

es steht rechts der Diflferentialquotient der Functionaldeterminante 
nach Xif multiplicirt mit einer numerischen Constante. Daher hat man 
den Satz (vergl. Salmon, Lessons, 2* ed., p. 69.): 

Verschwinden für ein Werthsystem a:^, x^ zwei 
Formen /*, 9 von gleicher Ordnung, so verschwin- 
det für dasselbe auch die Functionaldeterminante 
von f und 9 nebst ihren ersten Differentialquo- 
tienten. 
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Man kann diesen Satz auch aus der Entwickelung ableiten , welche 
die Function Fix^y) nach der Formel (6) des § 7. annimmt. Nach 
dieser hat man, «wenn der Kürze wegen 

gesetzt wird: 

F {X, y) = n. ^^"-« ^/-« + M. {xy)\ 

Sind z^, s.^ nun ganz beliebige Grössen, und unterwirft man die 
Function F dem Prozesse 

c , d 



und setzt sodann y^=x^, y^^^x^j so ergiebt sich 

ein Ausdruck, der, da F für jeden Werth der y verschwindet, für 
alle Werthe der z gleich Null sein muss. Dies aber ist wieder der 
obige Satz. 

Der erste Theil dieses Satzes, dass nämlich die Functionaldeter- 
minante selbst verschwindet, gilt auch noch, wenn die Ordnungen 
von f und 9 verschieden sind. In diesem Falle wird, abgesehen von 
einem numerischen Factor, die Functionaldeterminante: 

* 

daher, wenn u^, u^ beliebige Grössen sind, also Ux als von Null ver- 
schieden angenommen werden kann: 

D.i(:, = {a a) Ua: a^*"" ^ «x"" ' 

= [{au) a^ — {au) aj a^"'""' «x""^ 
= 9 . {au)ax"'~^ —f- (««) ajp"— 1. 

Mit q) und / verschwindet also D, und man hat den Satz: 

Wenn für ein bestimmtes Werthepaar a:^, Xgzwei 
Formen verschwinden, so verschwindet für dasselbe 
auch ihre Functionaldeterminante. 

Auch diesen Satz kann man daraus ableiten, dass ähnlich wie in 
dem Falle , wo m = n , eine gewisse Covariante mit zwei Reihen für 
alle Werthe der Veränderlichen der einen Reihe verschwindet. Man 
knüpft dies an die Ausdehnung der abgekürzten Methode der Resul- 
tantenbildung auf den Fall, in welchem die Ordnungen ungleich sind. 
So wie für m=n die Form 

{xy) 
betrachtet wurde, so kann man hier, wenn m '> n^ dv^ ¥^tc^ 

Clebicfa, Theorie der hiiii,xBix algebr. Formen. M 
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(5) F= 



ff* fXy — O*"^" fly «j 



einfiihren,* welche, sobald das Werthepaar a:j, a?^ den Qleichangen 
f=0, 9 = zugleich genügt, für alle Werthe der y verschwinden 
muss. Ist, analog wie oben: 





so zerfiUlt die Gleichung F=^0 in die folgenden n Gleichungen, welche 
die X zur (wi — 1)*«" Dimension enthalten: 

Dieses sind n Gleichungen mit den m linear auftretenden Grossen 

Fügt man den Gleichungen (6) die w — n Gleichungen 

(8) j\"-"-* 9 = 0, a^^-'-^Xj 9? =^ 0, . ..a;,"«-"-» y = 

hinzu, so kann man die Grossen (7) aus (6), (8) wie lineare Unbekannte 
eliminiren, und erhalt die llesiiltante von /*=0, 9 = als Determi- 
nante von m Reihen, also in einer der früher gegebenen gegenübei 
verkürzten Form. 

Entwickelt man F nach Potenzen von (.r//) nach der Formel (6] 
dos § 7., und bezeichnet durch ^ wieder die Form 

so erhrdt man: 

F= H . ^•,'"-' ^•5,— ' + {xy) . M. 

Da diesmal F nicht mehr symmetrisch für die y und für die J 
ist, so fallt das mit der ersten Potenz von (xy) multiplicirte Gliet 
nii'ht mehr aus, und man erhält daher nur, indem man berücksichtigt 
dass F tür alle Werthe der y, also auch für y=^x verschwinden muas 

!(•,"•+"-• = 0, 

was der oben angegebene Satz ist. — 

Der Fall der Elimination aus zwei Gleichungen gleich hoher Ord 
nung tritt bei der Discriminante ein. Die Discriminante ist die 
jonigo ganze Function der Coefficienten einer Form /, welche ver 
schwindet, sobald unter den liuearen Factoren von f zwei einande: 

'* ViTgl. iionlan im X \\t\n\\i' tlor mathomati.<:ohen Annalen. 
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gleich werden, oder geometrisch, sobald zwei Elemente der zu / gehö- 
rigen Gruppe zusammenfallen. Wenn aber einer der in f auftretenden 
linearen Factoren doppelt vorkommt, so ist dieser noch Factor der 
ersten DifFerentialquotienten von /*; mit ihm verschwinden also auch 
diese, und man erhält die Bedingung fdr das Auftreten eines Doppel- 
factors in /", indem man aus den Gleichungen 

die X eliminirt (vergl. Baltzer, Determ. 2. Aufl. p. 116.). Es sind zwei 
Gleichungen (w — 1)**' Ordnung, welche man vor sich hat; die linke 
Seite der Eliminationsgleichung, die Discriminante, ist also vom 
(n— l)*®*" Grade in den Coefficienten der ersten, von ebenso hohem in 
den Coefficienten der zweiten Gleichung (9), daher im Ganzen vom 
Grade 2(w— 1) in den Coefficienten von f. 

Will man für diesen Fall, der Cayley' sehen Methode ent- 
sprechend, die Function F bilden, so muss man an Stelle det 
Functionen f, (p des Vorigen die Formen 



n cx^ 



n dx^ * 



2 



setzen, wo symbolisch 

I ' — ^JC — ^x • • • • 

Es ist also dann 

Aber die Symbole a, h haben hier völlig dieselbe Bedeutung; man 
kann also a mit h vertauschen und endlich für F die halbe Summe 
des ersten und zweiten Ausdrucks setzen. Dann erhalt man 

(10) F==^{ahY\a,^-'%^-'+a^--^by^-\<Xyb^+a:c''--*h^ 

was eine Covariante von f mit zwei Reihen von Veränderlichen ist. 

Wie man aus der Function F zu symbolischen, freilich compli- 
cirten Darstellungen der Resultante und Discriminante gelangen könne, 
habe ich im 59. Bande von Borchardt's Journal dargelegt; eine 
Reihe weiterer Untersuchungen über die Frage, so wie eine grosse 
Zahl von Bildungen in definitiver Form gab Hr. Gordan im 3. Band 
der math. Annalen. Ich werde mich hier begnügen, von einigen 
besonderen Fällen zu sprechen, in denen es gelingt, dem Resultate 
der Elimination eine übersichtliche Gestalt zu geben. 
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§ 27. Bildang der Resultante für den Fall, wo eine der gegebenen 

Formen Ton der zweiten Ordnung ist« 

Wenn von zwei Formen die eine von der ersten Ordnung ist, so 
ist es sehr leicht, die Eliminationsgleichung zu bilden. Denn aus der 
linearen Gleichung 

folgt sofort 

3/j • ^2 ^^^ ^2 * ^17 

und indem man dies in die symbolische Form von f: 
einsetzt, erhält man für die Resultante die Form 

Aber auch noch, wenn eine der Gleichungen von der zweiten 
Ordnung ist, kann man die Form der Resultante ganz allgemein 
bilden. * 

Sei nämlich, in lineare Factoren zerlegt: 

Dann sagt die Resultante von fp und fj dass entweder f und p oder 
f und q gleicB zeitig verschwinden. Die Resultante von f und q> ist 
also das Product der Resultante von f und p mit der Resultante von 
f und q. Nun ist nach dem Vorigen die eine Resultante in symbo- 
lischer Form {apYy die andere, indem man. nur ein anderes Symbol 
einführt, (bq)". Daher wird 

B = {apY . (6 qY ~ (a qY . {hpY 

Es kommt nun darauf an, in diesem Ausdruck an Stelle der 
linearen Factoren von (p symbolische Coefficienten einzuführen. Man 
erreicht dieses am zweckmässigsten auf folgende Art. Setzt man der 
Kürze wegen 

(ap) {bq) = ,a, (aq) {hp) = v, 
so ist 

(1) B^l^. 

Ist n gerade, so ist, wie gezeigt werden soll, dieser Ausdruck 
als ganze Function von q^ und a darstellbar, wo 



* Vergl. die Abhandlung des Verfassers: „üeber eine Classe von Elimina- 
tionsproblemen", Borchardt's Journal Bd. 58. 
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Ist n ungerade; so muss man zuvor einen Factor [i + v abson- 
dern , um alles Uebrige durch q^ und ö ausdrücken zu können. Dass 
man gerade p* und a einführt, motivirt sich durch die einfache Form, 
welche diese Ausdrücke bei Anwendung der symbolischen Coefficien- 
ten von (p annehmen. Ist nämlich symbolisch 

9 =1>* Qx = ccjß = ßJ etc., ^ 
so hat man die symbolischen Gleichungen 

Pi ii = «iS Pi Q.t +Ä 3i = 2 a^ «2; Pi 2s = «2^ etc. , 
und daher 

^ + v = (ap) (hq) + {aq) {bp) = 2 (aa) (ba) 
(i.v = ö = {ap) {aq) . {bp) {bq) = {aa)^ {bß)' 
(^ - v)'=Q'==\ {ap) {bq) - {aq) {bp) \' = {ab)' (pq)^ 

= («&)' t {Pi Q% +Ä QiY - 4l>i ?j .l>3 ^2 { 
= 2 (a6)2 1 (2 «1 «, . ^1 ^. - «x^ ^2^ - «2' ^1' I 

= -2 {ab)' (a/3)*= - 2 (a6)2 JD, 

wo D die Invariante von (p ist (vergl. § 2.). 

Ich werde nun zunächst zeifren, wie B, bez. — -— sich durch 

(ft — 1/)* und ^v ausdrückt, und sodann, wie mit Hülfe der Gleichungen 

(i+v =2{aa){ba) 
(2) 0= (IV ={aa)^{hßY 

R durch Invarianten von übersichtlicher Entstehungsart darge- 
stellt wird. 

Bezeichnen wir durch Sk den Ausdruck 

SO dass 

R = 



Sn 



2 • 

Es bestehen dann, vne man ohne Weiteres sieht, die folgenden 
Gleichungen: 

Sn =(fA — r) Sn-i + llvSn^2 
(3) Sn^l = {(l — v)S„^2 + t^vSn~3 

S, =(^-i;)S, +(ivS^. 
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Was S^ und Sq angeht^ so werden diese verschieden, je nachdem 
n gerade oder ungerade ist, Fälle, welche schon oben unterschieden 
wurden. Für ein gerades n hat man: 

(4) .S, = ii-v, So = 2, 

für ein ungerades 

(5) S, = ii + v, S, = 0. 

Um nun S« aus den Gleichungen (3) durch S^, Sq auszudrücken, 
denke ich mir jenes System nach oben zu unendlich fortgesetzt, mul- 
tiplicire die Gleichungen, von unten anfangend, mit den Potenzen 
1 , 2, 0^ , , . einer beliebigen Grösse 0, und addire. Ist sodann Sl die 
linke Seite des Resultats: 

(6) £l^S, + zS, + z'S, + ..., 
so hat man aus (3) 

Sl==^Q{S, + 0Sl) + a{SQ + 0S,+0^£l), 

und daher 

(7) ^^ {9 + <sz) S,+a S, 

Der gesuchte Ausdruck Sn ist nach (6) der Coefficient von z^""^ 
in der Potenzentwickelung von Sl, Nun hat man 

1 __ 1 60^^ 0^0^ 

+ (1 +2 Q z + i Q^ z^ + 4: Q^ z'' . . ,)az^ 



^K^+K^g-^K^g^ + K^i^..., 



wo 



K,= 


1 




K,= 


= 9 




K,= 


9' 


+ ff 


• • 


:p3 

• • 


+ 2(»ö 

• • • 



(9) 



überhaupt 



Ä — 3 . A — 4 . A — 5 
1.2.3 



4. —- !l^ - (y3 o^-ß 4- 



eine Formel, deren Gesetz sofort einleuchtet. Setzt man die Reihe 
(8) nun in (7) ein, so hat man 
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und daher ^ indem man den Coefficienten von z'^'^^ nimmt, welcher 
gleich jS„ oder gleich 2 i2 ist : 

oder, wenn man bemerkt, dass 

(12) QKn-^2+iSKn^^=^Kn-X 

ist : 

(13) B = ^\S^Ku-i + oS,K„_,\. 

Je nachdem also n gerade oder ungerade ist, hat man nach 
(4), (5): 

1) n gerade: 

(14) 2i^=(." + «öp'-- + *^*^^<r«p'-^ 

L • /^ 

+ 1.2.3 ^'9"-'+... 

2) n ungerade: 

(15) 2 iJ= (^ + 1/) )()«->+ (w-2)<ye"-^+^^-|^—(y^()"-5 

w — 4.n — 5.n — 6 3 „_7 | 
■*■ 17273 ^ ^ "'\' 

Bezeichnen wir nun je nach Bedürfuiss die Symbole von (p durch 

so haben wir aus (2): 

1) Für ein gerades n: 

. (a6)»-2^ (aa'/ (6/37 (aa")' (&/3")-... (aa(*))2 (6/J(*))2 
oder 

(^'^) ()"-2A(y^ = (-2)^~*jD^"\^A, 

wo Äk die Invariante bedeutet: 

(18) Äk = {ab)^'''^ (aa')2 (a«")' • •• (««^'^0' (PßJ (&/*T •• • (^/S^^O^. 
Von dieser Bezeichnung nehmen wir nur denjenigen Coefficienten 
aus, für welchen Jc==-^, den letzten. Dieser nämlich zerfiillt in die 
beiden einander gleichen Factoren 
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und man hat also 
(20) j¥= BK 



2) Für ein ungerades n: 



»-'_t _!Lrü_* 



pn-jt-itft(^ + v) = 2(oy)(6y).(-2) * .D' 

. (o6)"->-»*(aa')'(aa")' • • • (aa<*')«. (6/S')*(&|3")* • • • (6/3<*')' 
oder 

« — I , n — 1 , 

(21) p"-"->ff*(ft + i/) = 2.(-2)"^~ D~^ .At, 
wo ^t die Invariante bedeutet: 

(22) ^t = (a 6)" - 1 - " (o y) (6 y) . (a «0* (« «")' • • • (« «^*')' 

. (6 /?')« (6 /?")*•••(«•/'•")* • 

Und die Ausdrücke für die Resultante sind also: 

1) für ein gerades n: 

(23) B^i-Df .2'"^ .A^+n.{-D)~^ .2~ .A^ 

3fi — 4 n — 6 A X n — 6 n — 8 

/ Ti~r o~2" ^ ,w.n— 4.n— 0, n\~r">>"r' a 
"*" 1 2 '^ ■* •^"' TTS — •(""■'^^ •'* "^3 

2) für ein ungerades n: 

(24) ^ = (_22))~^^„+(n-2) (-22))^^, 

+ "-:::|-J~i (- 2 D)*^^"*^, + . . . - — ~^i) ^n-_3 + ^n-I . 

Insbesondere ergeben sich für die kleinsten Werthe von n die 
Bildungen: 

» = 1: R = A^ A^ = {aaf 

« = 2: JB = -I>^ + B* ^, = (a6)», 5=(a«)2 

n = 3: iJ = -2Z)^„+^, ^, = (a6)«(ay) (6y), 

^'^ A, = {aY){lY)iflaf(Jt>ß? 

»^ = 4: B = 2D^^„-4Z)^, + jB« ^„ = (a6)^ 

.4, = (a6)^(a«)«(&^)S 

jK =(««)« (fl«T. 

An die Gleichung_(23)_knüpft sich der bemerkenswerthe Satz: 
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Die Resultante einer Form 2*®' Ordnung mit einer 
andern Form gerader Ordnung setzt sich immer aus 
niederen Invarianten zusammen. 
Denn in (23) ist kein Glied vorhanden, welches nicht in Factoren 
zerfällt, während in (24) allerdings ein solches existirt. 

Es bleibt übrig, die Eutstehungsweise der Invarianten Ay B aus 
niederen Bildungen darzulegen. Hierzu führt die Aufstellung der fol- 
genden Reihe von Covarianten: 

(26) q = g,"- < = {aaf {aa'Y as""-' = (pa')'!?^"-^ 

r =; r^» - « = (a «)« (a aj {a ay a^" - » = {q af g^" - « 



Im Falle eines geraden n schliesst diese Reihe mit einer Inva- 
riante, welche nichts Anderes ist als B\ die übrigen Bildungen aber 
liefern die A mit Hülfe folgender Ausdrücke, in denen die verschie- 
denartigen derselben Covariante zugehörigen Symbole durch obere 
Striche unterschieden sind: 

^3 = (rrO"-* 



Dieselben entstehen aus p, q... ebenso, wie A^ aus f. 

Im Falle eines ungeraden « enthält die Reihe (26) lauter Cova- 
rianten ungerader Ordnung. Bildet man aus ihnen zunächst die qua- 
dratischen Covarianten: 

P= PJ = {ppy-^p.p'x = (a«)^ {hßf (afe)"-» ax 6, 

Q = Q^* =(«9'')"-* gx3'x=(«a)^(aaT(^/3)*(«'/30*(«6)"-'«x6x 
R = RJ-^ (r /)— s r^ r'^ 

= (o «)« (« «•)* (a «")* {h ßY {b ßy (b ßy (a b)- - ' o.. b^ 



so hat man: 

A = {Pyy 
A = iQ rf 

Äs = {E yY 



Diese Invarianten entstehen aus p, q, r . , . genau so, wie 

-4^,= (a6)"~i (ay){by) 
aus f, — 

Unter den bei (25) angeführten einfachsten Fällen führt die Eli- 
mination aus zwei Gleichungen 2*®' Ordnung nur auf die Invarianten 
der beiden , Formen (D, A^) und auf ihre simultane Invariante JB; 
R = B''-DA^. 
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Aber diese Resultante kann in einer noch einfachem Form dar- 
gestellt werden. Setzt man tilr D, B^ Ä^^ ihre symbolischen Aus- 
drücke^ so hat man 

R = (aay Q)ßf - (a hf {aßf 

= [(««) Q>ß) + iah) {aß)] [(aa) (jbß) - (ah) {aß)], 

oder mit Anwendung der Identität (IV) des § 15.: 

(27) R = [{aa) {bß) + {ab) {aß)] {aß) (6a). 

Betrachtet man nun die von der Functionaldeterminante nur um 
einen Zahlenfactor verschiedene Covariante 

(28) ^ = ^J = ^'s'.^.=={aß)a^ß^, 
so ist 

^x^y = T[ {(iß) {(Ix ßy + dy ßx) 

[indem man (28) nach den x diflferenzirt und die Resultate mit ^ y^ , 
\y^ multiplicirt addirt]; aus dieser Form aber entsteht der Ausdruck 
(27), wenn man für x^y a:^, 2/i> Vi bezüglich a^, — «i, b^y —b^ setzt 
und mit —2 (6 a) multiplicirt. Daher ist auch 

R^-2{^a){^b){ba). 
Aber dieser Ausdruck wiederum entsteht aus 

wenn man x^^y x^ durch ^j, — -0"^ ersetzt und mit —2 multiplicirt. 
Daher ist endlich auch 

(29) ü = -2(^^')% 

d. h. die Resultante zweier quadratischen Formen kann 
durch die Invariante ihrer Functionaldeterminante ersetzt 
werden.* — 

Bei der Elimination aus einer Gleichung 9 = 2^' und einer 
Gleichung /"=0 3*®' Ordnung ist eine quadratische Covariante von f 

A = JJ- = {a by ßx bjc 

und eine simultane lineare Covariante 

p=z{aa)^aj: 
zu bilden*, man hat dann 

und 

R = A^-2DÄ^. — 

* hn Allgemeinen muss die Kesultante zweier Formen gleiclier Ordnung ein 
Factor der Discriminante ihrer Functionaldetcrminanto sein, wie dies aus dem 
Satze am Ende von p. 80 hervorgeht. 
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Endlich bei der Elimination aus einer Gleichung 9 = 2^ und 
einer Gleichung /'=0 4*«' Ordnung ist ausser der zu f gehörigen 
Invariante 

zunächst die simultane quadratische Govariante 

zu bilden; aus derselben hat man 
und endlich 

Man kann sich die Frage stellen, unter welchen Bedingungen 
die Form n*®' Ordnung zwei Factoren mit der Form 2*«' Ordnung 
gemein hat, diese also ganz als Factor enthält*. Dies erfordert 
offenbar zwei Bedingungen. Aber man würde sehr irren, wenn man 
erwarten wollte, das gleichzeitige Eintreten zweier Bedingungen durch 
das Verschwinden zweier Invarianten charakterisirt zu sehen ; vielmehr 
tritt dieses nur in wenigen vlereinzelten Fällen ein. Es ist wichtig 
festzuhalten, dass das gleichzeitige Eintreten mehrerer 
Bedingungen im Allgemeinen sich durch das Verschwin- 
den sämmtlicher Goefficienten einer Covarlante auszu- 
drücken pflegt. Dabei hat man dann freilich scheinbar zwischen 
den Goefficienten der zu untersuchenden Functionen mehr als zwei 
Gleichungen. Aber in der That sind diese dann doch immer in der 
Weise mit einander vertraglich, dass man allen zusammen durch pas- 
sende Bestimmung zweier unbestimmter Grossen (etwa unbestipimt 
gelassener Goefficienten) zu genügen im Stande ist, ohne dass es doch 
möglich wäre, zwei einem solchen Systeme vollkommen äquivalente 
Bedingungsgleichungen aufzufinden. 

So kann man denn auch in dem vorliegenden Falle leicht eine 
Govariante angeben, welche die Eigenschaft hat, dass das gleichzeitige 
Verschwinden ihrer sämmtlichen Goefficienten nothwendig und hin- 
reichend sei für die Erfüllung der Forderung, dass eine quadratische 
Form in einer Form n*^ Ordnung als Theiler enthalten seL Sind wie- 
der wie im Vorigen p:c und q^g die linearen Factoren der quadratischen 
Form 9, so ist diese Govariante 

(pq) ' 

eine Govariante, weleli« in der That ftbr alle Werthe der z Tenchwiii- 
det, sobald, der Forderung f(*mmm, die Orüaeen (af)P nad (•f)F 



* Vgl Gordan im », M, 4^ mM^ 
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zeitig verschwinden. Aber auch umgekehrt: Verschwinden alle Coef- 
ficienten von 0, verschwindet also für alle Werthe der x, so folgt 
nothwendig 

d. h. die quadratische Form ist Theiler der Form m*" Ordnung. 
Die Co Variante entsteht aus der Form 

ipq) 

indem man y, durch — ag, y^ durch a^ ersetzt; und es kommt daher 
zur Darstellung von nur darauf an, die Form ^ in geeigneter 
Weise zu bilden. Dies geschieht ganz ähnlich, wie die Bildung 
von R im Vorigen. Setzt man 

so kann man sowohl ft — r als ft . v auf einfache Weise ausdrücken; 
denn es ist 

Q = lL-v = (pq){yx), iii-vy = -2Diyxy, [vgl. (2).] 
özz^ ^ V = «X* . a'y^ = (p [x) , (p (y). 

Wir suchen also den Zähler von 'P* durch ft — v und ft v auszu- 
drücken. Sei 

dann ist 

iPQ)' 

Für die Sk aber hat man die Recursionsformel 

Sk = (|[t — V) Sk-l + ft f Ä-2 , 

und die Sk bestimmen sich also genau durch das Gleichungssystem (3), 
welches oben behandelt wurde. Es fand sich dort 

Sn=(9Si + Ö Sq) Kn-2 +^Sy Kn-Z , 
WO 

h-Z.h-A.h-b , ._, 

+ 17273 *^ ^ +••• • 

Unterscheidet man wieder die beiden Fälle, wo n gerade und wo 
n ungerade ist, so ist in ersterem 

im zweiten 



und Discruninanten. — $ 21, ^3 

Für ein gerades n hat man also 

. n— 4.n— 5.n— 6 , . , 

+ 17273 *'(•"-'•• 

für ein ungerades n dagegen: 

In beiden Fällen tritt q als Factor auf, und da 
so wird der Aasdruck fQr 



3»"=- 



Sn 



iPQ) 
1) bei geradem n: 



= (ya;) 0» + r) ip»-» + (n - 2) ff p»-« + *L-y^|— ^ff« P--6 . . . I , 



2 />n — 5 



+ ... 



2) bei ungeradem n: 

Führt man jetzt för |[t + v den symbolischen Ausdruck in den 
CoefiScienten von q> ein, 2 a^tCy, und ersetzt q^ durch —2JD (yxy, 
o durch 9 (o:) (p (y), so hat man: 

für ein gerades n: 

I n— 2 w-4 



für ein ungerades n: 

{-2Df^ .(yxy-'+nq){x)<p(y) (-22))^ (ya:)»-» 



V=(yx)[ 



Wenn nun die Covariante O gebildet werden soll, so führt man 
wieder — aj für y^, a^ für y^ ein, wodurch (yx) in — a^, «y in — {aa) 
übergeht. Wenn man also die folgenden Bezeichnungen von Cova- 
rianten einführt: 
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bei geradem n: 

Jf 3 = (a a) \a aj {a dj a^ a^« -^ 



bei ungeradem n: 

Li = aar" 

L3 = (aa)«(aaO'«x"-^ 



so sind die unter den fraglichen Verhälthissen verschwindenden 
Cpvarianten : 

1) bei geradem n: 

n — 2 11 — 4 



a> = (-22)) 2 Jfj + (w-2)g).(-22)) '^ JTj 



w — 3 .n — 4 



n— 6 



2) bei ungeradem n: 

-<p = (_22)) 2 Lj+n9).(-22)) ^ L, 

n .n — 3 



2 



n— 5 



Insbesondere wird also für w = 2 die Bedingung dafür, dass 
zwei quadratische Formen nur um einen Constanten Fac- 
tor verschieden seien, durch das Verschwinden der Covariante K^ 
d. h. ihrer Functionaldetenninante dargestellt. 

Die Bedingung, dass eine quadratische Form Factor 
einer cubischen sei, führt auf das Verschwinden der cubischen 
Covariante (n==3): 

- 22) L, + 3 9) L2 = - 22) . a^3 + 3 9) . {auf a^. 

Die Bedingung, dass eine quadratische Form Factor 
einer biquadratischen sei, führt auf das Verschwinden der 
biquadratischen Covariante 

- 2nKy^ + 2 9? Zg = - 22) (aa) «o- a^^ + 2 9) . (aa) {aaj «, a^-. 

§ 28. Resnltantc zweier enbischen Formen. 

Ich will noch die Resultante zweier Formen dritter Ord- 
nung ableiten. Seien die gegebenen Formen 



^^) 9 = «-'=^/3,' 



X • • • 



a-> 


«1*«» 


a, V 


0/ 


< 


«i*«« 


ai«2* 


«/ 


*,' 


»i'». 


»,»,> 


»/ 


»7 


»'>»', 


»\ ^',« 


*7 
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Alsdann ist nach dem Satze am Ende von p. 80 für f==0, q)^0 

nicht nur ^ 

(2) ^ = &J=^{aa)aJV=^0, 

sondern auch die Diflferentialquotienten von d" verschwinden, so dass 
man hat: 

,0, ^/ ^1 = 

^'^^ d'J d'^ = 0. 

Diese Gleichungen zusammen mit (1) sind vier Gleichungen drit- 
ter Ordnung; man kann also aus ihnen die Grössen 

wie lineare Unbekannte eliminiren, und erhält dann die Eliminations- 
gleichung, indem man die von den beiden Gleichungen (3) her- 
rührenden Symbole unterscheidet: 



(4) = ^, ^\ . 



eine Gleichung, welche in der That sowohl für die Coefficienten von 
f als für die von (p vom dritten Grade ist. 

Nun verschwindet aber die Determinante, sobald die in zwei Reihen 
vorkommenden Symbole proportional werden, etwa a^i a^ = a^: a^, 
oder sobald die aus den Symbolen zweier Reihen zusammengesetzte 
Determinante [etwa (a«)] verschwindet. Daher enthalt jene Deter- 
minante die Factoren 

(aa), (a^), (a^O, («^), («^0, (^^0, 

und kann, da die Dimensionen übereinstimmen, durch ihr Product 
ersetzt werden. Man hat also die Eliminatiousgleichung in der sym- 
bolischen Form 

0=.^^^\{aa) ia^) {a^') {a%) {a%-') {^%''). 

Setzt man nun an Stelle der rechten Seite die Summe dieses 
Ausdrucks und desjenigen, welcher durch Vertauschung von % mit ^' 
erhalten wird, so hat man 

0= (aa) {a%) {a%'') {ad) («'»•') ('9''9"')S 

und die Resultante wird also: 

(5) jR == (a «) (a 'S-) (a %•') (a %) (a -Ö-') {%• ^y. 

Aber auch diese Form kann noch eleganter gemacht werden, in- 
dem man sich der Identität (V) des § 15. bedient, nach welcher 

{a%) {((%'') {a%) («'&•') = i \{a%')^ (a^')* -J- {a,%Y (P'^'? - ^«.«^ VS^^'^^-V 
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Führt man dies in (5) ein, so liefern die ersten beiden Glieder 
zwei Terme, welche sich nur durch die Bezeichnung, nämlich durch 
Vertauschung von ^ mit d"', von einander unterscheideu. Zieht man 
beide zusammen, so bleibt demnach: 

(6) B^{aa) {a^/ {a^'J (d-^y - ^ {auf . (^^y. 

Der zweite Theil rechts ist das Product einer sehr einfachen 
simultanen Invariante von f und q) mit einer Invariante von d^. 
Der erste Theil lässt sich auf diesen zweiten und auf eine Invariante 
von 'S" in folgender Weise zurückführen. Geben wir von der For- 
mel aus: 

Indem wir dieselbe wiederholt nach den x differenziren und die Diffe- 
rentialquotienten mit Grössen y multiplicirt addiren , erhalten wir zuerst 

^x'^ ^y" = i C« «) { aj «x tty + aj ax Qy | , 
sodann aber 

^J'^ ^ y'^ = i (« a) I («X* Ky^+aJay^ + A ax «* % «^ | . 
Man kann nun, nach der Identität (VIII) des § 15. 
ax «x «j, «» == i I ax^ tty^ + Kx^ ay^ — {aaY {xy)^) 
setzen, und erhält dann: 

^/2 ^^''2 ^ ^ (^ «) ( 3 f^j ay^ + 3 «,« ay^-2 (a «)« {xyY I . 

In dieser Gleichung setze ich zunächst d'^, — '^'^ für ^j, y^ und 
multiplicire mit d'x^] dann ^ kommt: 

d-/ 'S-/* (^" ^y = H««) -^x' 13 a/ {a»y + 3 ax^ {ad'Y - 2 (a af ^x^] ; 

und ferner setze ich -ö-'g, — ^\ für rr^, x^* Es ergiebt sich dann, in- 
dem man rechts die beiden ersten Glieder, welche sich nur durch die 
Bezeichnung unterscheiden, zusammenzieht: 

(^^')2(^^")2 (-^>")2 = (aa) {a^y {ad'y {^^'f - \ (aa)^ {d'd-y. 

Man drückt daher den ersten Theil der rechten Seite von R mittelst 
der Gleichung aus: 

(a a) (ad^y (ad'J {»^'y = {d'^y {»^y {&'»y + ^ (a ay {^^y. 

Setzt man also, einer in der Theorie der Formen 4*«' Ordnung 
zu benutzenden Bezeichnung gemäss: 

ie={^^y 

U=^{^»'y{»^"yi9'ry, 

so ist die gesuchte Resultante: 

(7) 2? ==i^-H« «)'.»*• 
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§ 29. Digcriniinanten Ton Formen der niedrigsten Ordnungen. 

Die im Vorigen entwickelten Resultate erlauben es, die Discri- 
minanten der Fonnen 2*®', 3*®' und 4*«' Ordnung aufzustellen. 

Die Discriminante einer Form 2*®' Ordnung ergiebt sich aus der 
Gleichung (10) des § 26. ohne Weiteres. Denn die Gleichung F=0 
geht in 

über, so dass also die Invariante (afc)- zugleich die Discriminante der 
Form ist. 

Die Discriminante einer cubischen Form erhält man aus der Form 
(29), welche in § 27. der Resultante zweier quadratischen Formen 
gegeben wurde. Man braucht nur zu untersuchen, was aus der Form 
-O" wird. Es war 

d' = {aa) üjc «or . 

Aber jetzt muss an Stelle von aj der erste Difterentialquotient 
von /* nach x^, also (abgesehen von einem numerischen Factor) aja^^ 
an Stelle von aj^ ebenso i*^ fcg gesetzt werden. Hierdurch verwandelt 
sich d" in 

oder wenn man a mit h vertauscht, in 

— a^h^{ah)axhxj 
oder endlich, indem man die halbe Summe beider Ausdrftcke einführt: 

wenn J die Covariante 

^ = {aby üxbx 

bedeutet. An Stelle der Discriminante kann also die Invariante (^^y 
gesetzt werden. 

. Bei den Formen 4*®' Ordnung ist die Resultante zweier cubischen 
Formen zu benutzen, wie sie in (7) § 28. gefunden wurde. An Stelle 
von /", (p treten hier die Formen 

(ij dl , Ix^ b^ ; 

also an Stelle von 

{)> -- (a a) ax^ (tj" 

die Covarianfe 

(a 6) a, 62 aj b^^ = -{ab) a, fcj a/ b^^ = i (a bf aj bJ^^H, 

wo H die Covariante 

H={abYa/bJ 

C lebt ob, Theorie der hinftren »Igebr. FormMi. A 
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bedeutet. Sodann wird, indem man die Bezeichnungen des § 28. bei- 

beliält : 

Eiullich geht die Invariante {aa)^ über in 

(wenn wir die Invarianten ohne Index auf f beziehen), und die 
Discriminante wird, mit üebergehung des Nenners 8: 

JH — i i in . 

Nun wird in der Theorie der biquadratischen Formen gezeigt 
werden, dass 

*"* *3 

die Discriminante kann also mit Üebergehung eines Nenners 3 durch 
ersetzt werden. 



Vierter Absclinitt. 

Theorie der Formen zweiter, dritter und vierter Ordnung. 



§ 80. üeberschiebungen. 

Schon im Vorigen wurden gewisse Arten von Bildungen fQr Co- 
varianten und Invarianten wiederholt benutzt. Wir wollen diese nun 
genauer studiren; zunächst insoweit die Kenütniss ihrer Eigenschaften 
für die Untersuchung der Formen zweiter, dritter und vierter Ord- 
nung nothwendig wird. 

Die einfachste Art, aus zwei Formen 

^ = ^,« 

durch Anwendung dieser Symbole Co Varianten zu erzeugen, besteht 
darin, dass man den Ausdruck bildet. 

(1) * ■ w^isp^y^tp/^-^^fj^-^ 

und zwar entstehen so ofiFenbar die einzigen Formen, deren symboli- 
scher Ausdruck die Symbole von q> sowie von V' nur einäial ent- 
hält. * 

Der Ausdruck (1) besitzt die Invarianteneigenschaft; er ist für die 
Coefficienten von g) und ^ linear. Die Zahl äj kann von (wo man 
das Product von 9? und ^ erhalten würde) bis zu derjenigen der Zah- 
len m und n gehen, welche die kleinere ist, beziehungsweise, wenn 
m und n gleich sind^ bis zu diesem Werthe, wo dann die Invariante 

entsteht. 

Die Bildung (1) soll als fc*® Ueberschiebung von q> über 'if 
bezeichnet werden. Man kann sie auf eine Combinatiqji der Dififeren- * 



* Diese Bildungen sind von Cayley, fourth memoir upoii quantics, angege- 
ben und behandelt worden; sie sind zugleich der einfachste Fall der von Aroa- 
hold (Borchardt's Journal Bd. 02) betrachteten „JFundamentalinvarianten.". 



KX) Vierter Abschnitt. Theorie der Formen 

tialquotienten von q> und ^ zurückführen; denn da aus der symboli- 
schen Form von 9? und ^ folgt, dass 

~-^.=n . n - 1 . . . (w-Ä-i + l) . ^^'-*- . V^aS 

so ergiebt sich aus der Auflosung der Potenz von {(ptif) in (l) die 
Gleichung : 

(2) T7= - - 

^ wi.m — l...(m— Ä+1) w.n— l...(n--Ä;+l) 

)dxy dx} 1 dx^-^dx^'dx^-^dx^'^"^^ ^ dxf dx^^' 
Bei fc= 1 erhält man die Functionaldeterminant^der beiden Formen : 

bei Ä; = 2 einen der Invariante zweier quadratischen Formen analog 
gebildeten Ausdruck 

n 

___ _ 1 py ay ^ a^V a^^ rV a^^ ( 

u. 8. w. 

Diese Bildungen stehen in einem genauen Zusammenhange mit 
der Operation ^, welche in § 6. die Polaren ergab. Wendet man 
diese Operation auf 9? in seiner symbolischen Form an, so erhält man 
sofort: 



Man erhält also die üeberschiebungen von -»p über 9, 
wenn man in den Polaren von g) die Veränderlichen y^, y^ 
durch die Symbole ^g, — ^^ von ^ ersetzt und die ent- 
sprechende Potenz von ^^ als symbolischen Factor hinzu- 
fügt. Man hat nämlich so 

aus ^q>\ (9)^) g^x*"""^^*"""^ 



„ ^^9): (9^)*9x"'-^^, 



m — 2,/. n — 2 



Statt zweier Formen 9, ^ kann man auch zweimal dieselbe Form f 
benutzen, also diese über sich selbst schieben. Aber alsdann reducirt 
sich die Anzahl der üeberschiebungen; 'es verschwinden alle diejeni- 
gen^ für welche Ä eine ungerade Zahl ist, weil diese Formen durch 
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Vertauschung der beiden jetzt gleichbedeutenden Symbole das Vor- 
zeichen ändern. Aus einer Form 

ergeben sich also folgende Ueberschiebungen der Form über sich 
selbst: 

Es sind dies die Covarianten bez. Invarianten zweiten 
Grades in den Coefficienten, welche die Form f zulässt. 
Denn eine Covariante, welche in den Coefficienten von f nur vom 
zweiten Grade ist, kann nur zwei Arten von Symbolen, etwa a, fe, 
enthalten, und also keine anderen symbolischen Determinantenfacto- 
ren, als eine Potenz von {aV). 

Unter diesen Covarianten hat die erste ein besonderes Interesse. 
Sie ist nach (2) gleich 

unterscheidet sich also nur durch einen numerischen Factor von der 
Determinante der zweiten Differentialquotienten von f: 

C *c I C »X/t C Jl/a 



welche nach ihrem Entdecker die Hesse'sche Form genannt wird. 

Indem man von einem gegebenen Functionensystem ausgeht, kann 
man zunächst die Formen des Systems über sich selbst und über ein- 
ander schieben. Man gewinnt hierdurch ein einfaches System von 
Invarianten und Covarianten, und indem man die letzteren dem Sy- 
steme der gegebenen Formen hinzufügt und auch sie bei den Ueber- 
schiebungen benutzt, erhält man weitere Bildungen, welche immer 
in gleicher Weise zur Erzeugung neuer Gebilde verwerthet werden 
können. 

Man sieht, dass auf diese Art eine Reihe von Bildungen entsteht, 
die ein gemeinsames Bildungsgesetz haben; ein Gesetz, welches sowohl 
durch die symbolische Formel (1) ausgedrückt werden kann, als durch 
die von der symbolischen Bezeichnung ganz unabhängige Formel (2). 

Diese Bildungen erhalten eine hohe Wichtigkeit dadurch, dass, 
wie man nachweisen kann, alle Invarianten und Covarianten 
einer Function oder eines simultanen Systems sich aus 
Ueberschiebungen zusammensetzen lassen. Die Operation 
des Ueberschiebens liefert also sämmtliche Invarianten und Covarian- 
ten ebenso, wie die symbolischen Bildungen, welche iiv % VL. ^^ä^kSst 
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dert wurden, aber sie liefert dieselben in einer einfacheren und über- 
sichtlicheren Gruppirung. 

Ich werde jetzt eine Reihe von Sätzen geben, welche den Zu- 
sammenhang des Ueberschiebungsprocesses mit den allgemeinen sym- 
bolischen Bildungen zum Gegenstande haben, r fj c 

iJ 'j* ^ ^^ ' ü^ I '7/3 



S' 



§ 81. ZarfickfQhrnngr aller CoTarianten und Inyarianteii auf 

Ueberschiebungen. 

1. Jede Covariante oder Invariante TT einer Form 
oder eines simultanen Systems, welche in Bezug 
auf die Coefficienten einer Grundform n*®' Ordnung 
fYom w**** Grade ist, entsteht durch üeberschiebun- 
gen von f mit Covarianten, welche in Bezug auf 
die Coefficienten von f nur vom (w — l)*®** Grade 
sind.* 

Um diesen Satz zu beweisen, nehme ich an, es sei irgend eine 
Covariante oder Invariante TT in symbolischer Darstellung gegeben. 
Irgend eine der symbolischen Coefficientenreihen , die von f in der- 
selben herrühren, sei a^, a^. Schreiben wir überall statt a^, a^ zwei 
neue Veränderliche, t/g ^^^ "~ 2/ w ^^^ lassen die Potenz von {xy) aus, 
welche dabei etwa von einer Potenz eines symbolischen Factors a^ in 
TT herrührt, so entsteht eine Function d", welche zwei Reihen von Ver- 
änderlichen enthält, die ursprünglichen a;, , x^, und die jetzt eingeführ- 
ten t/j, t/gj welche ferner die Coefficienten von fnwc noch zur (m — 1)**° 
Dimension enthält. 

Aber es wurde in den §§ 7. 8. gezeigt, dass eine solche Form d" 
sich aus der identischen Covariante {xy) und aus den Polaren gewisser 
Functionen mit nur einer Reihe von Veränderlichen zusammensetzt. 
Denn nach Formel (7) des § 8. hat man, wenn ft und v die Ord- 
nungen von &• in Bezug auf die x und die y bezeichnen: 

(1) d^ = ^^D^d^ + a^f^^^ {xy) z^»'-» D^-i Sld^ 

+ a/^'' {xyy ^^-'^D^-'^ Sl^^ + . .. . 

Stellen wir nun die Formen 
durch die Symbole 



* Die in diesem und dem folgenden Paragraphen gegebenen Sätze und Me- 
thoden gab zuerst Herr Gordan in Borchardt's Journal Bd. 69 und im 2. Bande 
der Mathematischen Annalen. Die letztere Abhandlung insbesondere ist auch in 
den folgenden beiden Abschnitten vielfach benutzt. 
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dar, so ist nach dem vorigen Paragraphen 



und der Ausdruck für %• wird also: 

Will man nun von dieser Darstellung der Function d" zu der 
Function TT zurückgehen, so hat man nur virieder y^ und y^ durch 
— GTg und aj zu ersetzen, und mit «j:"— *' zu multipliciren. Man erhält 
sodann für die gegebene Function TT den Ausdruck: 

(2) TT = (a9?)»'9/a;r"-*'+ai'''*'(aV')*'-"^V'*^^^ «*"-•'+* 

welcher in der That eine Summe von Ueberschiebungen ist, wie der 
Satz es verlangt. 

Die Bildung von TT ist also auf die Ueberschiebungen von f mit 
den Covarianten 

zurückgeführt, welche für die Coefficienten von /* nur vom (m— 1)*®" 
Grade sind. Zur Charakterisirung der dabei auftretenden Ueberschie- 
bungen dient die folgende Bemerkung: 

2. Die Ordnung der höchsten Ueberschiebung, 
welche zur Bildung von TT hier nöthig ist (v), ist 
die Zahl, welche angiebt, wie oft das herausgeho- 
bene Symbol (a) in symbolischen Determinanten- 
factoren auftritt. 

Eine Ableitung einer Form TT aus Formen, welche die Coefficien- 
ten von f in einer um die Einheit niedrigerei^ Dimension enthalten, 
ist auf so viel verschiedene Arten möglich, als verschiedene Symbole 
von /* in TT aufiareten. 

Der vorstehende Gedankengang wird übrigens in keiner Weise 
geändert, wenn man nicht ein Symbol a einer der Grundfonctionen, 
sondern ein Symbol irgend einer Covariante d^Qj" heraushebt, 
welche in der symbolischen Darstellung von TT etwa vorkommt. Man 
hat dann die Formel 

und kann daher auch den Satz aussprechen: 
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3. Jede Covariante TT, welche in ihrer symboli- 
schen Darstellung etwa ein Symbol einer Covariante 
enthält, entsteht durch üeberschiebungen von ö 
mit anderen Covarianten. 

Stellen wir uns nun vor, eine gegebene Covariante oder Invariante 
TT werde zunächst vermittelst der Formel (1) aus einer Reihe von Co- 
varianten abgeleitet, welche die Coefficienten von f in einer um 1 
niedrigeren Dimension enthalten; auf diese wendet man dasselbe Ver- 
fahren an und fahrt so fort, bis keine Coefficienten von /' mehr vor- 
kommen. Man hat so den Satz: 

4. Jede Function TT entsteht durch wiederholtes 
Ueberschieben von f über Covarianten, welche die 
Coefficienten von f nicht mehr, sondern nur noch 
die der übrigen Functionen des gegebenen Systems 
enthalten. 

Diese Covarianten, welche die . Coefficienten der einen Form f 
nicht mehr enthalten, seien P, Q, R.,, , Die gegebene Function TT 
ist also zurückgeführt auf wiederholte üeberschiebungen von f mit P, 
Qj R ... , Es ist also TT in eine Reihe von Covarianten zerlegt, deren 
jede ausser den Symbolen von f ein Symbol je einer der Formen P, 
Qj 11... enthält. Betrachten wir eine, etwa die erste, dieser Co- 
varianten. Sie entsteht nach dem dritten Satze dieses Paragraphen 
durch Ueberschiebung von P über eine Form, welche nun nur noch 
die Symbole von f enthält, also eine Covariante von f allein. Man 
darf demnach sagen: 

5. Jede Covariante oder Invariante eines simul- 
tanen Systems entsteht durch üeberschiebungen 
von Covarianten einer Form des Systems mit Co- 
varianten, welche nur die Coefficienten der übri- 
gen enthalten. 

Man erhält hieraus sofort einen üeberblick über die Art und 
Weise, in welcher die Bildung der Covarianten und Invarian- 
ten eines simultanen Systems geschieht. Man bildet zuerst die 
Covarianten und Invarianten aller einzelnen Formen ; schiebt dann die 
Covarianten der ersten Form über die der zweiten, sodann die resul- 
tirenden Covarianten über die Covarianten der dritten, die so erhal- 
tenen Resultate über die Covarianten der vierten u. s. w. Nur ist 
dabei zu beachten, dass als Covarianten dabei nicht nur die einfachen 
und unzerfällbaren Covarianten einer Form, sondern auch ihre Potenzen 
uad deren Producte sowohl unter einander, als mit ihrer Grundform 
und deren Potenzen verstanden werden. 

Gelangte man zu diesen Sätzen, indem man einer gegebenen Co- 
variante oder Invariante TT die Symbole einer bei ihrer Bildung be- 
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nutzten Grundfunction entzog, so kann man nun überhaupt fragen, 
was übrig bleibt, wenn man einer Function TT eine Anzahl von Sym- 
bolen entzieht, mögen dieselben von einer oder von verschiedenen 
Grund Functionen oder endlich von Covarianten derselben herrühren. 
Die Formel (1) führte ncich Entziehung eines Symbols auf die For- 
men q), tlff %•" ' ^^^ symbolischen Darstellungen dieser Formen haben 
offenbar alles das gemein, welches bei dem üebergauge von TT zu ^ 
und bei der Anwendung der Operationen D und Sl nicht verändert 
wurde. Dieses Gemeinsaaie ist nichts anderes, als das Product der- 
jenigen in TT auftretenden symbolischen Determinanten, welche das 
entzogene Symbol a nicht enthalten. 

In ähnlicher Weise werden wir, wenn wir den Formen qp, ^, X"- 
ein weiteres Symbol h entziehen, auf eine Reihe von Formen geführt, 
welche nur noch diejenigen in TT auftretenden symbolischen Determi- 
nanten als gemeinsamen Factor enthalten, in denen auch das Symbol 
b nicht vorkommt. 

Fahren wir so fort, so erhalten wir folgenden Satz: 

6. Eine Covariante oder Invariante TT, welche ein 
gewisses Product P symbolischer Determinanten- 
factoren enthält, kann immer durch Ueberschiebung 
mit Covarianten erzeugt werden, welche das Pro- 
duct P und ausser den in ihm vorkommenden keine 
weiteren Symbole enthalten; TT ist also in eine An- 
zahl von Theilen zerlegbar, deren jeder die Coef- 
ficienten wenigstens einer dieser Covarianten in 
homogener Weise enthält. , 

Wir wollen nun annehmen , es sei eine Invariante oder Covariante 
TT gegeben, welche die Coefficienten der simultanen Formen 

enthält, und denken wir uns der Einfachheit wegen dieselbe als ein 
symbolisches Product; wäre sie es nicht, so könnten wir sie doch in 
solche Theile zerlegen und diese einzeln behandeln. Entziehen wir 
dem symbolischen Producte allmälig alle von f, (p, ^... herrührenden 
Symbole, so erkennen wir, dass TT durch successive Ueberschiebungen 
dieser Formen /", 9, ^ ... über Formen erhalten wird, welche nur von 
P, Oy W ... abhängen, also über simultane Covarianten von P, O, 'P*... . 
Diese seien P, Q, P... . Man kann also TT als Aggregat von Formen 
darstellen, welche nur die Symbole von f, 9, ^... und je einer der 
Formen P, Qy P... enthalten. Demnach entstehen diese Theile von 
TT durch Ueberschiebungen je einer der Formen P, Q, P ... über For- 
men, welche' nur von f, q>, ^... abhängen, d. h. über simultane Co- 
varianten von f^ <p, ^.., . Und man kann also den Satz aussgrechftvs^v 
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7. Jede simultane Covariante von 

entsteht als Aggregat von Ueberschiebungen simul- 
taner Covarianten von f, q>j ip,,, über simultane Co- 
varianten von F, Oy W,.,, 

Dieser Satz wird später als die Grundlage der Untersuchung si- 
multaner Formen benutzt werden. 



§ 82. CoTarianten and Inyarianten einer binären Form. 

Man ist durch das Vorhergehende in den Stand gesetzt, auch für 
die Bildung der Covarianten und Invarianten einer Form f ein ge- 
wisses Schema sich zu entwerfen. Man bildet zunächst aus f, indem 
man es über sich selbst schiebt, die Formen zweiten Grades in den 
Coefficienten, welche schon oben (pag. 101.) angegeben wurden und 
zu denen nur noch die nullte Ueberschiebung von f über sich selbst, 
nämlich sein Quadrat, hinzuzufügen ist. Sodann schiebt man f über 
alle diese Formen mal, l mal, 2 mal u. s. w., was dann die Gesammt- 
heit aller Invarianten und Covarianten ergiebt, welche vom dritten 
Grade in den Coefficienten sind, und in gleicher Weise geht man zu 
Bildungen vierten etc. Grades über. 

Die Bildungen, welche man erhält, sind freilich noch unendlich 
an Zahl; es sind noch verschwindende jind zerfallende unter ihnen, 
sowie solche, welche sich durch andere ausdrücken lassen. Von die- 
sen Gesichtspunkten wird später ausführlicher zu reden sein. Hier 
mögen nur zwei Momente hervorgehoben werden. Einmal, dass hier 
als die natürliche Anordnung aller Bildungen die nach ihrem Grade 
in den Coefficienten erscheint, nicht die nach ihrer Ordnung in den x. 
Zweitens, dass die Invarianten eine eigenthümliche Stellung einneh- 
men , insofern sie Ueberschiebungen nicht zulassen. Eine Invariante . 
bildet daher immer den Schluss einer Reihe von Bildungen; sie giebt 
zu weiteren Bildungen von höherem Grade in den Coefficienten nicht 
mehr Veranlassung. 

Um die Anordnung aller auf dem Wege des Ueberschiebens er- 
haltenen Bildungen in vollständig bestimmte Eeihenfolge zu bringen 
und auf diese Art ein deutliches Bild des ganzen Systems zu gewin- 
nen, wollen wir Folgendes festsetzen: 

• 1. Die Formen werden zunächst nach ihrem Grade in den Coef- 
ficienten geordnet, wie oben gesagt wurde.' 

2. Innerhalb der Formen von gleichem Grade m kommen zuerst 
alle diejenigen, welche aus den Formen (w— 1)**" Grades durch die 
nullte Ueberschiebung (Multiplication) mit f entstanden sind, dann 
diejenigen, welche durch die erste Ueberschiebung entstehen u. s. w. 
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3. Innerhalb einer dieser kleineren Gruppen folgen die Bildungen 
einander, wie die Formen (m— 1)'®° Grades, aus denen sie entstan- 
den sind. 

Bezeichnet man also die Formen {m—\)^^ Grades in den Coef- 
ficienten, auf welche dieser Process bei einer Form f von der n**^ 
Ordnung führt, etwa durch: 

so ist die Reihenfolge der Formen m*®' Ordnung: 

U. 8. W. 

Das ganze auf diese Weise aus f entwickelte Formensystem soll 
das System A genannt werden. 

Wenn aber oben bewiesen wurde, dass man alle Formen über- 
haupt aus den Formen dieses Systems zusammensetzen kann, so wird 
auch offenbar keiue Form übergangen, wenn man an Stelle jeder 
Form dieses Systems eine Combination derselben mit denjenigen For- 
men setzt, welche in dem System ihr vorangehen. Dies führt zu fol- 
gender wichtigen Betrachtung. 

Eine Ueberschiebung von f über eine gegebene Form TT führt 
im Allgemeinen, wenn TT durch andere Symbole gegeben ist, auf eine 
Summe symbolischer Producte, wobei es ganz gleichgiltig ist, ob 
diese anderen Symbole solche von f selbst oder von irgend welchen 
Covarianten sind. In der That folgt dies schon daraus, dass von TT 
zunächst eine Polare gebildet werden muss, wobei dann immer der 
Differenziationsprocess eine Anzahl von Gliedern hervorruft, wenn nicht 
etwa die Ordnung der Polare in den y die möglichst höchste ist, 
nämlich gleich der Ordnung von n in den x. 

Jedes Glied der hierbei aus TT gebildeten Polare ist eine Form 
%j wie sie in § 30. gebraucht wurde; welches Glied man aber auch 
wähle, immer geht es in TT selbst über (bis auf einen nicht ver- 
schwindenden numerischen Factor), wenn man die y wieder durch die 
X ersetzt. Wendet man also auf ein Glied der v*®° Polare von TT die 
Formel (1) § 3Ö. an, so ist immer D^'%^ wieder TT, bis auf einen nicht 
verschwindenden Factor. 

Geht man dann zu der Formel (2) jenes Paragraphen über, so steht 
links eine Form, welche entsteht, wenn man in einem Gliede der Polare 
2/i> ^2 d^rch «2, —«1 ersetzt und mit der betreffenden Potenz von a^ 
multiplicirt; rechts steht die entsprechende Ueberschiebung, und so- 
dann niedere Ueberschiebungen über Formen von gleichem Grade wie 
TT, also Formen, welche in der oben festgestellten Reihenfolge der 
Formen der an erster Stelle stehenden Ueberschiebung ^^«»awigäMi»--»**-- 
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Man kann also statt dieser üeberscliiebung den links befindlichen 
Ausdruck setzen. Ein solcher Ausdruck soll als Theil einer Ueber- 
schiebung bezeichnet werden 5 eine Bezeichnung, welche später in 
grösserer Ausdehnung eingeführt und erläutert werden wird. Die obigen 
Betrachtungen lassen sich dann in folgenden Satz zusammenfassen: 

Das System A hört nicht auf, alle Formen zu ent- 
halten, oder vielmehr alle nur denkbaren Covarian- 
ten und Invarianten mittelst numerischer Factoren 
linear aus seinen Formen zusammensetzen zu las- 
sen, wenn mau die v^ Ueberschiebung Sl von f mit 
einer Form TT durch einen ihrer Theile, ü^,, ersetzt. 
Aber andererseits kann man zu weiteren Ueberschiebungen jetzt 
sich dieser Form Sl^^ bedienen, statt der aus TT zu bildenden Ueber- 
schiebung ü. Denn da SIq sich von Sl nur durch frühere Formen 
des Systems A unterscheidet, so kann auch die Ueberschiebung von 
Sl^^ mit f von der .Ueberschiebung von ^ mit /" nur um frühere For- 
men des Systems A verschieden sein. 

Man erhält also alle Invarianten und Covarianten von f 
(worunter ich die Formen verstehe, aus denen alle möglichen sich 
mittelst numerischer Factoren linear zusammensetzen lassen), wenn 
man bei der Aufstellung der Tafelt die Operation des v*®" 
Ueberschiebens von f mit TT überall ersetzt durch die Ope- 
ration, dass aus der v*®" Polare von TT irgend ein Glied ge- 
nommen wird, in diesem y^, y^ durch a.^, — a^ ersetzt wer- 
den und mit a^;""* multiplicirt wird.* 



* Beispiel : Es aoU f= a^" über die Covariiinte zweiten Grades 



•.,^„_2,_^„-2 



zweimal geschoben werden. Man bildet die Polare: 

Da die Symbole a, h vertauschbar sind, so kann man hierfür setzen: 

lUldet man nun wieder die Polare hiervon, also die zweite Polare der Co- 
Variante, so hat man: 



{ahy j (n-2) aj^-' hj'-' a h +\n-^) a^'^ h"-' b'\. 



Mau erhält die gesuchte Bildung, wenn man hierin y,, y^ durch C2, — Ci ersetzt 
und mit c^~'' multiplicirt, also: 



(a?,)2 [ („ _2) «;'- ^ h;-''' {ac) {hc) cj"-'^ -f (n- a) a/" ^ h^'^ {hcfc;-'^\ , 



_.! (^;/2,,,. oN^ «-3,. «-.^/^^^ /,_x^ n — 2 , /., oa ^ «-2 j.n- 1 /,_x2^ »-2, 

2 n - 

eine Form, welche aus den beiden Formen 

{ahf (ac) (hc) a;-'^ 6/^^ c/-^ 

2.. n — 2 i n— .4 ^ « — 2 



{abf {bcf aj'--' bf-* cj 
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Man erkennt hieraus, wie wandelbar das Formensystem A ist, 
und wie mannigfache Veränderungen in demselben vorgenommen wer- 
den können, ohne dass weder die Vollständigkeit Abbruch, noch 
eigentlich die Reihenfolge der Formen eine Veränderung erleidet. 

Die Vortheile, welche die Ersetzung des Ueberschiebens durch 
die eben geschilderte Operation hat, sind mannigfaltig. Zunächst 
sieht man, dass es bei der neuen Form der Operation möglich ist, 
die ganze Tafel aus Formen, zusammenzusetzen, welche in den Sym- 
bolen von f einfache symbolische Producte, nicht aber Summen von 
solchen sind. In der That hat man, um von den Formen (m— 1)*®** 
Grades zu denen des w*®° Grades überzugehen, nur in jeder Form 
(w—l)*^° Grades beziehungsweise in 1, 2... der linearen symbolischen 
Factoren x^, x^ durch a^,, — a^ zu ersetzen und mit öx"""*, ax"*"^... 
zu multipliciren. 

Stellt es sich hierbei heraus, dass man auf irgend ein symboli- 
sches Product kommt, welches entweder identisch Null oder aus frü- 
heren Formen der Tafel linear zusammensetzbar ist, so kann man das- 
selbe ganz übergehen; denn Alles, was aus ihm entstehen könnte, 
wäre immer aus Formen zusammensetzbar, welche der jedesmal behan- 
delten Bildung in dem ursprünglichen oder dem modificirten Systeme 
A vorangehen. 

Man kann sich von diesem Stai\dpunkte aus eine Vorstellung 
bilden über die Lösung des wichtigsten Problems , welches diese Theorie 
zu lösen hat, nämlich der Aufstellung eines vollständigen Sy- 
stems von Invarianten und Covarianten einer Form; d.h. 
eines Systems solcher Covarianten und Invarianten, als deren gjjnze 



zusamni engesetzt ist. Die letzte Form fallt fort, wenn ti<<4, und die Untersuchung 
der Bildung mag für diesen Fall damit abgeBchlossen sein. Ist dagegen n^4, so 
kann man der ersten mit Anwendung der Identität § 15. II. auch die Gestalt geben : 

■i {ahf a/--" t,"-* c/-' I {flcf bj + (l>cf 'aj- (abf ej\ , 
oder, da die ersten beiden Theile identisch sind: 

(abf (bcf a/- •■' 6/-" c/ - 2- i {ab)* a/-" ?,/- ■• . f, 
80 dass die gesuchte üeberschiebung auch die Form annimmt: 

Diese Bildung besteht aus dem Producte der früheren Formen 

f, (ab)*aJ'-Hj'-*, 
und aus dem Theile 

{ah)\bcfa:-H:-*c:-\ 
welcher aus dem Gliedc 

{abf a:-H,--H^^ 

der zweiten Polare entsteht, indem man yi, y^ durch c*, — Ci ersetzt ;md mit 

c """^ multiplicirt. 
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rationale Function mit numerischen Coefficienten eine jede Invariante 
oder Covariante von / sich darstellt. Es giebt, wie sich zeigen wird, 
immer ein endliches System, welches dieser Bedingung genügt; dasselbe 
ist nicht völlig fest, insofern Formen gleichen Grades und gleicher Ord- 
nung dabei verschiedenartig combinirt werden, und höhere Formen 
durch Hinzufügung von Potenzen und Producten niederer modificirt wer- 
den können. Doch genügt es offenbar in jedem Falle, wenn man ein 
vollständiges System aufgestellt hat. S9lche Systeme sind ganz ver- 
schiedenen Charakters für Formen verschiedener Ordnungen, und die 
Bildung derselben erfordert jedesmal besondere Betrachtungen. Aber 
um den Beweis zu liefern, dass ein solches System, wenn es gegeben 
vorliegt, wirklich alle Bildungen umfasst, welche zu berücksichtigen 
sind, bedürfen wir jedesmal nur der oben entwickelten allgemeinen 
Sätze. Sei 

das fragliche Systeig von Govarianten und Invarianten, wobei dia A 
Covarianten, die B Invarianten bedeuten sollen. Jedenfalls enthalten 
diese Formen die Form f selbst, und da dieses die einzige Form 
ersten Grades in den Coefficienten ist, welche man überhaupt bilden 
kann, so enthält das System der Ai und Bi in der That alle Formen 
ersten Grades. Nehmen wir nun an, dass für alle Formen bis zum 
(w — !)**** Grade inclusive die Formen -4,, jB, das vollständige System 
in der That bilden, und beweisen wir, dass dieses dann auch noch 
für die Formen m^^ Grades in den Coefficienten gilt, so ist die Voll- 
ständigkeit des Systems der Aij Bi allgemein nachgewiesen. 

Man hat also nur zu zeigen, dass die Ueberschiebungen von f 
über Producte (wt — 1)*«° Grades von der Form 

TT = ^1«' ^/« . . . Ay'^V 

(denn so nur entstehen nach dem Obigen Formen w*®** Grades) wie- 
der ausschliesslich auf Formen führen, welche durch Aggregate von 
Producten der Ai und Bi ausdrückbar sind. Dabei kann man aber 
wieder die Operation des üeberschiebens durch die oben entwickelte 
Modification ersetzen, nach welcher man nur in A < n symbolischen 
linearen Factoren von TT die x durch a^, — «i ersetzt und mit üjc^^^ 
multiplicirt. Indem man die hierzu auszuwählenden symbolischen Fac- 
toren auf einige der in TT auftretenden Covarianten zusammendrängt, 
sieht man, dass es sich nur noch um eine beschränkte Anzahl von 
Bildungen handelt, welche zu untersuchen sind und welche als aus 
Producten der -4, B zusammensetzbar nachgewiesen werden müssen; 
eine endliche Anzahl, welche durch geschickte Anordnung möglichst 
zu verkleinem ist. 

Auf diese Weise wird der betreffende Beweis unten bei den For- 
men dritter und vierter Ordnung geführt werden. 
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|8S. Die bin&ren Formen ivelter Ordnnng-* 
Die vorstehend entwickeltea Gesichtspunkte genügen, um voll- 
ständig die Formen zweiten, dritten und vierten Grades zu behan- 
deln, welche durch ihren Zusammenhang mit der Auflösung der Gleitii- 
ungen zweiten, dritten und vierten Grades ein besonderes Interesse 
haben. Indem ich zu der Behandlung dieser Formen jetzt tibergehe, 
wird sich zugleich die Auflosung dieser Gleichung ihrer wahren Natur 
nach herausstellen; zugleich aber werden die für die Begrenzung der 
entstehenden endlichen Anzahl von Covarianten und Invarianten zu 
führenden Beweise die oben eutwickelten Principien erläutern. 

Was die quadratischen Formen betrifft, welche durch die sym- 
bolischen Ausdrücke 

f=aj = bj... 

definirt sind, so ist schon vriederholt von der Invariante 

I>=(aJ)' 
die Kede gewesen, welche durch die zweite Ueberschiebung von f 
über sich selbst entsteht. Der pag. 41. gegebene Satz, dass jedes einen 
Factor {«t)*"-' enthaltende symbolische Product auch so dargestellt 
werden kann, dass es (aft)'"" enthalt, lehrt nun sofort, dass jede Co- 
variante oder Invariante TT von /", welche überhaupt symbolische De- 
terminanten factoren ergiebt, immer D als Factor enthält. Jede solche 
Form TT zerfällt also in das Product von D mit einer in den Coef- 
äcienten niederen Form, und man sieht also, dass jede Form TT ans 
einer Potenz von D bestehen muss, multiplicirt mit einer Form, welche 
keine symbolischen Determinantenfactoren mehr enthält, also eine Po- 
tenz von f ist. 

Und so hat man den Satz: 

£ine quadratische Fkrm besitzt keine Cova- 
riante und nur eine Invariante, nämlich D, 

Diese Invariante ist selbstverständlich zugleich die Discriminante, 
was auch mit ihrem Grade in den Goefficienten übereinstimmt und 
ausserdem in § 29. bereits gefunden wurde. 

Die allgemeinste Form der Auflösung einer quadratischen Gleich- 
ung f= 0, d. h, die Aufsuchung ihrer linearen Factoren in symmetri- 



* Die hier folgenden AuflOauugen der GleichuDgen zweiten, dritten und vi 
tenGradüs gab Herr Cayley im Weaentlidicu scbwi im /Ifth mcinmr iipmi Quc 
tica, Phil. Trana. vol. 148. Di» Unten'ul^lmQg des Formen ziisanKneuliHtign , ii 
besondere die Anwendung de« FroceaBeH 3 bei den cubiitchen und biquadrsitiBohon 
Formen, entstand ans Debertragong einer von Herrn Aroubold im 66- StUld*4 
Borchardt'achen Jonmala bexilglioh der t^miiren oubiKhen FonUn H 
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scher Gestalt, knüpft an die symbolische Darstellung von D unmittel- 
bar an. Quadriren wir die Identität 

ajcly — bxay=: (ab) (xy), 

und lassen wir a und b dann Symbole von f bedeuten, so erhalten wir: 

(1) D . (xyy = aj . by^ — 2a:^ay . ba by + Oy^ . bj. 

Rechts ist der erste Term mit dem dritten identisch ; a,^ oder 6,* 
ist die Form f selbst, Uy^ oder by^ dieselbe Form mit willkürlichen, 
etwa constant zu denkenden Argumenten y geschrieben, was durch 
f^^ bezeichnet werden mag; endlich ist 

«««y . bxby 

das Quadrat des in den x linearen Ausdrucks g) = axC(y. Man erhält 
daher aus (1): 



f= 



D 

9* + "2 (^y) 



/ö 

Die rechte Seite ist hier ohne Weiteres in Factoren zerfällbar, und 
man hat also: 

f= _ 

Die Auflösung der Gleichung f=0 besteht darin, dass man einen 
ihrer linearen Factoren gleich Null setzt, also entweder 

und das Ycrhilltniss der x daraus bestimmt. 
Ist 

f = CIqX^ "T ^ dl X^ X^ "r ^2*^2 ? 

SO ist 

^ = K/A + «1 2/2) ^1 + («1 Vv + «2 y^ ^2; 

Die Auflösung der Gleichung /*= findet man also aus der linea- 
ren Gleichung: 

(ßoVi + ^1 y^) ^1 + («is/i + «2^/2) ^2 + (^1 2/2 - yi^i) Ai'-«o«2 = ö, 

aus welcher folgt: 

5 ^ _ a, y, + a, y^ + y, }/a,^- Oyä^ 
^2 a^^yi + a^ y^ + y^ iK«^— »o^a 



zweiter, dritter und vierter Ordanng. — • g 3ä. 113 

Die Grössen y haben nur scheinbar Einfluss auf den Werth dieses 
Ausdrucks und dienen nur dazu, gewissermassen alle Formen gleich- 
zeitig darzustellen, welehe die AuflSBong anzunehmen vemiBg; jede 
besondere Form derselben erhält man, indem ipan den y specielle 
Werthe beilegt. Aber unter diesen Formen ist keine, welche vor der 
andern besondere Yorzflgc hat. 

Die geometrische Betrachtung, durch welche diese Auflösung der 
quadratischen Gleichungen interpretirt werden kann, ist folgende. Die 
vier Elemente 

(»y) = (derPnnkty), 
9 = 0, 

9+{a:y)^-f = 0, 

von denen die beiden letzten die Factoren von f geben, bilden ein 
harmouiaches System. Indem man also ein beliebiges Element y an- 
nimmt und zu ihm und denen, fOr weldie /" verBchwindet, das vierte 
harmonische sucht, erhält man das Element fp = 0. Legt man diese 
beiden zu Grunde, indem man etwa 

{xy)=%, g> = i} 
setzt, so gehören die Elemente, ftlr welche f verschwindet, einer In- 
volution an, welche £ = und ii = zu Doppelelementen hat (§25.). 
Diesem Umstand entspricht es, dass die Gleichung qg = in die reine 
quadratische 



Qbergeht, und indem i 



i' + jv- 



l 



=±/^ 



daraus findet, erhält man das besondere Elementenpaar der Involution, 
für welche das VerechwiDden von f eintritt. 

Bei positivem Werthe der Discriminante sind die Wurzeln einer 
quadratischen Gleichung mit reellen Coeffidenten conjugirt imaginär, 
bei negativem reell. 

Die binären Formen zweiter Ordnung enthalten nur einen spe- 
ciellen Fall, den nämlich, in welchem die Discriminante verschwindet 
und f ein volles Quadrat wird. FOr die Auflösung tritt dann an Stulle 
von f=0 die lineare Gleichung y = Q j_ ^r en linke Seite mit /'in 
diesem Falle diirch die Gleichung 



verbunden ist. 

Cltbioh, TbMil 
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§ 84« CoTarlanten nnd Inyariaiiteii der cnblgehen Formeii. 

Eine cubische Form f besitzt nach § 30. zunächst eine Form 
zweiten Grades in den Ck>efficienten, welche zugleich von der zweiten 
Ordnung ist, die Form 

Bedenkt man, dass aus jeder einer Form (n— 1)*" Ordnung zu- 
jrehörigen Covariante oder Invariante offenbar eine einer Form n*^ 
Ordnung zugehörige Covariante entsteht, indem man jedem Symbol 
entsprechend einen linearen Factor hinzufügt, so erkennt man, dass 
A sich aus der Invariante D der quadratischen Formen unmittelbar 
ableitet, indem man nur die Factoren a^, hx derselben hinzusetzt.* 

Bezeichnen wir symbolisch die quadratische Form A durch A«^ 
oder tk'jT, so hat die dieser zugehörige Invariante, welche zugleich 
Invariante von / ist, zunächst in den Symbolen A die Form 

(2) U=(AA ')'.** 

Es ist nach §29. die Discriminante von /*. 

Wollen wir in dieselbe die Symbole von f einf&hren, so können" 
wir zunächst A' herausschaffen, indem wir davon ausgehen, dass JS 
aus AV entsteht, indem man x^ durch Aj, x^ durch —A^^ ersetzt. 
Nimmt man nämlich für A',* seinen Ausdruck in den Symbolen von fi 

so findet man 

(3) R = {ahy{aA){hA). 

Will man auch die Symbole A beseitigen, so kann man sich die 
letzte Form von R entstanden denken, indem man in A^A, für 
x^, x^ die Symbole a^j —dit ftür y^, y^ die Symbole 6,, — 6^ setzt 
nnd dann mit {aby multiplicirt. Schreibt man nun mit Anwendung 
neuer Symbole: 

A,« = (cd)*Cxrfj., 

so ist, indem man nach den x differenzirt, mit den y entsprechend 
multiplicirt und die halbe Summe der Producte nimmt: 

A.. Aj, = i(cd)« {c,dy + dsCy), 

80 hat man 

A = 2 ' "°^* + "i ^ aiXt+a2Xt 
\aiXi-\-afXt OtXi + a^Xt 

= 2 ((loa, - a,«) a;,« + 2 (rtoOs - Oi <h) a?i a?, + 2 (a, a^ - o,*) a:,*. 
** Ii = 2 l4(aoa,-a,«)(a,a8-a,«)-(aoa8-a,a«)«j. 
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was übrigens y da die beiden Theile der rechten Seite durch die un- 
wesentliche Yertauschung von c mit d in einander übergehen, und 
also in Wirklichkeit gleich sind, durch 

(4) Ao: bky = (C d)* Cg dy 

ersetzt werden kann. Man hat also, wenn man nun die oben an- 
gedeuteten Operationen ausführt, endlich R in den ursprünglichen 
Symbolen ausgedrückt mittelst der Formel: 

(5) R = {abY{cd)^{ac){bd). 

Für die Berechnung von R hat die Formel (2) den Vorzug, dass 
man R aus den schon berechneten Coefficienten von A einfach zu- 
sammensetzt; aber auch für die theoretische Betrachtung ist der Aus- 
druck (2), welcher sich aus Symbolen einfacher zusammensetzt, wich- 
tiger als (3) und (5). Nicht auf die Endausdrücke durch die Coef- 
ficienten der ursprünglichen Form kommt es wesentlich an, sondern 
auf die einfachen und charakteristischen Zusammenhänge der verschie- 
denen Bildungen unter einander. 

Da A nur eine Invariante liefert, so können neue Formen zu- 
nächst nur durch üeberschiebung von A und f hervorgehen. Es giebt 
solcher Ueberschiebungen zwei. Die erste ist die neue Form 

(6) Q=^{cA)cJAs.* 

Man drückt sie durch Sjrmbole von f allein aus, indem man wie- 
der von der Formel (4), jetzt in der Gestalt AxAy = (a6)*a*6y, aus- 
geht. Setzt man in dieser y^ = — Cg, y^^^i ^^^ multiplicirt mit (öA), 
so geht A^rAy in Q über; man hat also c' 

(7) Q={ahy{cb)cja^. 

Die zweite Üeberschiebung von f mit A verschwindet identisch 
und giebt dadurch eine charakteristische Eigenschaft von A an. Man 
hat nämlich nach (1) 

(c A)2 c, = {ab)* {äc) {bc) c^r ; 

nun ändert aber das Product {ah) {ac) {bc) nur sein Zeichen, wenn 
man c mit a oder b vertauscht; es ist daher auch: 

• (c A)2 Cx = i {ab) {ac) {bc) \{ab) c, — {cb) a, — {ac) bsl 
Da nun nach § 15. I. der eingeklammerte Ausdruck identisch ver- 
schwindet, so hat man den zu beweisenden Satz: 

Die zweite üeberschiebung von A mit f ver- 
schwindet identisch. 



* Ausgeführt: 
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Da feraer jeder symbolische Ausdruck, welcher den symbolischen 
Factor (cA)^ enthiilt, durch Ueberschiebung der linearen (jovariante 
{cAY Cx mit anderen Formen entsteht, so verschwindet auch dn solcher 
Ausdruck immer, und es gilt der Satz: 

Jeder den symbolischen Factor (cA)' enthaltende 
Ausdruck verschwindet identisch. 
Es wird sich zeigen, dass mit A, jß, ^ der Kreis von Bildungen 
überhaupt abgeschlossen ist. 

§ 85. Die Corarlamte Q^ 

Eine wichtige Eigenschaft der Form Q tritt hervor, wenn man 

ihre erste Polare bildet. Es ist das Symbol Qx durch die Formel 

definirt: 

^3==(cA)c^«A„ 
daher hat man 

= (c A) 1 3 c* Ay + 2 Cx (cy Ax —CxAy)\. 

Da nun Cy A, — c« Ay= (cA) (rry) [§ 15. (VIl)l, so enthält der 
zweite Theil rechts (cAf als symbolischen Factor und verschwindet 
demnach identisch. Es ist also die erste Polare von Q in der ein- 
fachen symbolischen Form darstellbar: 

(1) Q.'Qy^{cA)Cx'Ay. 

Aus dieser Fojrmel fliessen die Ausdrücke der Ueberschiebungen 
von Q mit f. Die erste ist 

{aQ)ax^Qx^ = ^cA){aA)Cx^ax^, oder nach § 15. (TT): 
= ^Cxax\{cAyax^+{aAycx''-{acYAx'\ 

oder endlich, da die ersten beiden Theile rechts identisch ver- 
schwinden : 

(2) {aQ)aJQx'==-^A^. 

Femer ist, indem man in (1) x mit y vertauscht, und a^, — a^ 
für y^, y^ setzt, die zweite Ueberschiebung: 

(a Qy ax Qx= (cA) {acY a, A*. 

Aber nach § 34 (4) wird {ac^axicA) aus A'^rAy erhalten, 
wenn man y^ durch Ag, y^ durch — A^ ersetzt. Daher ist: 

(3) (a QY ax Q, = (A' A) A, A', = 0, 

identisch gleich Null, weil es durch die nichtssagende Vertauschung 
von A mit A' das Zeichen ändert. 

Endlich wird die dritte Ueberschiebung: 

(4) (a Qf = icA) {acy (a A) « R. [§ 34. (3) ] 
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Diese Gleichung, zusammen mit (3) giebt den Satz: 

Jede Form, welche den symbolischen Factor 
{aQ}^ hat, besitzt den wirklichen Factor R. 

Denn nach § 31. Satz 6. entsteht jeder solcher Ausdruck durch 
üeberschiebung anderer Formen über solche, welche den symbolischen 
Factor (a QY und kein anderes Symbol enthalten, also über (aQy a, Qjg 
und {aQ)^\ von diesen aber verschwindet die erste, die zweite giebt R, 

Ich bemerke, dass die Formel (2) als Folge eines allgemefnen 
Princips erscheint, wenn man den Satz beweist: 

Die Functionaldeterminante (erste üeberschie- 
bung) einer Function mit der Functionaldeter- 
minante zweier anderen ist, wenn alle Formen von 
höherer als der. ersten Ordnung sind, immer eine 
Summe von Producten niederer Formen. 

Seien, um dies zu beweisen, drei Formen von höherer als der 
ersten Ordnung gegeben: 

Die erste üeberschiebung der beiden ersten ist 

Daher die erste Polare von Q 

0,-»+»-» Q, = ^ ^^l_ g { (»» - 1) 9,— V, t.'-' 

+ (n-i)(p:r-*i>x''-^i>,\,- 

und also die erste Ueberschiebang Ton Q mit Xt welches die gesuchte 
Form ist: 

»=(Qz)Qx'"+"-'zx»-' 

= fn + n- ^ ' ^'"~ ^^ ^^^^ ''-""' ^•""' ^'"^ 

+ (n-1) (*j;) 9J,— > V»*"-* Z.'-' I • 
Nun ist nach § 15. (II) 

(9> t) (9> X)t>U = \\(.V *)* U' + i<P XY tJ - (^ Z)* <pJ\ ■ 
(ipg,) (^jr) 9>«Z, = i l(^('«p)*Z-* + (V'Z)»9'x*-(9>Z)*^x*t 5 

daher, wenn man dies einfiQhrt: 

(^) ^ = 2(Jrn-2) ^X-i(ycD-m 

wo <t>, T, X die folgenden zweiten üeberschtebimgeit bedeuten: 

(6) Y = (x*)« xJ' -' ♦•/•-♦' 
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Dies ist die im Satze erwähnte Darstellung. In unserem Falle 
ist /* für 9j A für ^, also Q t^ Q, endlich wieder /* für % zu setzen, 
und m = 3, n = 2, p = 3. Es ergiebt sich femer <t> = 0, X = 0, 
y ^- A , und damit die Formel (2). 

Eine zweite Eigenschaft der Form Q besteht darin, dass ihr 
Quadrat sich durch A, f, R ausdrücken lässt. Da 

ö=(«A)a,«A„ 
so ist 

^ = (aA)(&AOa,*VA.A',. 

Setzen wir hier zunächst für (ftA') a* den Ausdruck [§ 15. (I)j: 

(aA')6x~(a&)A^, 

so zerfällt Q^ schon in das Aggregat zweier Producte: 

^ = (a A) (a AO A, A', a, . /*- {ab) (a A) a, hj A, . A. 

Es ist femer nach § 15. (ü): 

(a A) (a A') A, A', = ^ { (a A)^ AV + (aAJA^iAAyaJ \ , 

wo das von den ersten lJCtaenGrlie(J«m rechts herrührende wieder 
identisch verschwindet, und daher ^C 

(aA)(aA')A,A',a, = -iJJ./: 

Endlich, wenn man in 

{ab) {atk)axbx^ ^x 

a mit b vertauscht und die halbe Summe beider Ausdrücke setzt, 
hat man: 

{ab) {aA) a* 6,* A^r = ^ {ab) a, 6, A, j(a A) 6, — (& A) a, j 

= i(a&)«a,6,.A,^ = iA«. 

Die Formel für Q^ wird also 
(7) ^ = -i{A» + iJ/^| 

eine Formel, auf welcher, wie man sehen wird, die Auflösung der 
cubischen Gleichungen beruht, und welche das Quadrat der einzigen 
Form ungeraden Charakters (§ 16.) durch die Formen geraden 
Charakters ausdrückt. 

Auch diese Eigenschaft von Qkann auf eine allgemeine 
Eigenschaft des Quadrats einer Functionaldeterminante 
zurückgeführt werden. Behalten wir die oben gebrauchten Be- 
zeichnungen bei, so ist das Quadrat der Functionaldeterminante Q von 
(p und tlfi 

Ersetzt man {<cp' ^') V'x durch seinen Werth nach § 15. (I): 
(^' ^') tif^ = {q/ tj;) ii;'^ + (^ ^') (p'jg , so zerfallt Q^ in die Summe 
zweier Producte: 
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Q^^Ä.t + S.ip, 
wo 

-B = (y^^') (^^0 9*"""^ !('*"""^ Tf^y^-^ 

Man transformirt ferner Ä durch die Identität § 15. (II), nach 
welcher : 

(9*) (<P» <)Px 9* - 4 i(9 ^)* ?Px * + (9»* 9x*- (990' ^*' I , 

und erhalt, indem zwei Glieder als gleichbedeutend sich zusammen- 
ziehen [vgl. (6)]: 

J. = X.9-iM^ wo 

(8) M = (g)g)0'<)Px— ^W"-'. 

Dagegen vertauscht man in B i; mit ^' und ersetzt dann B durch 
die halbe Summe des ursprünglichen Ausdrucks und das neuen; es 
ist dann: 

^= H^^O *x"- V*'"->x"— M(9^) ** - (9^0 ^x I 

wenn 

(9) N = (^^')V*"-'*x'-^ 
gesetzt wird. 

Man hat also endlich 

(10) Q2 = -^(M^«-2X9^ + N9?2), 

ejne Formel, durch welche das Quadrat der Functionaldeterminante 
auf die zweiten Ueberschiebun^en M, X, N zurückgeführt wird. 

Ganz ebenso erhält man für das Product zweier Functionaldeter- 
minanten die Formel 

(11) QQ' = -i{M^^-P^;t-^9'^+Ny;cl, 
wo 

^ ^ Q' = (z^)z,'-'^x'-S 

und wo M, P, Z, N die folgenden zweiten Ueberschiebungen be- 
deuten: 

§ 86. Die fiUMUiimeiig«8etste Fasetloii « f+ 1 Q. 

Aus der Form f können wir, da die Govantafite Q (j^yMla Ton 
der dritten Ordnung ist, eine Sc haar Ton Ponji«. j*^'"'^ **'^'*""^'*' 
xf+X Q bilden. Die gemeinscbafUichen - -> — 




I .^ Jh. 
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welche mit der Auflösung der cubisehen Gleichungen in genauem 
Zusammenhange stehen, sollen jetzt untersucht werden. Es handelt 
sich darum ; A, Q, 12 für diese zusammengesetzte Function zu bilden, 
Ausdrücke, welche durch 

A«x, Qxi, Rxi 

bezeichnet werden sollen. Es wird sich zeigen, dass diese Formen 
sich aus den uns bereits bekannten zusammensetzen. 

Bezeichnen wir durch a^, a^, a^, a^ die Coefficienten von /*, durdi 

^ü? ^i> ^2) '^zi ^^® ^^^ Q' ^^® Formen AxX> öxlj ^vlI entstehen aus 
A^ Q, li, indem man darin die Grossen a« durch die Grossen 
xtu + ^cci ersetzt. Daher ist Axx von der zweiten, ^^x von der drit- 
ten, lijii von der vierten Ordnung in x, A. Setzt man 

Ax X = x^ A + X A A^ + A2 A^ 

Q^X^^'Q + ^'^Qt+^^'Qf + ^'Q, 

jRhx = X* B + x3 A i?i + xU2 R, + X A» i?3 + A* U^, 

wo die ersten Coefficienten (für x = 1 , A = 0) offenbar wieder die 
ursprünglichen Bildungen sind, so werden insbesondere die zweiten 
Coefficienten durch die Formeln (vgl. § 3.) 

Ai = I at 



<?i = Ia. 



dat 



gegeben. Bezeichnen wir nun durch d 9 die Anwendung der Opera- 
tioü Z «iö— aiif irgend eine Form 9?, so dass die obigen Ausdrücke 
dA, d(^, di{ sind, und dass allgemein 

ca^ ^da^ ^oa^ ^«s 

Es sollen zuerst die Ausdrücke dA, dQ, SR untefsucht werden. 
Bemerken wir zu diesem Zwecke Folgendes. Wenn wir auf einen 
in symbolischer. Form gegebenen Ausdruck die Operation S anwen- 
den, so müssen wir den Ausdruck uns in seine wirkliche Form 
gebracht denken und dann die Operation ausführen. Die Differen- 
tiation nach den a aber können wir uns zusammengesetzt denken 
aus der Differentiation nach den verschiedenen Reihen von a, die aus 
den verschiedenen Symbolreihen entspringen. Das Gesammtresultat 
ist die Sunmie der Ausdrücke, welche die Anwendung der Operation 
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auf die einzelnen Reihen liefert. Da nun jede Reihe linear auftritt^ 
so haben wir^ um die einzelnen Ausdrücke zu erhalten^ nur eine 
solche Reihe durch die a, d. h. die entsprechenden Symbole durch 
die Symbole von Q zu ersetzen. Es gilt also folgende Regel: 

Das Resultat der Anwendung der Operation d 
auf einen symbolisch gegebenen Ausdruck q> ist die 
Summe der Ausdrücke^ welche man erhält, wenn 
man immer für eines der ursprünglichen Symbole 
ein Symbol von Q setzt. 

Symmetrisch auftretende Symbole liefern dabei genau dasselbe, 
die Summe der von ihnen herrührenden Tenne kann daher sofort 
durch ein Vielfaches eines derselben ersetzt werden. 

Der Ausdruck df ist Q selbst. Dagegen findet man nach der 
obigen Regel 

(1) *A = 2(agya,(?, = 

[siehe § 35. (3)]. Die Coefficieuten von A also geben, der Operation d 
unterworfen, stets Null; daher kann man auch die Symbole von A, 
wo sie in einer der Operation d unterworfenen Form auftreten, un- 
berücksichtigt lassen. So ist denn ohne Weiteres 

(2) *iJ = *(AA') = 0. 
Ferner wird 

= ((2A)(2,»A.. 

Dies ist die erste Ueberschiebung von Q mit A. Setzt man also 
in den Formeln (5), (6) des vorigen Paragraphen 

(p = f, ^ = A, z = A, w = 3, n = 2, 

so ist nach den beiden vorigen Paragraphen 

Q=^Q, <D = JB, V = 0, X = 0, 
daher : 

(3) dQ = -iRf. 

Die Functionen f und Q treten also vermöge der Operation d in 
die Wechselbeziehung, dass df auf Q^ SQ wieder auf f führt 

Nachdem wir nun die Wirkung der Operation S auf alle Formen 
bestimmt haben, finden wir die Formen der zusammengesetzten 
Function x /*+ ^ Q durch ein ein^j^^es Verfahren. Sei €p irgend eine 
Covariante oder Invariante, /k se^h^xrad in den Coefficieuten von /*, 
endlich Sq> eine bekannte Form, ^e wir es nach dem Vorhergehenden 
für jede ganze Function von f, A, ^, JB annehmen dürfen. Schrei- 
ben vnr: 
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(4) g/x i = 9> . x'* + 9>i . x^- U + 9)2 . Ä** " ^ 'L« . . . , 

80 sind die ersten beiden Coefficienten rechts ; (p und 9^ = d(p, be- 
kannt, die übrigen findet man durch ein recurrentes Verfahren. 

Unterwerfen wir nämlich die identische Gleichung (4) der Opera- 
tion d, so erhalten wir: 

(5) 8(p^i = *9 . x'* + dq)^ . x^-i A + *9)j . x^-2 ^^ ^ ^ 

Aber qf^i ist eine Function der Grossen xa^-f Aa^; daher hat man 

Da nun durch die Operation S die Formen f, Q in Q, — -;jf 
übergehen, so hat man 

TD 

Süi = «/, da, = — -^ üi, 
und die obige Formel geht also in folgende über: 

oder es wird: 

/r»\ X ^9xX -B - a<Pxi 

An Stelle der Formel (5) kann man daher jetzt folgende setzen : 

x(<PiX'^-i + 29)3X^-2 A-f39)3x"-U=^ + ...) 

7?A 
-:^(^9)x^-^ + (/t-l)()f>,x.«-2^ + (^-2)9,x^-3AH...) 

= dq>.xf + *9)i . x^-» A + d(p^xf'-^ A« -I-. . ., 

welche sich in das nachstehende System von Formeln auflost, indem 
man die Coefficienten gleich hoher Potenzen von x und A auf beiden 
Seiten vergleicht: 

^93 = ^9^2 H 2 — '^^ 

, . . ((1-2) R 



Aus diesen Formeln kann man (p^, 93... successive berechnen. 
Wenden wir die Formeln (7) auf die Berechnung von A-^i an« 
■ Das System geht hier, da ft = 2, über in 
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A, = 

SO dass man A^ = 0^ A^ = -^^A, und daher die Formel hat: 

(8) AHi = e.A, 

wo 

(9) e = x^+^kK 

Da die Coefficieuten von A^i sich von denen von A nur um den 
Factor unterscheiden, so tritt bei JZ^Z; welches eine Function zwei- 
ten Grades in jenen Coefficienten ist, das Quadrat von vor, und 
man hat also: 

(10) 2?xA = 0MZ. 

Es bleibt übrig QxX zu bestimmen. Man kann dies wieder durch 
die Formeln (7) erreichen; aber es ist kürzer, sich folgender Methode 
zu bedienen. Da Q die Coefficienten von A enthält, so muss auch 
QxX den bei A^l auftretenden Factor haben, es muss daher 

QnX^{oc' + ^^'){xQ + XQ,) 
sein, und da nach (3) 

80 hat man 
oder 

Die oben erwähnte Wechselbeziehung zwischen Q und f tritt hier 
noch deutlicher hervor, indem es sich zeigt, dass (^, für Q als Grund- 
form gebildet, wieder / giebt; denn, setzt man x = 0, A = l, so wird 

Man kann in der Formel für Qxi auch den zweiten Factor rechts 
in einen Zusammenhang mit der Form bringen, indem man der 
Formel die Gestalt giebt: 
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(12) 



Indem wir alle hier gefundenen Formeln vereinigen, 



= X^ + yA^ 



tritt die Wichtigkeit der binaren Form zweiter Ordnung B(x,X) her- 
vor, von welcher hier alles abhängt. Wir werden dieser Form bei 
der Auflösung der cubischen Gleichungen wieder begegnen. Bemerken 
wir nur, dass die Discriminante von gleich R, der Discriminante der 
cubischen Form ist, sowie ferner, dass die Gleichung §35. (7), die 
Relation zwischen Q, /*, A, 7J, nun auch unter der Form dargestellt 
werden kann 

(13) , A^ = ~20((;>,/^. 

Zur algebraischen Definition der hier betrachteten zusammen- 
gesetzten Functionen xf + kQ füge ich noch den Satz hinzu: 

Die Form 7if+XQ umfasst alle diejenigen For- 
men, und nur diese, für welche A bis auf einen con- 
stanten Factor eine gegebene quadratische Form ist. 

Dass alle Formen x/'-f- k Q bis auf einen constanten Factor die- 
selbe Co Variante A haben, zeigt die Formel (8). Dass umgekehrt nur 
Formen xf+kQ eine solche Covariante A ergeben, lehrt folgende 
Betrachtung. Sei 

Da die zweite üeberschiebung von A sowohl mit / (§ 34.) als 
mit Q verschwindet, wie aus der Anwendung der Operation d auf die 
Gleichung (cA)^Cx = hervorgeht, so hat man die Relationen: 

%P2-2a^p^ + a^Po=-0 
«il>2-2ajj2>i + «3^0 = 
«oJP2-2a,2)i + «gPo = 

Jede Form dritter Ordnung (p aber, welche bis auf eine Constaüte 
dasselbe A liefern soll, muss, wenn n^y, w*i, wi^, Wg ihre Coefficienten 
sind, die Gleichungen befriedigen: 

m,,p^-2m^p^ + m.J}^ = 
m^p,''2m,p^ + m,p^=:0. 

Aus diesen Gleichungen im Vergleiche mit den vorigen folgt: 
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Nimmt man also, was, wenn die Coefficienten von A nicht sammt- 
lieh verschwinden, immer erlaubt ist, zwei der Gleichungen 

an, 80 folgen die beiden anderen, und es ist also 

(p = xf+kQ, 

was zu beweisen war. Der Fall, wo A identisch verschwindet, ent- 
zieht sich selbstverständlich der Fassung des obigen Satzes. 



§ 87. Beweis 9 dass das Forniensystem mit den Formen /*, A, Q, Jß 

abgeschlossen ist. 

Aus den im Vorigen entwickelten Formeln zeigt sich, dass alle 
üeberschiebungen von f, A, Q über sich selbst und über einander 
durch f, A, Qf R ausdrückbar sind; denn sie alle sind Glieder von 
Aul, Q^Xy -Bxi. Hierauf gestützt, werde ich jetzt beweisen, dass ausser 
H überhaupt keine Invariante, ausser A, Q, keine neuen Covarianten 
von f existiren •, dass also jede nur denkbare Covariante oder Invariante 
TT von f eine ganze Function von /*, A, Q, R ist. 

Dieser Satz ist richtig für die Formen TT, welche in den Coef- 
ficienten von f vom ersten Grade sind. Denn diese enthalten in sym- 
bolischer Darstellung nur ein Symbol, können also von Ox^ nicht ver- 
schieden sein, so dass / die einzige Form ersten Grades ist. 

Nehmen wir also an, der Satz sei für alle Formen TT bis zum 
(w— 1)*®° Grade einschliesslich bewiesen und zeigen wir, dass er dann 
auch für den wi*°° Grad gilt, so ist er überhaupt bewiesen. 

Sei also die allgemeinste Form TT, welche in den Coefficienten 
von f vom (m— 1)*®° Grade ist, aus Termen von der Form 

(1) , rAßQyR^ 

zusammengesetzt, wo 
(2) a-f2/3 + 3y + 4* = m-l. 

Die Formen m*" Grades entstehen, indem wir / ein-, zwei- oder 
dreimal über die Formien (w— 1)*^ Grades schieben. Da hierbei R 
unverändert bleibt, so geben diejenigen Producte (1), för welche d>0, 
wieder Formen niederen Grades, für welche der Satz schoiL V^«i^üi&& 
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Es genügt also d = zu setzen. Auch kann man y=^0 oder y = l 
machen, da Q^ durch f, R^ A ausdrückbar ist. 

Schieben wir / einmal über das Product (1), so erhalten wir ganze 
Functionen von f multiplicirt mit ersten Ueberschiebungen von f über 
f, A, Qf also nichts Neues. 

Schieben wir f zweimal über (1), indem wir den Process der Ueber- 
schiebung immer, wie in §30., durch eine Differentiations- Operation 
ersetzen, so erhalten wir theils Glieder, in denen Producte der f,A,Q 
mit zweiten Ueberschiebungen * von f über f, A, Q multiplicirt sind, 
theils Terme der Form 

(3) {(pa) ita) 9,"-» ^^-' a,, 

in denen g), t irgend welche der Formen f, A, Q bedeuten. Die 
Terme erster Art führen auf niedere, also bekannte. Formen, die 
Terme letzter Art aber würden auf Neues führen können, wenn das 
Product (1) nur aus den Factoren g>, ^ bestanden hiLtte, sind also 
in diesem Fall zu untersuchen; in allen anderen Fällen würde (3) 
von niedererm Grade als (1) sein, mithin als durch f, A, Q, R aos- 
drückbar angesehen werden. 

Wenden wir aber auf (3) die Formel 

(4) (9«) (V'«) <P^tx = i \{<pay ü^J + (tay 9,« - {q>ty aj\ 
an, so geht (3) in das Product von 

mit Formen niederen Grades über, zerlegt sich also in lauter Theile, 
welche als bekannt angesehen werden. 

Schieben wir f dreimal über (1), so erhalten wir zum Theil Terme, 
welche aus Factoren f, A, Q und aus dritten Ueberschiebungen von 
f mit /*, A, Q, also aus Bekanntem, bestehen; theils Terme, die aussei 
f, A, Q noch Ausdrücke der Form 

(5) (9>^)'(V'«)9>*"~***^""' 

(6) {(pa) ii,a) ixa) 9,» - • t.^-' Zx'~' , 

enthalten, wo wieder (p, t, X irgend welche der Formen f, A, Q sind. 
In dem Falle, wo ip,t das ganze Product (m-tl)*««* Grades bildete, ist (5) 
zu untersuchen; in dem Falle, wo q> .^ -% das Product (m— 1)*«° Gra- 
des war, wird die Betrachtung von (6) nöthig. Aber (6) reducirt sich 
sofort mit Hilfe der Gleichung (4) auf ein Aggregat von Prodacten 
niederer Formen, kann also nichts Neues geben. 

Der Ausdruck (5) bleibt übrig. Er verschwindet, wenn 9>==Aj 
wegen des symbolischen Factors (a A)- (§ 34.) ; wenn q>=^fj geht er in 
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also in Bekanntes über; wenn endlich q>=^Qy so ist der Ausdruck nach 
§ 35. das Product von R mit einer niederen, also bekannten Form. 

Hiermit ist der geforderte Beweis vollständig geliefert, und wir 
können den Satz aussprechen: 

Die Form dritter Ordnung ergiebt keine Cova- 
rianten ausser A, Q, and keine Invarianten ausser R, 



§ 88. AuflGsniig der cnbigchen Gleiehnnsron. 

Schreiben wir die Gleichung § 35. (7) in der Form 

so haben wir links den Cubus einer Form zweiten Grades, rechts das 
Product zweier cubischen Formen. Im Allgemeinen haben nun die 
letzteren keinen Factor gemein , wie jedes Zahlenbeispiel lehrt. Daher 
muss jeder der cubischen Ausdrücke rechts an und für sich ein voll- 
standiger Cubus sein, d. h. man muss zwei lineare Functionen |, ri 
so bestimmen können, dass 

(2) ^ '^ _^ 

Die Functionen 5? ^ sind hierdurch bis auf dritte Wurzeln der 
Einheit völlig bestimmt. Wenn eine cubische Form gegeben ist. von 
welcher man weiss, dass sie der Cubus einer linearen Function ist: 

so findet man die Coefficienten der linearen Function, indem man 
beiderseits die Coefficienten einander gleich setzt: 



V 


— 


«0 


Oi*0, 




«1 


OiCk^ 




«» 


«/ 


— 


«»• 



Man erhält a^ durch die Cubikwnrzel aus a^, dann a^ rational 
durch diese und a,-au8gedrückt; die übrigen Gleichungen müssen dann 
von selbst erfüllt sein. 

Hat man die beiden linearen Functionen 5, ^ a^s (2) bestimuit, 
so folgt, indem man alles durch diese ausdrückt: 



128 



(3) 
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r^-|=£«-v^ 



Q^i' + ff 

Bei der Darstellung von A ist eine Cubikwurzel zu ziehen, und 
daher konnte eine dritte Wurzel der Einheit rechts als Factor hinzu- 
gefügt werden; indessen kann man sie ersparen, indem man die bei 
der Bestimmung von rj auftretende Cubikwurzel gehörig bestimmt 
denkt; die bei | aofteetende ist dann immer noch beliebig, aber auf 
diese Darstellungen ohne Einfluss. 

Die Gleichungen (3) geben sofort die Losung der cubischen Gleich- 
ung f=Oy sobald nur R von Null verschieden ist. Denn diese Gleich- 
ung kann dann ersetzt werden durch die Gleichung 

= /'^-| = (1-1?) (l-*ij) (l-£»i?), 
wo 8 eine imaginäre Cubikwurzel der Einheit bedeutet: 



€ = 



-H.J/-3 



2 



Die drei Wurzeln der cubischen Gleichung / = findet man aus 
den drei linearen Gleichungen 

und f ist durch die folgende Identität in seine drei Factoren zerlegt: 



/•= 



1 



/-^ 






2 ^ ' 2 

Man sieht, dass die Auflösung der cubischen Gleichung sich we- 
sentlich auf die Aufsuchung der linearen Factoren der quadratischen 
Form A stützt oder auf die Zerlegung von A^ in seine cubischen 
Factoren, d. h. auf die Auflösung der Gleichung 
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welche keine andere ist als 

Die Form giebt also, gleich Null gesetzt, die quadratische Re- 
solvente der cubischen Gleichung. 

Sind die Coefficienten von /"reell und R negativ, so sind |, ly 
reell, also von den drei linearen Factoren von f einer reell, die an- 
deren, wegen e und £*, conjugirt und imaginär. Wenn dagegen R 
positiv ist, so werden | und rj selbst conjugirt imaginär, etwa 

/'~R 
— "rt werden also die Factoren von 



also (abgesehen von dem Factor j/— 1) gleich g, pj/S + q, pj/^—q, 
mithin reell. Bei r eellen Coefficienten hat also die cubische 
Gleichung drei reelle Wurzeln bei positivem, nur eine bei 
negativem R, — 

Die Gleichungen (3) liefern zugleich die Lösung des ganzen Sy- 
stems von cubischen Gleichungen, welches in der Form 

enthalten ist. Denn aus (3) hat man 



(4) (x/-+A0/I|=|3(^+^^_|j_^(^_^^_|j. 

so dass die Wurzeln dieser allgemeineren Gleichung aus den drei 
linearen Gleichungen gefunden werden: 



3 



Ist R von Null verschieden, so sind auch die Factoren von A, 
also 5, ri verschieden; mithin auch die Factoren von f. 

Ist dagegen iJ = 0, so hat man 5 = ^, und A wird ein volles 
Quadrat, während nach (3) Q dem Cubus desselben linearen Ausdrucks 

proportional wird, so dass -JA diesen Ausdruck selbst, bis auf einen 

Constanten Factor, darstellt. 

Setzen wir in diesem Falle: 

C leb ach, Theorie der biuftren algehr. Formon, ?d 
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80 dass A für x^ = ^^y x^=^ 62 doppelt verschwindet. Nun liefert das 
identische Verschwinden der zweiten Ueberschiebung von f mit A: 

i>o («2^x + «3^2) - 2^1 («1^1 + «2^2) + JP^ (%J*^-Mr«i) = 
die beiden Relationen: ^ r^ n . ^ ./ -\ 

oder, indem man für die p ihre Werthe aus (5) 

i>o = r25i*, A = 2|.|„ Ä = -2|/ 
einsetzt : 

= KI.* + 2a.|J, + a,S,^g, = i(^) _ .-^ 

Folglich hat in diesem Falle die Gleichung, /"= einen Doppel- 
factor, was mit der Natur von J2 als Discriminante übereinstimmt^ 
und zwar ist dieser Doppelfactor 

Dieser Factor, den man durch die Gleichung ^=0 direct findet, 

ist zugleich Doppelfactor von /"und A, dreifacher Factor von Q. 

Den ungleichen Factor von f findet man , indem man f durch A 
dividirt, also die ungleiche Woirzel der cubischen Gleichung /'=0 aus 
der linearen Gleichung 

Man bemerkt, dass die Wurzeln von f hier durch blose Division, 
ohne Wurzelziehen, gefunden werden. 

Diese Betrachtung erleidet nur dann eine Ausnahme, wenn A 
identisch, d. h. mit allen seinen Coefficienten verschwindet. Dann ist: 

a^a^ — a^ =0 

Af^rtg— «102=0 

a^a^ — a^^ =0. 
Diese Gleichungen kann man durch die folgenden ersetzen: 

a^ : a^ = cr^ : a^ •== (i^ : a^. 
Es giebt also zwei solche Grössen 1^, §2; ^^^^ 

6tg = 5jj . 
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Man hat dann 

die gegebene Form ist also in diesem Falle ein vollständiger Cubus, 
und das Verschwinden der Coefficienten von A^ ist die Bedingung, 
unter welcher dies eintritt. Denn da in diesem Falle die symbolischen 
Coefficienten von f zugleich ^Is wirkliche Grössen angesehen werden 
können, so ist in dem vorliegenden Falle auch immer 



§ 39. Geometrische Interpretation der cnbisclien Formen« 

Durch die Gleichung 

bestimmen sich drei Elemente, welche ich ein Tripel nennen will. 
Den verschiedenen Werthen von x, A entspricht eine einfach unend- 
liche Reihe von Tripeln, dergestalt, dass jedes Element überhaupt 
nur einem Tripel angehören kann; denn soll xf+XQ für ein ge- 

wisses Element verschwinden, so bestimmt sich der Werth von -^, 

also das betreffende Tripel, völlig aus der Gleichung xf+ kQ = 0, 
welches für die jenem Elemente zugehörige x bestehen muss. 

Sucht man diejenigen Tripel, bei denen zwei ihrer Elemente zu- 

sammenfallen, so muss man y aus der Gleichung bestimmen: 

JBxA = 0^ . -B == 0. 
Nehmen wir an, es verschwinde R nicht; dann tritt dieser Fall 
nur ein, sobald verschwindet, d. h. bei 

Stellen wir die Tripelschaar nach § 38. (4) in | und ij dar: 

« 

SO zeigt sich, dass in diesen Fällen die Gleichung des Tripels in |^= 
oder Tf = übergeht, d.h. dass alle drei Elemente des Tripels zu- 
sammenfallen. Man hat also den Satz: 

In der Tripelschaar kommen nur zwei Tripel 
vor, bei welchen Elemente zusammenfallen; es fal- 
len dann jedesmal alle drei zusammen^ und zwar 
geschieht dieses bei den YerschwindaBgAelfOip^ten 

von A. ^ ..«, 
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Die Verschwindungselemente von A sind durch 5 = 0, 1^ = 
gegeben, die eines Tripels durch 




x+k 



VA 



Diese fünf Elemente bilden ein eigenthümliches System, welches 
ich als cyclisch-projectivisch bezeichnen will.* Unter diesem 
Namen verstehe ich ein System, welches, indem man gewisse zwei 
Elemente festhält, die übrigen aber cyclisch permutirt, stets Sy- 
steme erzeugt, welche dem ursprünglichen projectivisch sind. Halten 
wir die Elemente g = und i^ = fest, so bilden die Elementepaare, 
welche durch cyclische Vertauschung der Tripelelemente aus einander 
hervorgehen, 

1. S — »^ =0 ^ — asrj =30 * 

2. g-a«i? =0 |-a«2iy = 

3. g-a£«i? = |-ai2 =0 

in der That mit den beiden festen Elementen zusammen immer das- 
selbe Doppelverhältniss s. Die drei Punktreihen 

1. 1 = i-ari =0 i-asTj =0 g-a£2ij = 1^ = 
2.1 = |-a£ij=0 6-a£2^ = ^-atj =0 iy = 
3.5 = |-a£«iy = |-aiy =0 g-a5ij=0 1^ = 



* Allgemein verstehe ich unter cycliBch-projeetivischen Kiementen n Elemente 
Eij Et..,En, welche zu zwei anderen, Ä, B, so liegen, dass die Reihen 

-4., -Ei, Ef, ..En, B 
JL , El , E^ . • . El , B 
jA. , E^ , E4 . . . Ef \ B 

projectivisch sind. Es müssen dann die Doppelverhältnisse 

Aj Elf JS7,, B 
A, El, E,, B 

ßämmtlich einander gleich werden. Bezeichnet man den gemeinsamen Werth die- 
Hor Doppel Verhältnisse durch a, durch pi, Pt...pn <lic Abstandaverhältnisse der 
Elemente E^ Ef.E^ von A, Bj bo hat man die Gleichungen 

Pt = api 

daher, wenn man alle Gleichungen multiplicirt und durch Pi.pt...pn dividirt: 

a«» = l. 
Es muss daher a eine imaginäre n^e Wurzel aus 1 sein, und man hat dann 

Pi 'Pt' • .:i>n = l.'«.. • «»— '. 
Die Gruppe der cyclisch -projectivischen Elemente entspricht also genau den 
n Werthen, welche die n*« Wurzel einer Zahl zulässt. 
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siDd also einander projectivisch, und die Elemente einander zugeord- 
net, wie sie hier unter einander stehen. Ich drücke dies durch den 
Satz aus: 

Die Elemente eines Tripels bilden mit den Ver* 

schwindungselementen von A ein cyclisch-projec- 

tivisches System. 

Betrachten wir nun ein zweites Tripel, für welches an Stelle der 
oben durch a bezeichneten Grosse der Ausdruck 



b = 




¥ 



B 
2 



x' + A'/-! 
tritt. Die Elemente 

welche zwei verschiedenen Tripeln angehören, haben mit den Ver- 
schwindungspunkten von A zusammen ein Doppelverhältniss — . Die- 
ses Doppelverhältniss ändert sich nur um eine dritte Wur- 
zel der Einheit, wenn man zu anderen Elementen dersel- 
ben Tripel übergeht; und zwar kann man sich bei beliebi- 
ger Anordnung des ersten Tripels die Elemente des zwei- 
ten so geordnet denken, dass das Doppelverhältniss un- 
geändert bleibt, wenn man die Elemente beider Tripel 
um gleichviel Stellen cyclisch versetzt. 

Man kann demnach sich die Tripelschaar in drei projecti- 
vische Reihen aufgelost denken, welche durch die Gleichungen 

I — «aiy =0 

repräsentirt werden und bei welchen entsprechende Elemente durch 
denselben Werth von a repräsentirt sind (vergl. § 25.). Diese projec- 
tivischen Beihen haben paarweise Doppelelemente gemein, und alle 
diese fallen in die Yerschwindungselemente von A. 

Je zwei Tripel sind durch die charakteristische Constante —. ver- 

bunden, welche immer dieselbe bleibt, welche Elemente der Tripel 
man auch mit S = 0, i2 = zur Herstellung des Doppel Verhältnisses 
verbinde. Ein besonders bemerkenswerther Werth dieser Constante 
ist -—1, wo dann das Doppelverhältniss selbst — 1, — € oder — «^ ist, 
so dass in solchem Falle zwei Elemente der Tripel mit den Yerschwin- 
dungspunkten von A theils harmonisch, theils äquianharmonisch lie- 
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gen (§ 2f.). Ich will diesen Fall kurz dadurch bezeichnen, dass ich 
sage, die Tripel liegen harmonisch. Um dies auszudrücken, setzt man 

^ = — 1 , also 



a 



oder 



X : l' = —-^(l : x^) 

Ist also das ursprüngliche Tripel 

xf+XQ = 0, 
so ist das zugehörige harmonische: 

xQ-^Xf=0. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist nichts anderes als Q^i» Daher 
wird die Beziehung zwischen den beiden Tripeln eine wechselsei- 
tige und man kann den Satz aussprechen: 

Die Paare xf+k ^ = 0, QhX^O liegen harmonisch 
und sind die einzigen Systeme harmonischer Tripel. 

Wenn Ji = 0, so fallen die Verschwindungselemente von A zusara- 
meii ; mit ihnen vereinigen sich auch sämmtliche Elemente des Tripels 
(^ = 0; die Reihe x/ + A^ = besteht nicht mehr aus einer Schaar 
von Tripeln, sondern aus einem festen Doppelelement und einer ein- 
fachen Punktreihe. Ist endlich A mit allen seinen Coefficieuten iden- 
tisch Null, so entsteht überhaupt keine Reihe mehr; Q verschwindet 
identisch, und /*=0 giebt ein dreifaches Element. 



§ 40. Formen vierter Ordnung. 

Die Form vierter Ordnung werde symbolisch durch 

f= üx^ = bj . . . 

dargestellt. Sie giebt durch Ueberschiebung über sich selbst zu den 
beiden Formen 

i = (ab)^ 



m 
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Veranlassung, von denen die erstere, Hj wieder von der vierten 
Ordnung, die zweite, i, eine Invariante ist.* 

Um die Ueberschiebungen von f über H zu untersuchen, bilden 
wir zunächst die Polaren von H, Die erste ist 

HJ H^ = ^{a by (öx* ha: by + a^: Uy b/) , 

oder da die beiden Theile der rechten Seite sich nur durch Ver- 
tauschung von a mit b unterscheiden und demnach identisch sind: 

(1) H,^Hy = {abfaJb.by. 

Die zweite Polare wird: 

H^^ H/ = i (aby \aj by^+2 a^ ay 6, b, | 

= (ab)' aj by^— | (a6)- a, by (a^ by — bx a^). 

Nun ist nach § 15. (VII): 

a* by — bjc ay = {ab) (xy)] 

also 

(a bf ttx by {cLa: by — bx ay) = (a 6)» öTx by . (xy). 

Vertauscht man aber in {ab)^ a^b^ die Symbole a und 6, und 
setzt für den ursprünglichen Ausdruck die Hälfte seiner Summe mit 
dem neugebildeten, so wird 

{a b)^ ar by,{xy) = ^ {a b)^ (a, fty — b^ Oy) (xy) 

= ^{aby{xyy=^{xy)'', 

und der symbolische Ausdruck für die zweite Polare von H ist also: 

(2) HJ Hy' = (a by aj by' - ^ {xy)\ 

eine Formel, welche auch aus den allgemeinen Formeln am Ende des 
§ 8. folgt, wenn man darin f durch (a &)- a^^ by' ersetzt. 

Die dritte und vierte Polare entsteht aus der ersten und aus H 
selbst, indem man die y mit den x vertauscht. 

Ersetzen wir nun in den Polaren y^, y^ durch — Cg, Cj, und mul- 
tipliciren jedesmal mit der betreffenden Potenz von Cx, so erhalten 
wir die folgenden Ueberschiebungen von H mit f: 



* Ist 
so hat man 



H=2 



Oo aJi» + 2 a, a?, a:2 + a« ajj* a, a;i* 4- 2 02 a;i a:2 + a^ x^ 
«1 a:,' 4- 2 Ot a?, a^ 4- aa a:2* 02 a?!* 4- 2 «s a;, a?2 + 04 x^ 
= 2 I (ao a, — a,*) a?/ + 2 (oo a?— a, o,) a:,' a^ 4- («o «4 4- 2 a, «s — 3 a^) x^ x^ 

4- 2 (a, a4 — Of Ob) a?i a?2' 4- (o, 04 — Oj«) a?,* j 

i = 2 (oo a4— 4 Ol ag + 3 Oj*). 
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(3) T={cH) cj HJ = (a b)* (c b) aj b^ cj = TJ 

(4) (cHy cj HJ = {aby {acf 6/ c,^- ^f 

(5) (cHf Ca: Hx = («&)' (ca)« (et) fe^ c, 
if (G) j = {cHy^ = (a&)« (ac)2 (6c)^ 

Von diesen- Bildungen geben nur die Formeln (3) und (6) neue 
Formen, eine Form* 6*«' Ordnung, Functionaldeterminante von f und 
Hy und eine Invariante j; beide dritten Grades in den Coefficienten.* 

Die dritte üeberschiebung vonc mit H verschwindet 
identisch, wie pian aus (5) sofort sieht; denn die rechte Seite von 
(5) ändert ihr Zeichen durch die unwesentliche Vertauschung von 
& mit c. 

Dagegen drückt sich die zweite üeberschiebung (4) 
durch die andern Formen aus. Lässt man nämlich in die 
Formel (III) § 15. a, 6, c Symbole einer biquadratischen Form f be- 
deuten, und zieht gleichbedeutende Terme zusammen, so erhält man: 

(7) (a6)2 {acf hj cj = i aj {bcY = ^if. 

Die Formel (4) geht daher sofort in die folgende über: 

(8) {cir)UJHJ = ^f, 

eine Formel, von welcher weiterhin Gebrauch zu machen sein wird. 

Man kann aus den obigen Formeln folgende Sätze ableiten, deren 
wir uns später bedienen werden: 

1. Eine Form, welche den symbolischen Factor 
{abf hat, besteht theils aus Ueberschiebungen von 
H mit Formen niedern Grades, theils aus Gliedern, 
welche den wirklichen Factor i besitzen. 

2. Eine Form, welci* den symbolischen Factor 
{aby hat, besitzt immer den wirklichen Factor i. 

3. Eine Form, welche den symbolischen Factor 
(aJff)^hat, zerfällt in Theile, die entweder den wirk- 
lichen Factor i, oder den wirklichen Factor j haben. 



* Ausgeführt: 
T= (oo* Ob - 3 Oo a, o, + 2 ai*) 0?,« 4- (V «4 + 2 ff© «i «s - 9 «o Of* + 6 ai« Ot) Xt^ Xt 
+ 5 (at) Ol a4 — 3 a<) o, 03 -f- 2 ai* «a) ^j^ ^' 4- 10 («i* «4 — 00 «3*) Xi^Xt^ 
+ 5 (—000304 4-3o, 0^04 — 2oi «3*) x^^Xt* + (90402* — 04*0© — 2 0| O3O1— 6o3'a2)JCj x^^ 
+ (3 Oj 03 04 — Oi 04' — 2 03') Ä,*. 

OoO, O2 

= 6 ( Oo Oj 04 -1- 2 o, Oj 03 — 0,' — Oo 08* — Ol* 04 j. 



i=6 



O, Ot O3 
Of 0304 
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4. Eine Form, welche den symbolischen Factor 
(aHy hat, besitzt den wirklichen Factor^*. 

Diese Sätze folgen sofort mit Hülfe des Satzes 6. § 3^. Denn 
von nichtverschwindenden Formen enthalten kein anderes Symbol 
und den symbolischen Factor 

(ab)^ nur H und i, 
{abf nur *, 

if 

{aHY nur -^ und j, 

{aH)^ nur j. 

Die hier entwickelten Formen f, H, T, i, j sind die einzigen, 
welche in der Theorie der biquadratischen Formen auftreten, wie 
weiter unten bewiesen werden soll. 



§ 41. Die zn^ammengesetzte Function -nf-^-XH. 

In ähnlicher Weise wie bei den Formen dritter Ordnung die 
cubische Covariante Q zur Bildung der zusammengesetzten Function 
xf+XQ führte, ist es hier die biquadratische Covariante -ff, welche 
mit f zusammen eine zusammengesetzte Form xf+XH begründet, 
deren Covarianten und Invarianten 

HxXy TxXy ixl, jxX 

jetzt untersucht werden sollen. 

Bezeichnen wir durch üq bis a^ die Coefficienten yon /*, durch a^ 
bi^ «4 die von -ff. Durch dq) bezeichnen wir hier die auf eine Co- 
variante oder Invariante anzuwendende Operation 

Es sollen zunächst, ganz analog der in § 36. angewandten Me- 
thode, die Ausdrücke d-ff, 8i, äj gebildet werden. Nach den a. a. 0. 
entwickelten Regeln erhält man: 

(Ij SS= 2 {cHf cJHJ=^f |§ 40. (8).] 

di = 2{cH)* = 2j. ' [§40.(6).] 

Ferner ist, indem man die Formel für öH benutzt: 



dj = ä {cH)* = {H' H)^ + j {cay 



j« 



^^ + {H'H)*. 
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Den Werth von {H'II)^ = iH erhält man, wenn man in der 
Formel 

♦ HJ' = {ahfa/bJ 

für x^, x^ die Symbole H^^ — -S^ setzt. Daher wird 
Aber diese Bildung entsteht wieder aus § 40. (8): 

wenn man x^^ x^ durch h^, —h^ ersetzt. Es ist also 

und somit endlich 

(2) <Jj = |. 



Die Form H steht, wie früher Q, mit der Grundform in 
einer Art von Reciprocitätsverhältniss, indem öfautH, d -ff wieder 
auf f führt. Man kann nun die in § 36. zur Berechnung von (p^i 
angegebene Formel hier ohne Weiteres anwenden, nur dass an Stelle 

des dort auftretenden Factors — -^ , welcher d Q von f unterschied, 

hier der Factor -«- auftritt, um welchen nach (1) SH\on /* verschieden 

o 

ist. Wenn also tp eine Covariante oder Invariante ^1*°** Grades in den 

Coefficienten bedeutet, so ist 

und zugleich: 

Führt man also die DifFerentialquotienten von ^xZ ^in, so erhält 
man, wie a. a. 0., durch Vergleichung der Coefficienten die Formeln, 
welche zur successiven Berechnung von g?^ , ^g . . . dienen : 

Ä A ^* 
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Wenden wir diese Formeln auf jBT an, wo ft = 2. Das obige For- 
melsystem giebt: 



und da 






so hat man 
(3) H, = \{23f-iH). 

Der Ausdruck von Ä^x ^1^*^ also: 

Dieser Ausdruck stellt sich übersichtlicher dar, wenn man die 
cubische Form Q (x, A) durch die Gleichung 



(4) 



Q = x»-|-xA*-^A» 



einfährt; mit Hülfe derselben verwandelt die Darstellung von H^l sich 
in folgende: 

(5) B.,=tj4?_,|« 

Nachdem diese Formel einmal gewonnen ist, braucht man für 
die anderen Bildungen nun nicht mehr denselben Weg einzuschlagen, 
sondern kann sie direct aus der Formel (5) entwickeln. Was zu- 
nächst Txl angeht, so ist seiner Entstehung nach 

d{7if+kH) dH^x 



J^xX — x^ 



C ä/i c X* 

d{7cf+XH) dH,i 



ex. 



rx. 



l 



dx^ cxt 



3.161 df ^ ,dH 



3.16 



dx^ 



X — 



dXc 



dk dx^ dx dx^ 
ck dx^ dx dXi 



dk 

aß 

dx 





df df 




dx^ dx^ 




dH cH 




dx^ cx.^ 



= QT. 



Die Form T, für die zusammengesetzte Function gebildet, ist 
also der für die einfache Function gebildeten bis auf den Factor 
Q gleich: ^_ 



_U '1_>^ 
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(6) 



Txl = Q T. 



Zur Ableitung der Formeln für i^x und j^x kann man sich eines 
allgemeineren Verfahrens bedienen, welches auf folgender Betrachtung 
beruht. 

Sei (f irgend eine Covariante oder Invariante, ^xl und {8q))fti das- 
jenige, was aus (p und dg? entsteht, wenn man diese Formen für die 
zusammengesetzte Function x /*+ A jET bildet Es ist dann, um {d(p)ttX 
zu bilden, nöthig, die Differentialquotienten von g^^i nach den Coef- 
ficienten der zusammengesetzten Function mit den entsprechenden 
Coefficienteu von H^x zu multipliciren und die Summe aller solcher 
Producte zu bilden. Aber die Coefficienten von Hxl sind die Aus- 
drücke 



' \ ex CA / ' 



daher hat man 



(7) 



{Sg>U = iy 



c<F»i. 



ai)\dx. CA. / 



^j c (x a, + k 

^\^X C k C'k CK ] 



Man erhält also den Ausdruck von ö q> für die zusammen- 
gesetzte Function, wenn man die Functionaldeterminante 
von Q und (p durch 3 dividirt. 

Setzen wir q) = H, so wird nach (1) S^^-^f. Daher ist aus (7) : 



i,x{ocf+kH)=^ 



dx ex 



dk dk 



Führt man hier für J3xi seinen Werth ein, und drückt die ersten 
Difl'erentialquotienten von Q durch die zweiten aus, so hat man: 



t,i(x^+A^) = i 



X 



X 



Px« 
dxdk 



+ A 



+ A 



Ö 



cxdk 






dx dk 



dx dk 



= i 



r2 Q ^2 Q 






(7X ?A 



PX^A ?A* 



X 



S^ 



^ -/• 



also iudem man den Factor x/'-fA fl' beiderseits auslässt: 
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(8) ixz = -i 






dxdk dk^ 



Betrachten wir nun Q als binäre Form dritter Ordnung in x, A, 
und bezeichnen durch A^^ die ihr zugehörige Form A^ so kann man 
dieser Gleichung auch die Form geben : 

(9) ixi = -3Aß. 

Endlich haben wir, um j^x zu bilden, nur die Formel (7) wieder 
anzuwenden, indem wir g) = i,^ also dq) = 2j setzen. Es ist daraus: 

-^"^ *\ax dk dk dxJ ' 

oder nach (9): 

"" ^Vdx'Jk ~'Tk dx ) ' 

and wenn wir nun auch Q^ ähnlich wie oben A^ einführen: 

(10) M^-SQsi. 
Aus der Gleichung (7) § 35. 

folgt noch, dass eine gewisse Verbindung von i und j besonders ein- 
fache Eigenschaften besitzt; es ist die, welche R^ wird. Man hat 
nämlich aus (10) 

(11) Aß=-i{,V + 2ixA+:^A»j, 

daher 

(12) Jia=^ii^-Gf)- 

Dieser Ausdruck, welcher bis auf einen Zahlenfadtor mit dem in 
§29. gefundenen übereinstimmt, kann als die "Dis er im in ante von/* 
betrachtet werden. 



* Ausgerechnet: 

6 
** Ausgerechnet: 






n 4*9 



ixi=ix'+V«**+f«^*+&-r6)*'' 

daher insbesondere für x = 0, X = 1 : 

^" l~h ('8^- §29.)- 



142 Vierter Abschnitt. Theorie der Formen 

Setzt man die Werthe von Qq, (10), Aß (9), Rq, (12) durch 
jxlf ixX ausgedrückt in die Relation zwischen ^ß, i?ß, Aß, Q, so 

ergiebt sich 

(13) i\l - 6/a = Q2 (,-3 _ 6/). 

Die Verbindung i^^Gf theilt also mit T die Eigenschaft, sich 
bis auf einen Factor zu reproduciren, wenn man sie für die zusam- 
mengesetzte Function bildet. 

Die Formeln 

^ \ CX CA, J 

(14) ':''-'l'^^ 

umfassen die ganze Theorie der zusammengesetzten Function xf+XH. 



§ 42. Die Form T. 

Wie bei den cubischen Formen das Quadrat von Qy so drückt 
sich hier das Quadrat von T durch die übrigen Formen aus, also 
wieder das Quadrat der einzigen Form ungeraden Charakters (§ 16.) 
durch die Formen geraden Charakters. 

Man bedient sich, um diese Formel herzustellen, der Fonpel 
§ 35. (10) , durch welche das Quadrat der Functionaldeterminante zweier 
Formen auf die zweiten Ueberschiebungen derselben über sich selbst 
und über einander zurückgeführt ist. Nach jener Formel hat man für 
unsern Fall: 

r' = --\\HK {aby ajbj - 2 Hf. {Hay-HJa/ + P . {HH^H^^HJ^. 

Von den drei hier auftretenden Bildungen ist die erste H selbst; 

die zweite ist nach § 40. (8) gleich -p /*. Die letzte endlich ist die 

Form H für H selbst gebildet; sie entsteht aus Hni, wenn man 
X = 0, A = 1 setzt. Da nun 

i ■^— = ^^ — IT ^^ 






so hat man 
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und indem man dies in die Formel für T^ einführt, findet man: 

Der eingeklammerte Theil rechts geht aus der Formel für Q: 

hervor, indem man x = II, A = — /* setzt. Man kann also das Quadrat 
von T durch die Function Q ausdrücken mittelst der Formel: 

(1) T* = - i Q (fi-, - /■). 

Ich knüpfe hieran die Bestimmung der üeberschiebungen von T 
mit f und H, Man braucht übrigens nur erstere zu berechnen, und 
erhält dann die letztern durch die Operation d, indem man beachtet, 
dass dT=Oj dass also die Coefficienten von T dieser Operation 
nicht unterworfen zu werden brauchen. 

Die erste Ueberschiebung von T über f und H llisst sich auf 
mannigfache Weise ermitteln. Um den Zusammenhang des Resultats 
mit anderen Bildungen zu übersehen, geht man am Besten von der 
Gleichung (1) aus, welche T- durch /'und H ausdrückt: 

Indem man /' oder H einmal über diese "Gleicliung schiebt, hat man: 
T.{aT) a/ T." = — ^ '' ° ^f^~ ^ (aH) aJHJ 

also indem man den Factor T beiderseits auslässt: 

Die Darstellung der übrigen üeberschiebungen von f und H mit 
T knüpft man am Besten an die Entwickelung der Covariante mit 
zwei Reihen von Veränderlichen 
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an. Nach der Tafel des § 8. hat man für diese die nach Potenzen 
von {xy) fortschreitende Beihe: 

Die Formen (jp, ^, %, -9", co entstehen aus der links befindlichen 
Form, indem man dieselbe 0, 1, 2, 3, 4 mal der Operation Sl (§ 6.) 
unterwirft, und dann die y gleich den x setzt. Durch Anwendung 
der Operation ii ergeben sich die Bildungen 

{aHY'iaJHy^^ay^H/)', {aH)HasHy + ayH:,)', 0. 
Man erhält also, indem man die y den x gleichsetzt: 
g) = 0, ^ = 2T, ;t = 0, -d-^O, = 0, 
und es entsteht somit aus (3) die bemerkenswerthe Gleichung: 

(4) aj^ Hy^ - a/ Ä/ = 4 {xy) . TJ^ Ty\ 

Differenzirt man diese Gleichung nach den y und multiplicirt mit 
den Xj so ergeben sich daraus weiter die Gleichungen: 

(5) Hy^ H^ aj' - H/ a/ a^ = 3 (xy) TJ^ Ty^ 

(6) Hy^ HJ aj - HJ ay^ a,^ = 2 (xy) TJ> T.. 

Setzt man nun in (6) y^^b^, y^ = — 6^, so erhält man nochmals 
die erste Gleichung (2); ebenso aber erhält man aus (5) und (4) die 
Gleichungen : 

{bTy-bJTJ^O 

^'' ^ (6 T)3 b^ T/ = - '-^^, 

und indem man diese Gleichungen der Operation S unterwirft: 

{HT)^HJTJ=:0 

(8) 



(ifT)8fl,T.8=-i(jir-J/'). 



Endlich hat man, da T={aE)aJ HJ^ ist, für die vierte Uebeif- 
schiebung von f mit T einen Ausdruck, welcher aus den folgenden 
Theilen besteht: 

{aE){bH) {ab)^HJ 

{aH){bHf{ab) aj 

{aH){bHf(abfa^H:,, 

Alle diese Theile verschwinden ; der erste, weil er durch Ver- 
tauschung von a mit b das Zeichen ändert; der zweite als die zweite 
Ueberschiebung von f über die verschwindende Covariante 
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der (Irifto als drüfo Urdiorscliiobnii^ von H über {f(hy- ria^^lk^^j also 
nbpr sieh selbst. Sonach hat man: 

{aiy TJ==0, und also anch 

An diese üeberschiebungen knüpfen sich folgende Sätze: 

1. Jede Form, welche den symbolischen Factor 
(aT)^ hat, zerfallt in Glieder, welche theils i, theils 
j zum wirklichen Factor haben. 

2. Jede Form, welche den symbolischen Factor 
{HTy hat, zerfällt in Glieder, welche theils J, theils 
i^ zum wirklichen Factor haben. 

3. Jede Form, welche den symbolischen Factor 
{nTy oder {IITy hat, verschwindet identisch.^ 

Der Beweis dieser Sätze folgt aus dem Satze 6. des § 30.; denn 
die einzigen Formen, welche den symbolischen Factor (/iTy haben 
und kein anderes Symbol enthalten, sind: 

(a Tf aj T.S (a Ty a, ¥J, {a Ty TJ, 

Formen, die entweder verschwinden, oder theils den Factor i, theils 
den Factor j enthalten. Ebenso sind 

{HTyH/TJ, {HiyH^T/, {ETyTJ 

die einzigen Formen, welche den symbolischen Factor {HTy und 
kein anderes Symbol enthalten; diese Formen aber verschwinden ent- 
weder oder sie enthalten theils j, theils i^ als Factor. 



§48. Bewein^ dass aiisner /*, H, T, i,j keine Invarianten und Covarianten 

von f existiren. 

Die im Vorhergehenden entwickelten Resultate genügen, um den 
Beweis zu liefern, dass ?, ./ die einzigen Invarianten, /*, H, Tdie ein- 
zigen Covarianten von / sind. Dieser Satz wird wie der entsprechende 
über die cubischen Formen (§ 37.) bewiesen. Er ist richtig für die 
Formen ersten Grades Wir nehmen ihn bis zu den Formen (m — l)**'" 
Grades einschliesslich als bewiesen an, und zeigen, dass er dann auch 
für die Formen m*®° Grades richtig ist. Wir benutzen dabei das im 
Vorhergehenden gewonnene Resultat, dass die üeberschiebungen von 
f und H über sich selbst, über einander und über T auf keine neuen 
Bildungen führen. 

Man hat also zu zeigen^ dass die Formen m^' Ordnung sich aus 
Producten von /*, If, T, iy j zusammensetzen, wenn die 

C leb ach, Theorie der binären algebr. Formen. \M, 



1 1' 
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(m — 1)*" Ordnung diese Eigeuschaft liaben. Erstere entstehen aus 
diesen durch Ueberschieben von f. Man hat also die vier üeber 
seliiebungen von f über die Formen 

(1) /•« H^ Tf 

(a + 2/} + 3y = w— 1) zu untersuchen; doch kann man, da T* durcl 
f, H, iy j ausdrückbar ist, y immer gleich Null oder 1 annehmen. 

Die erste Ueberschiebung von f über das Product (1) fährt nur au 
Producte der /*, H, T, multiplicirt mit den ersten Ueberschiebungei 
von f über die einzelnen Formen /*, H, T, also auf nichts Neues. 

Die zweite Ueberschiebung ft&hrt auf Terme, die ausser /*, Hy 2 
noch zweite Ueberschiebungen von f über f oder H oder T enthalte! 
und also bekannt sind, und auf Terme der Form 

(2) {(fd) (^a) 9,—' ^,P-J aj, 

multiplicirt mit Producten der f, H, T, wobei 9, ^ irgend welche 
der Formen f, -ET, T bedeuten. Der Ausdruck (2) ist zu untersuchen 
sobald er selbst vom Grade m ist; sobald also (1) nur aus den Factorei 
9,^ bestand. Aber nach der Formel 

(3) {ipa) (ta) 9x** = i {(<pa)'*x* + (*«)^g>x'- (9*)'«*M * 

löst sich (2) in zerfallende Terme auf, also in Producte von Ana 
drücken, welche bekannt sind. 

Die dritte Ueberschiebung führt auf Terme, die ausser /", JT, 3 
noch folgende drei Arten von Bildungen enthalten können: 

1. dritte Ueberschiebungen von f über f, Hy T\ 

2. Ausdrücke der Form (9«)* (^o) ^x'^^^x**""' «x', 

3. Ausdrücke der Form (9a) (^rO (;c«) 9?x"""* l^x''"^ ;i^^'"' «r» 

wo wieder g), t, % irgend welche der Formen /*, -ET, T sind. Di< 
Ausdrücke 1. sind bekannt, die Ausdrücke 3. reduciren sich mit Hülfi 
der Gleichung (3). Die Ausdrücke 2. könnten Neues geben, sobalc 
das Product (w—l)*®*^ Grades nur 9.^ wäre, und müssen also unter- 
sucht werden. Nach §§ 40. und 42. tritt aber in diesen Ausdrucke! 
Folgendes ein: 

Ist g) = f, so besteht der Ausdruck aus einer Ueberschiebung vox 
II mit ^, also aus einer bekannten Covariante, und aus Theilen mi) 
dem Factor t, die somit in ihren anderen Factoren von niederen 
Grade, also bekannt sind. Ist aber (p = II oder q}=Ty so enthSlt dei 
Ausdruck theils den Factor », theils den Factor jy und besteht alsc 
<(li'ichfalls aus Producten niederer Formen. 

Die dritten Ueberschiebungen können also nichts Neues geben. 

Endlich führen die vierten Ueberschiebungen , ausser auf Producte 
von fy H^ Ty auf Ausdrücke folgender Art: 
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1. Vierte üeberschiebung von f mit f^H^T\ 

2. Ausdrücke der Form (^/i)^ (^«) g^x""^ ^x'*^*; 

3. Ausdrücke der Form {tpdf(\i>af^>J*-'^'^,^-'^\ 

4. Ausdrücke der Form (9«)*(^^) (3J«) 9*'''^Vt'*~'* ;U'~^? 

5. Ausdrücke der Form {g)a)(jlfa) (xn) {d-a) q)^^-^ tl;a:^'-^ x^^-^d-^'-^ , 

wo wieder (fy t, X, ^ irgend welche der Formen f, H, T sind. Die 
Formen unter 1. sind bekannt; die anderen könnten möglicherweise 
Neues geben, sobald das ganze Product nur aus den Factoren g),tlf, 
bez. q> ,tlf .X ^^^^ 9 • ^' • Z • "^ bestünde. Nun aber reducirt man die 
Ausdrücke 5. sofort mittelst der Gleichung (3), die Ausdrücke 4. mit- 
telst derselben, wenn man darin nur i/;^ % an Stelle von g), ^ setzt. 
Es bleiben also noch die Ausdrücke 2., 3. zu betrachten. 

Die Ausdrücke 2. enthalten immer, wegen der in §§ 40. 42. bewie 
senen Satze ^ theils i, theils j als Factor Von den Ausdrücken 3. 
gilt dasselbe, ausser wenn (p — f] dann können sie zum Theil 
durch üeberschiebungen von H über ^, also über f, H oder T, 
entstanden sein. Da auch diese nur auf Bekanntes führen, so ist der 
Beweis des Satzes hiermit geliefert. 

Man erhält also in der That keine anderen Invarianten 
als i, j, keine anderen Covarianten als /*, H, T. — 

Ich werde diesen Satz bei den Üeberschiebungen von T über sich 
selbst, welche noch nicht gebihlet wurden, benutzen. 

Bezeichnen wir, um die zweite Ueberschiebung von T über sich 
selbst zu bilden, durch 9/ die Form 

(4) < = V ^-' - «/ -S»' = - 4 (a;y) ^x« V |§42.(4)1. 

Setzt man darin yi = (pi, J/i = — Va» so kommt: 

(5) i„ = ((pq:,'y = -i(fpTfT/ip^. 

Aber zugleich hat man aus (4): 

und daher, wenn man y^ = T^j y^ = ^Tl setzt und mit TJ^ mul- 

tiplicirt: 

(g) Tf TJ' (p^ = 3 T/ TJ' {TT' f. 

Die zweite Ueberschiebung von T über sich selbst hat 
also den Ausdruck: 

(6) {TTfT/TJ^ = --^y^i^, 

oder, wenn man, um ? zu bilden, in Ur-\-^n= i^x (§41.) H für x, 
— f für X setzt: 

(7) {TTy TJ^ TJ^ = - -i^ (iW--^ 2j Hf+ ^P^. - 
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Die vierte üeberschiebung von T über^ sich selbst niuss 
notli wendig verschwinden. Dieselbe ist nämlich " eine Form vierter 
Ordnung und sechsten Grades, muss also nach dem Vorigen die Ge- 
stalt haben: ^ 

p.ijf+q.i^H, 

wo p, q Zahlencoefficienten sind. Da aber diese Form sich aus den 
Coefficienten von T zusammensetzt, so muss sie die Eigenschaft haben, 
zu verschwinden, wenn man sie der Operation d unterwirft. Daher 
muss man haben: 

daher p = 0, <? = 0, was zu beweisen. Man hat sonach die Gleichung 

(8) (TT')' T/ TJ^ = 0. 

Endlich ist noch die sechste üeberschiebung von T über 
sich selbst zu bilden. Da 

so hat man: 

{TTJ ^(aH){a Tf [ET f. 

Dies kann als die vierte üeberschiebung von H über die Form 

- (a Tf a,r TJ = \iiH ^jf) (6) 

angesehen werden. Da nun 

. {HH'f='^, {aHf=j, 

so ist 

(9) (2T')« = i(*^-/) = |Äa; 

die sechste üeberschiebung von T über sich selbst unterscheidet sich 
von der Discriminante nur um einen numerischen Factor. Eine Con- 
trole liefert wieder der umstand, dass der Ausdruck durch Anwendung 
der Operation 8 verschwinden muss. 

■ 
§ 44« Die Auflusnng der cubischen Gleichung i2 = 0. 

Die Auflösung der biquadratischen Gleichungen /*= und 
xf +111=0 knüpft sich an die Auflösung der cubischen Gleichung 

Q(x, A) = 0. 

Die Wurzeln dieser Gleichung seien 

X X , X ff 

- = ,„, - = m, ^ = m, 
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SO dass 

9 = (x - m A) (x - nil) (x - m'X) 

gesetzt werden kami. Setzt man in diesem Ausdrucke H, —f für 
x,'A, so erhält man nach § 42. (1) — 2T^, und es ist also: 

(1) r- = -^{H+mf){^H+m'f){H+m"f). 

Was die Bestimmung der Grössen m, m', m" angeht, so kann 
man, da in Q der erste Coefficient 1, der zweite ist, sich der 
C ar d an o' sehen Formel bedienen. Ich werde zeigen, wie dieselbe 
Auflösung auch aus derjenigen hervorgeht, welche für die allgemeine 
Form der cubischen Gleichung in § 38. gegeben ist. 

Man hat 

Nach der in § 38. gegebenen Methode bildet man nun die linearen 
Ausdrücke 



=^'^-=.^T^-. 



/-^-i+i/-!' 



r} = 




Q-r/-^ 'y— >---^ -^ 



=xr-i-^/-l- 



R 

L. ±1/ 

t 
36 



f-i-i/1"' 



wo nur der Einfachheit wegen der Index Q überall ausgelassen ist. 
Bestimmt man nun den Sinn der Cubikwurzeln 



3 



B=y-i-^V- 



(2) 3.-^ ^ 

R 

so, dass 

VI* ^ i 
^•-^ = /^ 36+ 8^6' 

so kann man in den Formeln für | und fj 
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setzen y und erhält also: 

' ' ri^xB — k A^, 

Die liueiireu Factoreu von Ö(x, X) sind nun 

g-jy, g-ejy, l-b'ri, 

wu B eine inuiginäre dritte Wurzel der Einheit. Also hat man, wenn 
g — £« ti = gesetzt wird : 

oder 

Die drei Wurzeln der cubischeu Gleichung Q — sind also: 

m =-( A+ B) 

(3) m' = - (« ^ + f2i?) 

wie die Cardano'sche Formel es angiebt. 

Die Gleichung (1) lehrt nun, dass das Product 

{H+mf){H+mf){H + mJ) 

das vollständige Quadrat eines Ausdrucks von der sechsten Ordnung 

ist. Aber keiner der drei biquadratischen Factoren hat im Allgemeinen 

[und die Foimel § 42. (1) gilt immer] mit den anderen einen 

linearen Factor gemein, da sonst auch f und H denselben gemein 

haben müssten. Daher muss jeder der biquadratischen Factoren an und 

für sich das vollständige Quadrat eines Ausdrucks von der zweiten 

Ordnung sein, und man kann also drei quadratische Formen (p, ^j % 

Knden, so dass 

H+mf =-2(p^ 

(4) J3'+wY = -2^2 

(5) T = 2q>^X' 

Um in jedem besonderen Falle die Coetficienteik der Functionen 
(p zu bestinnaen, kann man ähnlich verfahren, wie in § 38. bei der 
Bestiunnung der Coef'ficienten von § und rj, Ist K eine Form vierter 
Ordnung, von welcher wir wissen, dass sie das Quadrat einer qua- 
dratischen Form (f ist, und hat man 

K = a^J x^^ + 4 aj J:^^ x., + 6 a^ x^ x^ + 4 a^ x^ x^ + a^ xj 



tp z=aQX^'\-2 a^XiX^'i' «^ x 



2 

2 ) 
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so finden die Gleichungen statt: 



«0 = <^ 

«1 = «0 «1 



«2 = i («0 «2 + 2 «,«) 



«3 = «1 «2 



"4 — **2 J 

man kann also etwa aus der ersten «^, durch Wurzelziehen berechnen, 
und findet dann aus der zweiten a^; aus der dritten cc.^ rational durch 
ßjj und die Coefficienten von K ausgedrückt. 

Wir dürfen also die Formen 

H+mf 



9> = j/- 

(6) t =-- /- 



2 

H+ni'f 

2 
H+my 

2 



als bekannte quadratische Formen ansehen. Die Vorzeichen sind bei 
zweien derselben beliebig, bei (Jer dritten dann durch die Gleichung 
(5) bestimmt. Es giebt also nur vier Arten, die Functionen (p, i^, % 
ihrem Vorzeichen nach zu bestimmen. Und es giebt keine zwei dieser 
Bestimmungsarten, welche durch Aenderung der Vorzeichen aller 
drei Functionen in einander Obergehen, da die Gleichung (5) das Vor- 
zeichen des Products aller g) unveränderlich giebt; vielmehr sind je 
zwei Systeme der 9, ^^ % durch die Vorzeichen zweier Functionen 
von einander verschieden. 



§ 46. Die quadratischen Factoren von T, 

Durch die Gleichungen (4), (5) des vorigen Paragraphen ist die 
Form T als eine sehr specielle Form sechster Ordnung charakterisirt. 
Denn die Form T hat die Eigenschaft, durch Lösung einer 
cubischen Gleichung (Q = 0) in drei quadratische Factoren 
aufgelöst zu werden. Die Gleichung T=0 ist also eine durch 
Wurzelziehen lösbare Gleichung sechsten Grades. 

Zwischen den quadratischen Functionen tp, tp, % bestehen aber 
noch in Folge der Gleichungen §§ 42. 44. sehr bemerkenswerthe Rela- 
tionen. Bilden wir die Functionaldeterminante irgend zweier, z. B. der 
ersten beiden Gleichungen § 44. (4), dividirt durch 16, d. h. die erste 
Ueberschiebung der Formen radrii. ,]Q|||i^)ifl|kB in diesen Gleichungen, 
so erhalten wir: 
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A' 



« JC 1 C U/t 

cH 






ex. 



+ WJ 



?/• 



dXo dx, 



dXi 

+ w 



2 



dx. 



— Aq), tl.^.{(pt)q)xi*:ry 



= (m' - m) 3V 



dH 

dXi 
dH 



IL 

dx^ 
df 



dx. dx, 



2 



= (w - m') T. 



Setzen wir hier für T seinen Werth aus § 44. (5), so kann man 
den Factor 2 q) .rlf auf beiden Seiten auslassen, und erhiilt also die 
Functionaldeterminante zweier der Formen 9), ip, % d^rch 
die dritte ausgedrückt. So hat man die drei Gleichungen: 

2 {tx) ^xTLs = {ni'—nf) , (p 

2 {(p ^) (fxtx^ {m - m) . ;t. 

Bilden wir jetzt die erste Ueberschiebung dieser Gleichungen mit 
^) ^f X selbst. Rechts entsteht Null, wenn die beiden Functionen 
bei der Ueberschiebung dieselben sind; sind beide Functionen ver- 
schieden , so kann man die entstehende Form durch die Gleichungen ( I ) 
wieder auf (p, t, X selbst zurückführen. Links benutzen wir die 
Gleichung § 35. (5), welche für die erste Ueberschiebung einer Form 
X über die eiste Ueberschiebung von fp und ip gebildet ist, und welche 
hier in die folgende Gleichung übergeht [Q = (9? ^) (p^ ^x] • 

Bezeichnen wir durch Äik die 6 Invarianten von g>y t, X- 

so erhalten wir uunmebr aus (1) folgende Gleichungen: 

(m — ni) (m — »»") . . 
2 X = A^x-A,„ip 



(m —m") (m — m) 
' 2 



{iu — m") {ni—m) 
2 
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Da nun im Allgemeinen nicht zwei der Formen q), fy % einen 
Factor gemein haben, den sonst auch f und // gemein haben müsste, 
RO folgt hieraus: 

A^^ = — i f*'^ — w') (m — m") A^^ = 
(2) ^11 = - i (*^*' - ^n") {m' - m) ^, = 

Endlich erhält man noch, indem man eine der Formen fp, tp, X 
zweimal über' die entsprechende Gleichung (1) schiebt, den Werth 
der aus allen drei Formen 9), ^, ;t ' zusammengesetzten Invariante: 

K = --{(ptl;){tl^X)(X(p) ^ 

_ 7)1 — m" . __ m" — m . _ m — m . 
"^ 2 ^^ 2 — 2 ^^ 

= i{m- ni) {m - m") (m" - w*). 

Ferner findet sich aus § 44. (3) mit Berücksichtigung der 
Gleichung 1 +£ + £- = : 

m"-w =(l-£^)(^-2^e), 
und daher hat man die Werthe: 

(3) ^l, = -f£^(^*+f^jB+£2i?«) 

oder mit Benutzung der Werthe von Ay B: 



(4) K^if{l-B)j/-^± 



Die vorigen Betrachtungen stützen sich wesentlich darauf^ das» 
die cubische Gleichung im allgemeinen Falle keine gleichen Wurzeln 
hat, dass also li im Allgemeinen nicht verschwindet. Es ist leicht 
zu zeigen, dass die andere Voraussetzung , dass nämlich H und f 
keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen, hiermit zuBammenfallt. 
Fragen wir, welche Bedingung eintreten miu», damit S ond f einen 
gemeinsamen Facir>r besitzen. Al«datm mflsiai mA-^.ff^ßrtp % d^- 
selbeu Factor haben; «obald er versehwinikrt^ MW ilH^Mlfl^ 
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^jr'- = sein, die Resultante vou ^ und tl^ muss verschwinden. Die 
Resultante zweier Formen (p,^tl^ von der zweiten Ordnung ist aber 
nach p. 8l> gleich 

oder hier 



-^00 -^u ~" ^ 



Ol 



t 



Da nun im vorliögenden Falle ^„j identisch verschwindet, so 
müsste A^ odur A^^ verschwinden, d. h. es niössten zwei der m 
gleich werden und daher ü = 0. Die Resultante von /*=0, jEf=0 ist 
also eine Potenz von U; und zwar, da sie die Coefficienten beider 
Formen biquadratisch, also im Ganzen die Coefficienten von f zur 
zwölften Ordnung enthalten nyiss, ist sie JB^. 



§ 46. Aufliisongr der biqnadratischen Gleichungen. 

Unter der Voraussetzung, dass U von Null verschieden sei, führen 
nun die Gleichungen § 44. (6 j zur Lösung der Gleichung vierter Ordnung 

(1)" x/ + AiEf=0. 

In Folge dieser Gleichung hat man 

und daher, wenn q eine unbestimmte Grösse bezeichnet, aus §44. (6): 



(2) ^" = Qj/x — mk 

l = Q]/x-m''l, 

In diesen Gleichungen stehen links quadratische Functionen der 
X, , x.^\ diese Gleichungen geben daher, indem sie nach x^, x^x^, x^ 
aufgelöst werden, die Verhiiltnisse dieser Grössen und daher auch ein 

Verhältniss — ; für welches die Gleichung (I) besteht. Auch siehtf 

man sofort, dass es vier Bestimmun;;sarten dieses Verhältnisses giebt. 

Denn die Vorzeichen von ^x— mA, j/x— m'A, }/x — m"k gestatten 
im Ganzen acht Combinationen. Von diesen führen aber immer solche 

X 

zwei auf denselben Werth — , bei welchen alle Wurzeln entgegen- 

gesetzte Vorzeichen haben, ein Unterschied, der sich durch Aenderung 
der ganz willkürlichen Grösse q sofort aufheben lässt. 

X 

Bezeichnen wir den Werth des Verhältnisses — , für welchen 

x^ 

xf+lll verschwindet, durch — , und bezeichnen wir ferner durch 

' 2/2 
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«oy «1^ «2» ßo7 ßif hj Voj Yu Y2 die Coefficienten (p, ^, %, so werden die 
drei Gleichuageii (2) folgende: 



(3) 



a^yj^ + 2 «1 yi y^ + a^y/ = 9/ x-m k 



Setzen wir die hieraus berechneten Werthe von y^^, ViVtr V^ 111 
die linke Seite der Identität: 

(4) ^r/yjS - 2x^ x,,y, y, + x;^y^^ = {xyY 

ein, so erhalten wir rechts das Quadrat eines linearen Factors von 
Tcf+kU. Indem wir aber aus (3), (4) die Grössen y^^,2y,yjj, y/ elimi- 
niren, erhalten wir die Gleichung 







oder geordnet: 

(5) (-^ 



i «0 ^1 ^^2 Q V ^ ~^ ^'* ^ 

_'^ü ßi • ßy Q V ^-nn 

Q ]/x — m" k 

ixyf 



Yo Yi 






«0 «1 



«., 



-{-}/ x — m'l 



ßo ßi ß, \ = V»->nl 
«0 «1 «2 

y« ^1 y» 



Yi 



+ ^x — /«" X 



ß. ß, ß, 
Yo 7t 

«0 «1 

ßo ßl ßi 



«o 



Die drei Determinanten rechts entstehen aus der Determinante 
links, indem man immer eine Reihe von Coetficienten durch x^y 
— -CjO^j, x^^ ersetzt. Die Determinante links ist, wenn man die Sym- 
bole von q>, 'H^f X einführt: 



9),2 9^1 9^2 9^2^ 



2 



tJ 



^1^2 

Xi" Xi Xi Xt 
ein Ausdruck, welcher offenbar mit jedem der Ausdrücke 

verschwindet, und also von dem Producte dieser Grössen nur nume- 
risch verschieden sein kann; in der That lehrt die Bestimmung und 
Vergleichung irgend eines Gliedes, dass jene Determinante gleich 

ist. 

Ersetzt man je eine Coefficientenreihe durch x^y—x^x^^x^y oder 
je eine Art von Symbolen durch x.^y — J^i, so erhält man die Werthe 
der drei anderen Determinanten: 
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m'-m" 



{^X)^xU=- — ö — .9 



{%9)X^9x-=- — 2 — •* 

Man sieht also, dass in der That die Bestimmung des linearen 
Factors {xy) durch die Gleichung (5) immer möglich ist, wenn nur 
K, d. h. li von Null verschieden; und dass dann (indem wir von 
einem gleichgültigen Factor abstrahiren) 



(()) {xyY = {m'—m') (p j/x — tnl + {m"—m) ^ y/x—mk 

+ (m — m') X j/^ — ni" A 

gesetzt werden kann, ein Ausdruck, dessen rechte Seite nothwendig 
das Quadrat einer linearen Function ist. 

Für die Auflösung der Gleichung xf+kH=0 ist es hinreichend, 
das Quadrat dieses linearen Factors der Gleichung zu kennen, in- 
dem die Verhältnisse von y^-, y, y.^, yj und also auch — dann 

Vi 
l^ekannt sind. 

Man braucht also nur, indem man die linke Seite von (6) durch 
bezeichnet, aus (6) die Gleichungen 



abzuleiten; der Quotient 




Vi «II 

^2 «li 


«1« 


ist dann eine Wurzel von f—0. 





Aber es ist von Interesse, die Auflösung der biquadratischen 
Gleichung xf + IH = auf eine Identität zurückzuführen, welche die 
linke Seite der Gleichung in ihre vier linearen Factoren zerlegt zeigt. 
Diese Identität ist nach dem Vorigen von der Form 

(7j M(xr+kH) 



- yim — m") rp Yx — m A + im" — m) t ]/x — m k + {m — m) xV x — m" k 



• V ( m — m") <p j/x — mk — {m' — m) f }/x — m A + (m — m') xV^~ ni^k 
' V{m — ///") (pj/x—mk + im" — m) tl^j/x — m' k — {in — - m') xj/ x — fn" k 

• y{m — m') q) j/x — ink — {tn" — m) i^ Yx — m'k — {m — m) xV '^^ ^'* ' K 



I 



zweiter, dritter und vierter Ordnung. — § 16. 157 



wobei noch für ^>y ^, % (He Werthe aus §44. (6) einzusetzen sind. 
; Es handelt sich nur noch um die Bestimmung der Constante M. Die- 
selbe erfolgt sehr leicht, v^enn man in der obigen Gleichung ein 
Werthsystem x^, x^ einführt, für welches eine der Formen 9?, rl), %, 
etwa 9?, verschwindet. Für dieselbe reducirt sich die obige Gleichung auf 

zugleich wird nach § 44. (G) 

daher, wenn man dies in (8) einführt und durch f dividirt: 

Jlf(x-wA) = ^(w--w')(w-w") j(m-m") (x-w'A) + (w'-m)(x-m"A)} 

= ^ (m — m') {m — m") {m — m') (x — w A) , 
oder 

(9) Jlf=i(m-mO(m-w'0(m'-m'0=-2ir--^£(l-£)j^-^. 

Aus dem Vorhergehenden sieht man, dass, sobald Ji nicht ver- 
schwindet, die vier Lösungen der biquadratischen Gleichung 

xf+kH=0 
aus den vier Gleichungen 



(10) {m — w") 9) /x — wi A + (;/i" — m) ^ j/x — m k 

+ {m — m) X V^ "" ^^*" ^ = 

gefunden werden, deren linke Theile Quadrate linearer Ausdrücke in 
den X sind. 

In diesem Falle sind, ausgenommen wenn — einen der Werthe 

w, m' y m' annimmt, die vier Wurzeln der Gleichung immer verschie- 
den. Denn sollten zwei gleich werden, etwa die in (10) durch die 
Zeichenfolgen 

+ + + 

+ 

repräsentirten, so müssten zugleich die Gleichungen bestehen: 

9? = 
{m — m) if ^x — w'A + {m—m') % j/x—m^'k = , 

oder die Resultante dieser beiden Formen zweiten Grades mQsste ver- 
schwinden. Nun ist die simultane Invariante dieser beiden Fonuflü 
aus Äq^ und A^J^ zusammengesetzt und daher identisch Null; die. 
tante reducirt sich daher auf das Product der IxLx^räa^ 
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der Invariante der zweiten quadratischen Form. Erstere verschwindet 
nicht, da sonst zwei w einander gleich sein müssten, also Jt = 0. 
Die zweite ist die zweite Ueberschiebung der zweiten quadratischen 
Form über sich selbst; aber die Form 

atlf + ßx 
zweimal über sich selbst geschoben, giebt 

«« {tl^tl^'f + aß {xty + €cß ix't,' + ß' az')^ 
also hier 

(m"-m)2 (x— m'A) A^^ + (m-m')* (x- w"A) A^ 
= - — -^—r-^ 1 (wi — w) (x—wM) + {m — m) (x — mk) \ 



(m—m') (m" — w) hn — w")^ / ,x 

= \ ' -^- — ö""^ (x— mA). 



2 

Auch dieser Ausdruck also kann nicht verschwindeji, da weder 

X 

zwei m einander gleich sind, noch — = m sein sollte. 



§ 47. Die quadratischen Faotoren von f- 

Auf die cubische Resolvente 

wird man noch auf eine andere Art geführt, nämlich indem man 
direct die Aufgabe zu lösen versucht, eine biquadratische Form /* 
in zwei quadratische Factoren aufzulösen. 
Setzt man nämlich 

f= («ü ^1^ + "2a^XiX^+ a^ x^^) {ß^ x^ + 2 /^^ a;^ a:^ + ß^ rr/), 
so erhält man durch Vergleichung der beiderseitigen Coefficienten : 

«ü = «ü /^u 

(1) 6 a^ = «0 /^2 + /^ü «2 + 4 «, /5i 

2 «3 = a, /Jjj + /5, «jj 

«4 = «2/^2- 
Führt man nun eine Grösse m ein, so dass die mittlere dieser 
Gleichungen in die beiden: 

«0 /52 + /'ü «2 = 2 a^ - 2 w 

«1 ^i = «2 + 2 

zerlegt wird, so findet man m aus der Bemerkung, dass die Deter- 
minante 



zweiter, dritter uiul vM^rti»r ()nlniiiif?. — §§ 4r>, 47. 
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«u A. + A» «,. «1 Ä. + ^i f^> ^'i A. + ßi «o 

«ü ßl + A. «1 «1 /^' + /^l 'M «:> ßl + A «1 

«I) ßi + A. «s ^1 A + /^i ^^- «i ßi + A «2 



«ü A) <^ 

«1 A <> 
«. ß. n 



/{, «, 

identisch verschwindet. Setzt man liier für die Elemente derselben 

iliie Werthe aus (1) und dividirt fibernll durch 2, so erhält man die 
Gleichung für m: 



= 



«ü 


"l 


«* 


«I 


«*+2 


«3 


O, — «l 


«8 


«4 



= - i ('"' - i "' - 4) ' 



was wieder unsere cubische Resolvente ist. 

Die Zerlegung von f aber finden wir sodann ohne Weiteres aus 
den Gleichungen § 44. (4) : 

(2) H+m f=^-2ilf^ 

aas welchen sich die drei Zerlegungen ergeben: 



9 2 



{x-ii>){x+f) 



(3) 



m — m ' m — m 



w* — m 



7(^^-9-J = 



2 



l?2 



9/» 



A^-9^){^'+9>)' 



Indem man diese Darstellung zu Grunde legt, kann man die Auf- 
lasung der Gleichung vierten Grades f~0 so Jiusdrilckon, dass die 
vier linearen Factoren von /* die gemeinsamen linearen 
Factoren der folgenden vier Tripel von Gleichungen sind: 

1. ^ — 9) = o, (p^x = o, x — t^-^^ 

<3P + ;C = 0, 



(4) 



2. 


i> — <p-- 


= 0, 


3. 


*' + 9 = 


= 0, 


4. 


i> + (p-- 


= 0, 






Man benutzt diese Gleichungen bequem zur Discussion der Rea- 
lität der Wurzeln bei einer Gleichung mit reellen Coefficienten. 

Hat in diesem Falle die cubische Resolvente eine reelle Wurzel m 
nnd jBwei conjugirt imaginäre ni , m" (was nach § 38. für negative 
Werthe von JZ^, also nach § 41. (12) für negative Werthe von i^— 6/ 
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eintritt), so sind ^ und x ilirer Entstehung nach conjup^irt imaginär, 
also, wegen der Gleichung 

(p reell. Demnach kann man 



setzen, und die Gleichungen (4) verwandeln sich in: 

1. M —^ = 0, v = 

2. t;j/^~9 = 0, * « = 

3. t;j/^ + 9) = 0, M = 

4. u 4-^r=0, t; = 0. 

Da nun ^ und ;|r keinen Factor gemein haben, so können w, v 
nicht zugleich verschwinden. Daher ist die gemeinsame Lösung der 
Systeme 2. oder 3. nothwendig imaginär; die von 1. oder 4. sind reell. 

Bei negativem Werthe von ^ — Qj^ hat die biquadra- 
tische Gleichung also zwei reelle und zwei imaginäre 
Wurzeln. 

Ist dagegen P-^Gj^ positiv, so hat die cubische Resolvente drei 
reelle Wurzeln m, m', w". Daher sind 9*, ^, x^ reell, und es 
werden nun zwei Fälle möglich. Entweder sind (p, tl/^ x selbst reell, 
und in diesem Falle also auch alle gemeinsamen Lösungen der Systeme 
4. und damit die Wurzeln der biquadratischen Gleichung. Oder zwei 

der Ausdrücke 9, ^, X erhalten den Factor^— 1, so dass etwa 



^_^Y-i, z = //-i. 

In diesem Falle verwandeln die Systeme (4) sich in folgende: 



3. ^y-i + <p=o, ^^x'V^ = Oy x+^'=^ 

Daher sind in diesem Falle sämmtliche gemeinsame Lösungen der 
Systeme 4. imaginär, und also auch alle Wurzeln von /'=() imaginär. 

Ist also P — 6j^ positiv, so hat die Gleichung f = ent- 
weder vier reelle, oder vier imaginäre Wurzeln. 

Die Unterscheidung der beiden letzten Fälle ergie])t sich sofort, 
wenn man eine cubische Gleichung aufstellt, deren Wurzeln 9?*, ^-, 
X^ sind. Diese Gleichung ist wegen der Gleichungen (2): 



.-■^ 
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In dem Falle, mit welchem wir es hier zn thun haben, hat diese 
Gleichung stetes reelle Wurzeln; und zwar drei positive, wenn /'=() 
lauter reelle, zwei negative und eine positive, wenn /*=() lauter 
imaginllre Wurzeln hat. Im ersten Falle muss also f H negativ, 

^U^— -^ P positiv sein, im zweiten Falle müssen beide Ausdrücke 

gleiches Zeichen haben. Und so haben wir folgenden Satz: 

Wenn f'^ — 6J^>0, so haben die Werthe der For- 

t 
men H und H^— -rrf^hei beliebigen reellen Werthen 

der X entweder stets verschiedene Vorzeichen, und 
dann hat die Gleichung f=0 lauter reelle Wurzeln, 
oder dieselben haben stets gleiche Vorzeichen, und 
dann hat die Gleichung /=0 lauter imaginäre 
Wurzeln. 

§ 48. Angnahmefftlle. 

Gehen wir nun zur Betrachtung des Falles über, in welchem 
jB = 0, und zwar möge w"=w' werden. Es ist also m' eine Doppel- 
wnrzel, m eine einfache Wurzel von Q = 0; m und m' seien noch 
verschieden. Wegen der Gleichuvg jB = 0, d. h. i^ — ßj^^O, wird 



^=(''+t^/(''-tO' 



also 



(1) *n' = -{, m = 2l. 

Nach § 44. (6) ist in diesem Falle x=V'? zugleich aber ^^^ = ^22—^ 
[§45. (2)], also der gemeinschaftliche Ausdruck von ^ und x ^"^ 
weder das Quadrat eines linearen Ausdrucks |, oder identisch Null. 
Beide Fälle sind getrennt zu behandeln. 

Ist ^ = ;jr = |* von Null verschieden, so hat man nach § 44. (4) 

es ist also eine Verbindung von H und f die vierte Potenz eines 
linearen Ausdrucks. Aber ferner ist J^^ = 0, was hier in 

(«P D* = 

Übergeht. Es verschwindet also q>, wenn man 0^1 = 12, a:^=: — Ij setzt; 
q> muss daher den Factor | besitzen, und man hat daher 

wo iy ein von 5 verschiedener linearer Ausdruck ist. Die zweite Ueber- 
schiebung nämlich von (p über sich selbst ist jetzi 

Clebiob^ Theorie der bia&reu algebr. Forineo. W 
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(9,1) (yij) = i I (gl) (VV) - (ivy J = - 4 i^V)', 
und daher 

«1,)* = - 2 Ao =(»»-«»')% 
also von Null verschieden. 

Die Gleichungen § 44. (4), (5J verwandeln sich sonach in die 
folgenden : 

t 

r=2|6ij.. 

Aus diesen Gleichungen erhält man: 

Durch das Verschwinden von R = -^ {i^ — 6ß) erhält 
also f eine Doppelwurzel (S = 0); R ist also die Discrimi- 
nante, was auch in § 29, gefunden wurde. Der Doppelfactor 
von f ist auch ein solcher von H, und ein fünffacher von T. 

Die Lösung der biquadratischjen Gleichung x /'+ k H= erfolgt 
in diesem Falle dadurch^ dass man zunächst aus der Gleichung 

deren linker Theil ein Biquadrat ist, die Doppelwurzel | = be- 
stimmt. Ist 

so ist 
also 

k-h 

und die Doppelwurzel ist daher — r^. Die übrigbleibende quadra- 
tische Gleichung ist dann 

Bestimmt man also — aus der Gleichung 
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6»_ JH-jf 

SO geben die linearen Gleichungen 



^^/Mh-"'" 



die beiden ungleichen Wurzeln von xf+XH^O. — 

Ist zweitens 11^ = % identisch Null, so sind H und f nur noch 
durch einen Factor verschieden, und zwar ist aus §44. (4), (5): 

H=^f, T=0. 

Das ganze System xf+kH=0 ist also, abgesehen von dem Falle 

-r-=— -4, in welchem der Ausdruck identisch verschwindet, auf/'^O 
kl 

reducirt. Zugleich liefert die erste Gleichung § 44. (4) 

Demnach wird f das Quadrat eines quadratischen Ausdinicks; 
f=^ hat zwei verschiedene Doppel wurzeln. Und zwar ist die Be- 
dingung, dass H von f nur durch einen Factor verschieden sei, 
dafQr in der That ausreichend, da die Gleichungen §44. (4) dann 
immer dieses Resultat geben, und da dann auch immer R von selbst 
verschwindet, dessen Quadrat, wie oben gezeigt, die Resultante von 
f und H ist. Man kann also den Satz aussprechen: 

Wenn H von f nur um einen constanten Factor 
verschieden ist, dann, und nur dann ist f das 
Quadrat eines Ausdrucks zweiter Ordnung. 

Die Bedingungen dafür, dass f zwei Doppelwurzeln besitze, 
werden also dadurch ausgedruckt, dass man die Coefficienten von H 
denen von /' proportional setzt. Es involvirt dies zwei Beziehungen 
zwischen den Coefficienten; aber, wie in den meisten ähnlichen Fiillen, 
wird dies nicht etwa durch das Verschwinden zweier Invarianten, 
sondern durch Beziehungen zwischen den Coefficienten von Covarianten 
ausgedrückt, und zwar durch eine zu grosse Anzahl von Gleichungen, 
welche neben einander bestehen können, aber von denen keine über- 
flüssig ist. Auf solche Erscheinungen wurde auf p. 91 bereits hin- 
gewiesen; hier liegt ein weiteres Beispiel vor. — 

Wir kommen endlich zu dem Falle, wo alle drei Wurzeln «?, ;//', 
m" der cubischen Gleichung Q = einander gleich. ^^x^^\\., X^'ä. \^x 
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zweite Coefficient der Gleichung, die Summe der Wurzeln also, ver- 
schwindet, so ist nothwendig in diesem Falle 

und die Gleichung Q = muss sich auf x^ = reduciren; man hat 
daher auch 

Aus den Gleichungen § 45. (2) sehen wir, dass A^, A^^^ A^ ver- 
schwinden. Die quadratische Form 9 = ^ = ;|r ist also entweder das 
Quadrat eines linearen Ausdrucks, oder identisch Null. Hiernach 
haben wir zwei Fälle zu unterscheiden, die wir nach den Gleichungen 
§ 44. (4) auch so ausdrücken können: Entweder ist H das Biquadrat 
eines linearen Ausdrucks: 

oder es ist H identisch Null. 

Die Gleichungen i = 0, j* = folgen umgekehrt wieder aus der 
Bedingung, dass H ein Biquadrat sei, und um so mehr, wenn es 
identisch verschwindet. Denn erstlich ist, wenn -ff— 5^, die Invariante 
/', für H gebildet, gleich (Sl)*, also identisch Null; dieselbe ist aber 
der Coefficient von A* in i^x [§ 41. (8)], welcher bis auf einen Zahlen- 
factor gleich i* ist. Es verschwindet sonach i; und in Folge der 
Gleichung JR = oder i* — 6j* = auch j. 

Es verschAvindet aber nach § 40. (8) mit i auch die zweite üeber- 
schiebung von /* mit If, welche, wenn jEf=5*, den Ausdruck an- 
nimmt : 

(ce)*c,*.L«=o. 

Setzen wir also den ersten Fall voraus, in welchem 5 nicht iden- 
tisch verschwindet, so muss identisch 

sein, also auch (c5)* = 0; es muss f den Factor 5 zu irgend einer 
Potenz enthalten. Setzen wir 

wo u eine Form dritter Ordnung ist. Schieben wir dies zweimal 
über I, so bleibt der Factor £ immer ungeändert; es muss also die 
zweite Ueberschiebimg von u mit | verschwinden, d. h. u muss wie- 
der den Factor 5 enthalten, 

wo ^von der zweiten Ordnung ist. Endlich, wenn vnr 5 wiederum 
zweimal über dieses Product schieben und das Resultat gleich Null 
setzen, bleibt, dass die zweite Ueberschiebung von v mit 5, welche 
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eine Constante ist, verschwindet. Man hat also v = l.rj, und endlich 

/■= I» . n- 

Diese Form hat in der That eine Covariante H, welche ein 
Biquadrat ist. Denn denken wir uns $ und ij als neue Veränderliche 
eingef&hrt, so ist die Form H gleich der in Bezug auf die neuen 
Veränderlichen gebildeten Form, multiplicirt mit dem Quadrate der 
Substitutionsdeterminante, also 






d'f 



aij« 



dl dl] 

Wenn also H ein Biquadrat ist, ohne identisch 
zu verschwinden, so hat man i = 0, j = 0, und / hat 
einen dreifachen Factor; so wie umgekehrt im letz- 
teren Falle immer H ein Biquadrat, und t = 0, 
j = ist. 

Ist endlich H identisch gleich Null, so verschwinden alle seine 
Coefficienten ; es ist also (vgl. § 40.) : 

«0 ^i — a^* = 

«0 «3 "" ^1 ^2 = 

a^j a4 + 2 a^ ttj — 3 a^^ = 
a^ »4 — ag ^3 = 
«2 a^ — ttj* = 0. 

Ist hier «0 = 0, so verschwindet auch a^, a^, a^ und / wird X2^. 
Ist a^^ von Null verschieden, so ist 



ao = -*- 



a. 



also 










2f 



»1 



f==a,(x, + ^x,)\ 



Wenn 11=0, so ist also f immer das Biquadrat eines 
linearen Ausdrucks. Dass umgekehrt in diesem Falle -ff und alle 
anderen Bildungen verschwinden, lehrt die symbolische Darstellung, 
welche für diesen Fall in die wirkliche übergeht, und bei welcher 
daher alle symbolischen Determinanten verschwinden. 

Hiermit ist der Ereis der möglichen besonderen Fälle einer 
biquadratischen Form erschöpft. 

Kehren wir zu dem allgemeinen Falle zurück. 
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§ 49. Kanonische Darstellung der biqnadratischen Form. 

Unter einer kanonischen Darstellung einer binären Form ver- 
stehen wir eine Darstellung derselben durch Einfährung neuer Ver- 
änderlichen^ bei welcher die Zahl der nicht numerischen Coefficienten 
auf ein Minimum reducirt wird. Da die Anzahl der Constanten einer 
linearen Transformation nur 4 betnlgt, so ist es klar, dass die ka- 
nonische Darstellung höchstens 4 nichtimmcrische Coefficienten weniger 
enthalten kann, als die allgemeine Darstellung der Form. Die kano- 
nische Darstellung ist daher auch hauptsächlich bei niederen Formen 
von Interesse, wo diese Verminderung schon eine erwähnenswerthe 
ist. So ist die Darstellung der cubischen Formen durch den Ausdruck 
g^ — if als eine kanonische zu bezeichnen. Eine solche kanonische 
Darstellung soll nun für die Formen vierter Ordnung geliefert 
werden. 

Als neue Veränderliche d6r kanonischen Darstellung empfiehlt es 
sich hier, die linearen Factoren einer der quadratischen Formen 9, 
^', X einzuführen, so dass eine kanonische Darstellung dieser Art auf 
drei verschiedene Arten möglich ist. 

Wenn wir etwa die Factoren von 9, durch |, ri bezeichnet, als neue 
Veränderliche einführen, so nehmen die Formen ^, % Gestalten an, 
welche dadurch charakterisirt werden, dass die simultanen Invarianten 
A^^^ und A^^^ verschwinden. Eine solche Invariante hat, wenn «y, ä^, a^ 
die Coefficienten der einen, a^, a^, a^ die der anderen in ihr auftretenden 
Form bedeuten, den Ausdruck a^ «^ — 2«!«! -f- a^a^ (vgl. p. 4.). Bilden 
wir daher -4.„j und A^^ für die neuen Veränderlichen, in denen bei 9 
nur das mittlere Glied existirt, so reducirt der Ausdruck des Ver- 
schwindens von A^^ und A^ sich darauf, dass in der neuen Form die 
mittleren Coefficienten von ^ und % verschwinden. Die Formen ^, 
X drücken sich also durch die Quadrate von g und r^ aus. Benutzen 
wir nun die Gleichungen §44. (4), um If, /' durch |, ri auszudrücken, 
so folgt, dass auch diese Formen nur gerade Potenzen von % und ri 
enthalten können. 

In der kanonischen Form, deren Möglichkeit hierdurch bewiesen 
ist, können also nur noch die Biquadrate und das Product der Qua- 
drate von I und ri vorkommen. Indem wir | und iq um passend ge- 
wählte Factoren ändern, können wir noch die Coefficienten von 6* 
und 1^* (die, wenn keine Doppelwurzel von f=0 existiren soll, nie- 
mals verschwinden können) gleich 1 machen; indessen ist es zweck- 
mässiger, sie nur gleich zu machen, und also die folgende kanonische 
Darstellung von /'anzunehmen: 

(1) /=i^ (g^ + '?*) + 62 r1^ 
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Man kann nun sich die Aufgabe stellen , direct diese kanonische 
Darstellung für eine gegebene Form f zu finden. £*& muss dieses 
nach dem Vorigen mit der Aufsuchung der Formen q>, i^, X genau 
zusammenhangen; dass es andererseits mit der Auflösung der biqua- 
dratischen Gleichung f=0 zusammenhangt, sieht man schon daraus, 
dass, wenn die kanonische Darstellung einmal gelungen ist^ zur Auf- 
losung der Gleichung /*= nur noch Quadratwurzeln erfordert 
werden. In der That, ist f in der Form (1) gegeben^ so hat man 
sofort aus f=0: 

oder auch, indem man addirt oder abzieht und mit g oder i] dividirt: 

(2) 2g ^^ = 1? (y -6q + 2p + y -^6q^2p ) 

Diese Gleichungen geben in yerschiedener Form dieselbe Losung 
der biquadratischen Gleichung /*=0; man erhält daraus die übrigen, 
indem man die Vorzeichen der Quadratwurzeln ändert. 

Gehen wir von der kanonischen Form aus, so ist es sehr leicht, 
alle Covarianten und Invarianten in Bezug auf die neuen Veränder- 
lichen I, 1^ zu bilden; wir wollen sie durch beigesetzte obere Striche 
bezeichnen ; sie unterscheiden sich von den ursprünglichen Bildungen 
nur durch entsprechende Potenzen der Transformationsdeterminante (gi;). 

Zunächst hat man 

(3) H^{U) S -(S17) .2 2^g^ ql^+pri^ 

= (gi7)M2jpg(g* + i^*) + 2(p«-3g»)g«i?M. 

Man sieht hier, dass die kanonische Form von H derjenigen von 
/* ganz analog ist. Denken wir uns p^ q und den Werth von (S17)* 
gefunden, so kann man aus (1) und (3) die Ausdrücke {i^ + iffy 
(6*— if)^ und 2i^Tf bestimmen, und erhält dann die folgenden Glei- 
chungen, welche mit den oben § 44. (4) gegebenen Bestimmungen 
von 9*, ^, X* wesentlich identisch sind: 

£r- 2 g (Xriff = (gi?y (!>« ~ 9 ««) . 2 g« n^ 

(4) H+{q +p) {U? f^ {UY (Spg +1)^ (g* + ri^ 

s+ {q -p) (gi2)Y= (£1?)' i^pq -P") a'-v'Y. 

und aus welchen man g^ und tj^ sofort ausdrücken kann. Die erhaltenen 
Ausdrücke für g^, 17^ sind bestimmt, abgesehen von einer möglichen 
Vertauschung und von einer gleichzeitigen Zeichenänderung beider^ 
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was auf die Darstellung (1) keinen Einfluss liat und daher gleich- 
gültig bleibt. 

Von den Grössen g, 2? ist eine, wie schon oben bemerkt, will- 
kürlich. Das Verhältniss - aber, sowie {itj)^, findet man, indem man 

die Werthe der Invarianten i und j in der kanonischen Darstellung 
bildet. Benutzt man die in § 40. gegebenen Ausrechnungen von i 
und j, so erhält man: 

j = (g,)«/ = (|i?)«.6a(i,*-3''). 
Aus diesen Gleichungen folgt: 

(5) (giy)^== /' + ^g' .4, 

Die eine dieser Gleichungen liefert den Werth von (Si?)^, die 

andere eine cubische Gleichung zur Bestimmung von ^. Dass nur 

das Quadrat dieser Grösse bestimmt wird, erklärt sich dadurch, 
dass die Gleichung (1) ungeändert bleibt, wenn q in —q verwan- 
delt wird , sobald nur gleichzeitig iy /— 1 an Stelle von rj ge- 
setzt wird. 

Die cubische Gleichung (6) lässt sich durch eine einfache Sub- 
stitution in die cubische Gleichung Q = überführen. Setzt man 
nämlich 



. (7) 








6tm 


+ 2j' 


} 


SO geht 


die 


Gleichung (6) 


in 














w^- 




3 _ 
3~ 






Über. Die Gleichung (7) verbindet daher die drei Werthe von ^ mit 
den Wurzeln m, m', m" von Q = 0. 

Benutzt man die Gleichung (7), so verwandelt (5) sich in 

(8) {W.q = -^. 

Durch die Gleichungen (7), (8) und (4) ist die kanonische Dar- 
stellung von f vollständig geliefert. 
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I 50. Die absolute Inrarlante und das Doppel rerh&ltniss. 

Die in der Gleichung § 49. (6) auftretende Grösse ^ hat die 

Eigenschaft^ sich bei linearer Transformation gar nicht zu ändern, 
und sie ist die einzige Invariantenverbindung, welche diese Eigen- 
schaft haben kann. Sie ist daher eine absolute Invariante im 
Sinne des § 21., und theilt diese Eigenschaft mit dem Doppelverhält- 
niss, welches aus den vier der biquadratischen Form zugeordneten 
Elementen gebildet werden kann. Ich werde jetzt die algebraische 
Beziehung entwickeln , welche zwischen diesen beiden Grössen besteht. 
Setzt man in den Formeln (2) des vorigen Paragraphen für den 
Äugenblick der Kürze wegen 



so sind die vier linearen Factoren von f durch die Gleichungen dar- 
gestellt: 

g + (a + /S)i, = 

l + {a-ß)ri = 0. 

Eines der Doppelverhältnisse, welche aus den entsprechenden 
vier Elementen einer Punktreihe oder eines StrahlbQschels gebildet 
werden k&nnen, hat dann nach § 25. den Werth: 

(a + ß) + {cc-ß) 

(a + ß)-(a-ß) a* 



-( a + ß) + {c c-ß) ß^' 

- (^a + ß) - {a -ß) 

und es ist, wenn wir diesen Werth durch a bezeichnen, 

, ^Q+P' 

Das Verhältniss — steht also mit dem Doppelverhältniss in 

einem, linearen Zusammenhange. Drückt man ~- durch aus: 

p 3(l-(y)' 

und führt dies in die Gleichung § 49. (6) ein, so erhält man die 
Beziehung zwischen der absoluten Invariante und dem 
Doppelverhültnisse: 
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(1) ^:=24 (i~<^+<^^^ 



Dieses ist für ö eine Gleichung sechsten Grades; ein Umstand, 
welcher der Thatsache entspricht, dass aus vier Elementen sich sechs 
Doppelverhältnisse bilden lassen. Die sechs Wurzeln dieser Gleichung 
müssen daher so mit einander verbunden sein, dass, wenn irgend 
eine derselben ist, die übrigen die Werthe annehmen: 

1 , 1 a-1 



Man findet dies in der That bestätigt; denn die Gleichung (1) 
ändert sich nicht, wenn mau an.Stelle von eine dieser fünf Grössen 
einführt. 

Die Auflösung der Gleichung (1) erfolgt dadurch, dass man 
dieselbe auf die cubische Gleichung Q = und auf quadratische 
Gleichungen zurückführt. Indem man nämlich den oben erhaltenen 

Werth von — in die Gleichung § 49. (7) einführt, kann man dieser 

die Form geben: 
(2) ,„ = -2 4-. l-<^ + <^^ 



2-(y.l-2(y' 

Die rechte Seite ändert sich nicht, wenn man durch — ersetzt: 

' ' 

man hat also, indem man für m die Wurzeln der cubischen Gleichung 

Q = () einführt, drei quadratische Gleichungen in vor sich, welche 

drei Werthepaare dieses Doppelverhältnisses ergeben ; und zwar stehen 

immer zwei Werthe eines Paares in der Beziehung zu einander, dass 

1 
wenn der eine ist, — der andere wird. 

' 

Umgekehrt erhält man, wenn man in (2) durch 1— <T oder 

durch ersetzt , die drei Wurzeln der cubischen Resolvente durch 

' 

ein Doppelverhältniss ausgechrückt: 

2j 1-0 + a^ 

m = f- 

% 

(3) m'= + ?i 

X l + (y.2 — <y 

Die Gleichung (1) erlaubt die Beantwortung der Frage, unter 
welchen Umständen einer der ausgezeichneten Werthe des Doppel- 
verhältnisses eintrete, welche in § 21. erwähnt sind. 



2- 


ff.l- 


-2ff 


1 


-(?+ 


«2 


1 + 


ff.l- 


-2<y 


1 


-ff+ 


<j« 
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Der Werth ö=l, bei welchem zwei Factoren von f zusammen- 
fallen müssen , fQhrt selbstverständlich auf das Verschwinden der 
Discriminante. In der That, setzt man = ly so erhält man aus (1) 

- - • 

Sollen die vier der Gleichung f= entsprechenden Elemente da- 
gegen harmonisch liegen, so hat man (r = — 1, 2 oder ^. In allen 
diesen Fällen verschwindet in (1) der Nenner. Die Bedingung der 
harmonischen Lage ist also 

j = 0. 

Soll endlich das Doppelverhältniss äquianharmonisch werden, so 
muss ö eine imaginäre dritte Wurzel aus (1), also (J^ — (?+ 1=0 sein; 
der Zähler in (1) muss verschwinden. Die Bedingung der äqui- 
anharmonischen Lage ist also 

f=0. 

Diese beiden Fälle geben nicht zu so grossen Modificationen in 
der Auf losung von x/'+ AjEf=0 Veranlassung, wie das Verschwinden 
der Discriminante. Doch ist die dabei auftretende Vereinfachung 
immerhin erheblich. Die Gleichung Q = () verwandelt sich bei der 
harmonischeu Lage in 

m^ — ^ m = 0, 
so dass _ 

bei der äquiauharmonischeu dagegen in 

m*-^ = 0, 
so dass 

3 




m'^B-j/^, m-^B^yL, 



Im ersten Falle wird also die cubische Gleichung reducibel, im 
zweiten geht sie in eine reine über. Im ersten Falle ist 

H 



^=/-f 



/ 



H-^r/i- 



t = l/ -2 



/ ^-f/-J 



=F- 
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es ist also H selbst ein Quadrat; und das Quadrat eines b'nearen 
Factors von x /*+ XH ist: 



29;/x + ^//x-a/-1±x/^x + a/Ä. 



2 
Im zweiten Falle hat man 



.^Y-^iiß 




2 

uiid das Quadrat eines linearen Factors von xf+lH ist: 



Indem wir das Vorhergehende auf die zusammengesetzte Form 
xf+kH anwenden, gelangen wir zu folgenden Resultaten. 

Unter den Formen xf+XH giebt es 6, bei denen ein 
Doppelverhiiltniss von gegebener Grösse eintritt. Die- 
selben bestimmen sich durch die Gleichung 

(4) i\x = c.j\x, 

wo nach (1) 

^ "■ (1 + af (2 - öY (1 -2<y)«' 

wenn a das gegebene Doppelverhältniss ist. Nach §41. (9), (10) kann 
man der Gleichung (4) auch die Form geben: 

oder wenn man die Relation zwischen den Govarianten cubischer For- 
men berücksichtigt [§ 35. (7)] : 

Diese Gleichung sechsten Grades zerlegt sich also sofort in die beiden 
cubischen Factoren: 



(6) <^si = ±Qj/--~ 



R 
6 
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Die sechs Lösungen der (ileiehung (4) zerfallen also 
in zwei Gruppen zu drei. Insbesondere al)er sind folgende Fülle 
hervorzuheben : 

1. Für c = G, wo das Doppelverhilltniss l wird, geht (0) in Q = 
über. Die sechs Lösungen von (4) fallen in drei DoppeHösungen zu- 
sammen; und zwar sind dies keine anderen, als 

oder 

9^ = 0, ^^0, x' = ^' 

In der Gleichung xf^ XII==0 können also im Allgemei- 
nen nicht zwei Lösungen zusammenfallen^ ohne dass auch 
die beiden anderen zusammenfallen. 

2. Für c = QO erhalten wir (^^ = 0; wird also das gegebene 
Doppelverhältniss -— 1, so fallen abermals die sechs Lösungen in drei 
Doppellösungen zusammen. Die Gleichung x/'+AjEf=0 giebtin 
drei Fallen ein harmonisches System. 

3. Für c = giebt (5) Aß = 0. Wird also das gegebene Doppel- 
verhältniss äquianharmonischy so giebt (5) zwei dreifache Lösungen. 
Die Gleichung xf+kH=0 giebt also nur in zwei Fällen 
ein äquianharmonisches System. 

Es ist bemerkenswerth, dass die Lösungen aller unter (4) oder 
(6) enthaltenen Fälle wieder im . Wesentlichen nur die Lösungen der 
Gleichung Q = erfordern, indem sie durch die Betiachtungen des 
§ 38. unter einander verbunden sind. — 

Die Gleichungen (3) geben noch bemerkenswerthe Ilesultate, wenn 
man die Wurzeln der Gleichung f=0 einführt. Es seien a, ß, y, d 

X 

die drei Werthe, welche — für f=0 annimmt. Setzt man alsdann* 

(7) w=:(«-i3)(y-«), i; = («-y)((J-/3), tc; = («- *) 03-y), 

80 hat man 

(8) u + v + w = 0, 

und wenn 

(9) 






gesetzt wird, so verwandeln sich mit Hilfe von (8) die Gleichungen 
(3) in folgende: 



* Vgl Hermite in Crelle's Journal Bd. 52. 



174 Vierter Abschnitt. Theorie der Formen 

* O I Q I 9 



m = 



(10) ■ . ,»' = 



% u—v ,u — w 
j u^ + v^ + w^ 
i ' v — W . v—u 
,, __ j u^ + v^ + w^ 
i tv — u.w — v 



während (1) in 

/in ^_o (u^ + v' + wy 

^ ^ f '^'{u-vy{v-w)^{w-uf 

übergeht. 

Theilt man nun die letzte Gleichung in die beiden: 

60 überzeugt man sich leicht ^ indem man in der Gleichung 

i = 2 (a^ a4 — 4 öj «3 + 3 a^^) 

die Coefficienten durch a^ und die symmetrischen Functionen der a, 
ß, y, ö ersetzt, dass eine Gleichung von der Form der ersten Gleich- 
ung (12) entsteht, und dass daher in dieser x nur um eine numerische 
Constante von a^ verschieden ist. Setzt man, um diese zu finden, 

a cc^ 
ß = a, y = d = 0, so erhält man f^a^x^^ {x^—ax^y, also «« = -77-, 

03 = 0, a^ = 0, daher 

aber zugleich u = 0, v = — a^f w = a^j also 

i = 6x*a^, j = — 6x^cfi, 

daher x = -^. Die Gleichungen (12) geben nun: 

i=^{u^ + v' + tv') 



(13) 

j^^(u-v){v-w)(w-u). 



a» 



Sodann aber erhalt man aus (10) die folgenden einfachen Be- 
ziehungen zwischen den Wurzeln der cubischen Resolvente und denen 
der Gleichung f=0 selbst: 

VI =-77 (w—r) 


(14) m' =^^{u-w) 

a 



vr^'^iv-u). 
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§ 51* Geometrische Interpretation. 

Die Gleichung /*=0 bestimmt vier Elemente, welche ein Quadru- 
pel heissen mögen. Auch H=0 bestimmt ein Quadrupel, und die 
Gleichung xf+XI{=0 bestimmt eine einfach unendliche Schaar von 

Quadrupeln, wenn man dem Quotienten y allmälig alle möglichen 

Werthe beilegt. Jedes Element des geometrischen Gebildes (Punkt- 

' reihe oder Strahlbüschel) gehört nur einem Quadnipel an, sobald R 

nicht verschwindet, was wir zunächst voraussetzen wollen. Denn sind 

^19 ^8 gegeben und haben /*, H keinen gemeinsamen Factor, so ist 

j durch die Gleichung 

xf+lH=0 

immer eindeutig bestimmt. 

Die Verschwindungselemente von T stehen zu den Elementen 
dieser Quadrupelschaar in einer festen und eigenthümlichen Beziehung. 
In § 49. haben wir gesehen, dass, wenn wir die Elemente eines der 
quadratischen Factoren von T als Grundelemente einführten, sowohl 
die andern Factoren von T als xf+lH selbst nur gerade Potenzen 
der Veränderlichen enthielten. Die beiden anderen quadratischen 
Factoren von T haben also dann die Form 

(1) 5^ - q' ri^ 

und in zwei eben solche Factoren zerlegt sich xf+kH, Aber nach 
§ 25. (7) stellt diese Gleichung ein Elementepaar einer Involution dar, 
welche 5 = und rj = zu Doppelementen haben. Daher können wir 
folgende Sätze aussprechen: 

Die drei quadratischen Factoren von T reprä- 
sentiren drei Elementepaare, von denen je zwei zu 
einander harmonisch sind. 

In Bezug auf die Elemente eines jeden dieser 
Factoren zerlegt sich jedes Quadrupel der Schaar 
xf+ Afi'=0 in zweiElementepaare, welche zu jenen 
beiden harmonisch sind, so dass den drei quadra- 
tischen Factoren von T die drei Zerlegungen der 
vier Elemente von xf+KH=i) entsprechen. 

Betrachtet man also die Elemente eines der drei 
quadratischen Factoren von T als Doppelelemente 
einer Involution, so gehören derselben als Ele- 
mentepaare sowohl zweimal zwei Elemente jedes 
Quadrupels xf+XHj als die der beiden anderen qua- 
dratischen Factoren von T an. 
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Diircli die Ei<]fciischaft, mit zwei Elementepaaren eines Quadru- 
])els harmonisch zu sein, ist ein quadratischer Factor von T voll- 
kommen definirt. In der That giebt es inmier nur ein Elementepaar, 
welches zu zwei gegebenen Elementepaaren harmonisch ist. Sind 
nilmlich die gegebenen Elementepaare durch die Gleichungen 

2 «ü ^1* + 2 «1 a?! a:^ + a^ x/ = 

bestimmt, so muss ein drittes, zu beiden harmonisches Paar 

den beiden Bedingungen genügen: 

welche aussagen (vgl. § 49.), dass, wenn man die Verschwindungs- 
elemente von (3) als Grundeleraente einführt, die Gleichungen (2) nur 
noch die Quadrate der neuen Veränderlichen enthalten. Durch die 
Gleichungen (4) aber sind die Verhältnisse der y eindeutig bestimmt. 
In Bezug auf jede Gombination von vier Elementen hat man also 
aus dem Vorigen den Satz: 

Theilt man auf die drei möglichen Arten vier 
' Elemente in zwei Paare, und sucht jedesmal daszu 
beiden Paaren harmonische Paar, so sind die ent- 
stehenden drei Paare auch unter einander har- 
monisch. 

Bemerken wir femer, dass zur Charakterisirung von T die Eigen- 
schaft völlig ausreicht, dass je zwei seiner quadratischen Factoren ein 
harmonisches System geben. Für T= folgt aus § 49. (4) die Form 

wobei die Factoren eines seiner quadratischen Factoren zu Grunde 
gelegt sind. Auf die Form aber kann man jedes System von drei 
Elementepaaren bringen, von denen je zwei zusammen ein harmo- 
nisches System bilden. Nehmen wir nämlich eines als §»; an, so 
werden die anderen durch 

a^^ + brj^ 

ui^' + ßv' 

dargestellt, und damit diese zusammen ein harmonisches System bilden^ 
ist die Bedingung zu erfüllen: 

aß + ha = 0, 

also 
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Das Product dieser beiden Factoren ist also, von einer Gonstan- 
ten abgesehen, 

oder, wenn man -^= , —== an Stelle von 5 und tj treten lässt, S*— i?S 

y a y b 

wie es sein sollte. 

Ist ein System von drei zu einander harmo- 
nischen Elementenpaaren gegeben, so bilden alle 
Quadrupel, deren verschiedene Zerlegungen jedes- 
mal zwei zu einem der gegebenen harmonischen 
Paare liefern, eine Schaar x/*+A-Ef=0, für welche 
die zugehörige Gleichung T=0 die gegebenen drei 
Paare giebt. 

Dass nttmlich das Product der die gegebenen drei Paare dar- 
stellenden quadratischen Formen als eine Form T betrachtet werden 
könne, ist schon oben gezeigt. Um nun einzusehen, dass ausser der 
Quadrupelschaar xf+XH keine anderen Quadrupel existiren, welche 
der obigen Bedingutig genügen, braucht man nur zu zeigen, dass 
jedes Element nur in einem Quadrupel vorkommen kann; da sodann 
ein Quadrupel xf+XH existirt, welchem dies Element angehört, so 
kann es keine anderen Quadrupel geben. Nun ist aber in der That 
ein den obigen Bedingungen genügendes Quadrupel durch eines seiner 
Elemente völlig bestimmt; die drei anderen findet man, wenn man zu 
ihm und einem der drei gegebenen Paare das vierte harmonische Ele- 
ment sucht. Damit ist der obige Satz bewiesen. 

Aus den Sätzen des vorigen Paragraphen folgt nun weiter: 

Unter den Quadrupeln, welche zu drei gegebe- 
nen gegenseitig harmonischen Elementenpaaren in 
der Beziehung des vorigen Satzes stehen, giebt es 
keines als die doppelt gerechneten Paare selbst, für 
welches zwei Elemente zusammenfallen, zwei die 
äquianharmonisch, drei welche harmonisch sind; 
endlich sechs, welche ein irgendwie gegebenes 
anderes Doppelverhaltniss besitzen. 

Hierbei ist immer vorausgesetzt, dass R nicht verschwindet. 
Tritt dieses ein, so fallen nach § 48. zwei der drei Paare von T in 
ein Paar zusammen, und die dieses Doppelpaar bildenden Elemente 
vereinigen sich zugleich. Das hierdurch ausgezeichnete Element 
(g = 0) ist zugleich Doppelelement aller Quadrupel xf+XH, so dass 
von jedem Quadrupel nur zwei Elemente übrig bleiben; sie bilden 
eine Involution, deren Doppelelemente durch den ungleichen quadra- 
tischen Factor von T gegeben werden. 

C lebB oh, Theorie der binären algc1>r. Formen. 12 
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Insbesondere kann aber das Doppelpaar identisch verscliwinden, 
so dass nur ein Paar von T übrig bleibt. In diesem Falle werden 
alle Quadrupel x/'+Air=0 identisch; und zwar falleu sie mit jenem 
Paar, doppelt gerechnet, zusammen. 

Ist nicht blos 22 = 0, sondern verschwinden i und j identisch, so 
enthält die Schaar xf-^- kH^=0 ein festes dreifaches Element und 
ein bewegliches einfaches. Ist endlich zugleich H identisch Null, so 
besteht /* aus einem vierfach zu rechnenden Elemente, und alle Ele- 
mente der Schaar 7if+XH=0 fallen mit demselben zusammen. — 

Ich bemerke noch, dass der in § 39. eingeführte Begriff der 
cyclischen Projectivität hier wiederum aufkritt. Ist nämlich J = 0, so 
kann man dem Doppelverhaltniss <T in § 50. den Werth — 1 geben, 
und es wird datier fär die kanonische Form 2 = 0, so dass . 

f^i' + t 
gesetzt werden kann. Da die hieraus für /'=0 folgenden Werthe 

von — die vierten Wurzeln aus einer Zahl (hier— 1) sind, so bilden 

die der Form f zugeordneten Elemente ein cyclisch-projectivisches 
System in Bezug auf die festen Elemente S = 0, 17 ^0, d. h. in Be^g 
auf eines der Elementepaare von T=0. 

Dagegen zeigt die oben gegebene Form von T, dass immer zwei 
Paare von T= ein cyclisch-projectivisches System bilden in Bezng 
auf die Elemente des dritten Paares. 



Fünfter Abschnitt 

Simultane Grundformen. 



I 52. CoTarianten nnd Inrarianteii simnltaHer Sjsteme« . 

Schon in § 31. wurde bewiesen, dass diö Covarianten und Inva- 
rianten simultaner Formen durch Ueberschiebung der Covarianten 
der einzelnen Formen entstehen, denen dann nur noch die Invarianten 
der einzelnen Formen hinzuzufügen ^ind. Auch bei diesen Bildungen 
tritt der Begriff eines vollstiindigen Systems von Invarianten 
und Covarianten auf, indem wir durch diesen Ausdruck wieder ein 
System von Formen bezeichnen, durch welche alle nur denkbaren 
simultanen Bildungen sich als ganze Functionen mit numerischen 
Coefficienten ausdrücken lassen. 

In dem Vorigen zeigte sich wenigstens in den Beispielen die 
Richtigkeit des früher angedeuteteii Satzes, dass nämlich bei den 
Covarianten und Invarianten einer einzelnen Form ein endliches voll- 
standiges System existire. , So führten die Formen zweiter Ordnung 
nur auf Combinationen von / und D, die Formen dritter Ordnung 
nur auf Combinationen von f, A, Q, R, die Formen vierter Ordnung 
nur auf Combinationen von f, H, T, i, j. 

Wir werden nun den folgenden Satz beweisen: 

Wenn zwei simultane Formensysteme, /*, (p, ^... 
und Fy 0, V ... jedes für sich auf ein endliches voll- 
ständiges System simultaner Covarianten und In- 
varianten führen, so sind auch die simultanen Co- 
varianten und Invarianten aller dieser Formen zu- 
sammen als ganze Functionen eines endlichen 
vollständigen Systems ausdrückbar.* 



* Diesen Satz , sowie im Wesentlichen den Gang der folgenden Untersuchungen 
gab Hr. Gordan im 2. Bd. der math. Annalen. Dass alle Invarianten einer 
Form als ganze Functionen einer gewissen Anzahl ausgedrückt werden können, 
wurde mit Hülfe ganz anderer Methoden in einzelnen Füllen schon sonst bewiesen ; 
für eine biquadratische Form, vgl. Salmon, Lessons, 2<*ed. p. 109; für die 
Form fünfter Ordnung, vgl. Hermite, sur la r^solution de T^quation du 
cinquieme d^gr^; für einige simultane Systeme, vgl. Bcssel, math. Annalen, 
Bd. T. p. 173. ' 
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Da wir im Vorigen die Existenz eines endlichen vollständigen 
Systems bei den einzelnen Formen zweiter, dritter und vierter Ordnung 
nachgewiesen haben, da sie ferner bei Formen erster Ordnung wegen 
des in § 5. Bewiesenen selbstverständlich ist, so folgt zunächst aus 
dem obigen Satze, dass auch noch Gombinationen irgend zweier For- 
men der ersten vier Ordnungen auf endliche vollständige Systeme 
führen, und durch fortgesetzte Anwendung des Satzes erkennt man, 
dass überhaupt jedes System simultaner Formen ein endliches voll- 
ständiges System von Invarianten und Covarianten besitzt, sobald in 
dem Systeme nur Formen der ersten vier Ordnungen vorkommen. 

Um den Satz zu beweisen, schlage ich folgenden Weg ein. Das 
vollständige System, welches aus den Formen f, 9, ^ . . . hervorgeht, 
mag durch die Formen 

dargestellt werden, unter denen die A Covarianten, die ^Invarianten 
bedeuten. Ebenso sei das aus F, O, V... hervorgehende vollstän- 
dige System: 

WO wieder die C Covarianten, die D Invarianten bedeuten. Nach § 31. 
erhält man nun alle ausser diesen aus dem simultanen System 

hervorgehenden Formen, wenn man auf alle Arten die Ueber- 
schiebungen von Producten 

Ä,"' . A,"' . . . Ali"'' 
über Producte 

bildet. Die Anzahl dieser Bildungen ist unendlich gross, da zunächst 
für die Grösse der Zahlen « und y keine Grenze vorliegt. Nur 
bezüglich der Höhe der anzuwendenden üeberschiebungen stellt sich 
eine untere Grenze heraus, welche eingehalten werden muss, wenn 
man nicht zerfallende Formen erhalten will. Ist x die Höhe der 
Ueberschiebung, so hat man von beiden Producten die x**^ Polaren 
zu bilden; ist also in einem der beiden Producte die Anzahl von 
Factoren («1 + «^ . . . + «^ und ^i + y« • • • + yp) grösser als x, so zer- 
fällt die betreflFende Polare in Theile, welche einige C oder A als 
Factoren enthalten, indem durch die zur Polarenbildung nöthige 
Differentiation immer höchstens x Factoren afficirt werden können. Es 
zerfällt also dann auch die Ueberschiebung in Theile, welche einzelne 
C oder A zu Factoren haben, und das Besultat kann daher aus 
niedrigeren Bildungen zusammengesetz^t werden. Man braucht also 
auf die obigen Producte nur Üeberschiebungen anzuwen- 
den, welche wenigstens so hoch sind, wie die höchste der 
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Zahlen «^ + a, . . . + «^ und ^i + }^2 . . • + y^. Andererseits ist eine 
obere Grenze für x immer dadurch gegeben ^ dass x die Ordnung des 
niedrigsten der tiberzuschiebenden Producte nicht überschreiten kann. 

Dennoch würde das aus diesen Ueberschiebungen hervorgehende 
combinirte System unendlich viele Formen enthalten. Aber es wird 
gezeigt werden, dass man an Stelle der Ueberschiebungen, von denen 
die Rede war, gewisse Theile derselben setzen kann, welche man noch 
in mannigfach verschiedener Weise wählen darf. Indem man eine 
Ueberschiebung durch einen solchen weiterhin zu definirenden Theil 
ersetzt, erhält man bei geschickter Wahl derselben in der grossen 
Mehrzahl der Pälle an Stelle der ueberschiebung eine Bildung, welche 
das Product niederej Formen ist, daher nichts Neues giebt und aus- 
gelassen werden darf. Die übrigbleibenden Bildungen sind dann nur 
noch in endlicher Zahl vorhanden und sind das gesuchte combinirte 
System, dessen Endlichkeit damit bewiesen ist. 

Um den hier angedeuteten Weg verfolgen zu können, ist es zu- 
nächst erforderlich, die Operation des Ueberschiebens für den Fall 
genauer zu betrachten, in welchem beide über einander zu schiebende 
Formen als irgend welche wirkliche oder symbolische Producte gegeben 
sind, und die oben erwähnten Theile von Ueberschiebungen zu de- 
finiren. Dies soll im folgenden Paragraphen geschehen. 

§ 58. Ueberschiebnngren symbolischer Prodaete und Theile derselben* 

Es seien a^f 6.r . . . die symbolischen linearen Factoren der einen 
Form, welche theils gleich, theils verschieden und theils Symbole von 
Grundformen, theils solche von Covarianten sein können. Zum Zwecke 
der x*®** Ueberschiebung wird zunächst die x^ Polare gebildet (§ 30.); 
es wird also in dem gegebenen Ausdruck überall statt Xi, x^ gesetzt 
^i + ^^i; ^2 + ^!/5j, und, von einem gewissen numerischen Factor 
abgesehen, der Coefficient von A* genommen. Derselbe besteht aus 
einer Summe von Tennen, welche mit positiven Zahlen multiplicirt 
sind und welche sämmtlich aus dem ursprünglichen symbolischen 
Producte dadurch hervorgehen, dass man in x linearen Factoren des- 
selben ajj, x^ durch y,, y^ ersetzt. 

Ist sodann Qx^ die zweite gegebene Form, mag diese ein Pro- 
duct mehrerer Formen sein oder nicht, so hat man in jedem einzelnen 
Gliede der beschriebenen Polare y^j y^ durch Og, — Oj zu ersetzen 
und mit 0,*»»-* zu multipliciren. 

Die Ueberschiebung ist also hierdurch auf eine erste Art in eine 
Reihe von Gliedern zerlegt, welche alle, abgesehen von positiven 
numerischen Factoren, aus dem ursprünglichen Ausdrucke der ersten 
Form entstehen, indem man x der Grössen 
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Cvjp« ^jc • • • 

durch 

(a0), (60)... 

ersetzt; und mit G^r*""* multiplicirt. 

Nach den Sätzen des § 31. [Formel (3)] kann man ein solches 
Glied der Ueberschiebung durch die Ueberschiebuug selbst 
und niedere Ueberschiebungen ausdrücken^ indem die dort 
durch 9 bezeichnete Form von selbst immer wieder diejenige erste 
Form wird, von der wir ausgingen, und von deren Polare ein Glied 
zur Bildung des fraglichen Gliedes der Ueberschiebung benutzt wurde. 
Mau erhält sie nach den dort angegebenen Regeln, wenn man in dem 
fraglichen Theil der Polare die y durch die x ersetzt, wodurch man 
in der That zu der ursprünglichen Function zurückkehrt. Sprechen 
wir also den Satz aus: 

1. Wenn man, statt eine Ueberschiebung 

zu bilden, in einem Gliede der x**° Polare von q> die 
j/i, y^ durch 0^, — 0i ersetzt und mit Q^^-* multipli- 
cirt, so unterscheidet sich die entstehende Form 
von der betreffenden Ueberschiebung nur durch 
Glieder, welche niedrigere Ueberschiebungen (als 
die X****) von0 mit anderen Formen sind. 

Wenn wir nun auf diese Weise die Ueberschiebung in eine An- 
zahl von Gliedern zerlegten, indem wir an Stelle der einen von 
beideju Functionen ihren Ausdruck als symbolisches oder wirkliches 
Product setzten, so können wir zweitens jedes der erhaltenen Glieder 
weiter zerlegen, indem wir auch die zweite Function durch ihren 
Ausdruck* als wirkliches oder symbolisches Product ersetzen. Eines 
der oben erhalteneu Glieder entsteht aus Q/^ auf folgende Weise. 
Bilden wir mit Hilfe von x Reihen von Veränderlichen y, z ... die 
X*« Polare 

0x"'~*0»0* ... 

und setzen wir nun an Stelle von y^, y^j ^i; ^g • • • beziehungsweise 
^i> ~^2J ^i; — ftg..., multipliciren wir endlich mit demjenigen sym- 
bolischön Ausdrucke, welcher in dem Gliede der Ueberschiebung alle 
nicht enthaltenden Factoren umfasst, so erhalten wir das gegebene 
Glied der Ueberschiebung. 

Bilden wir nun diese Polare 0x'"~* 0^ 0^ . . . . Zu diesem Zwecke 
nehmen wir in 

den Coefficienten von A . ft . . . . Setzen wir an Stelle von den 
Ausdruck dieser Form durch andere Sjrmbole, und seien 
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^xßxy» ... 
die dabei auftretenden linearen Factoren, welche theils gleich, theils 
verschieden und theils ursprüngliche Symbole, theils Symbole von 
Co Varianten sein können, so besteht diese Polare wieder aus einer 
Anzahl von Gliedern, welche mit positiven Zahlen multiplicirt sind, 
und deren jedes entsteht, ind^m wir in irgend x der symbolischen 
Factoren «,, ß^, y^p . . . von 6 die o? beziehungsweise durch die 
y,z... ersetzen. 

Wenn man also irgend zwei als* symbolische Producte gegebene 
Formen 9, 6 über einander schiebt, so erhalt man eine Summe 
symbolischer Producte, welche einzeln dadurch entstehen, dass man 
X der linearen symbolischen Factoren 

(^xj Ox • • • 

von q> gewissen x linearen symbolischen Factoren 

von 6 einzeln zuordnet, aus entsprechenden immer die Determinanten 

{aa), (bß) ... 

bildet, und das Product derselben mit den übrigen symbolischen 
Factoren von q> und 9 multiplicirt. Die x^ Ueberschiebung von q) 
mit 6 ist das Aggregat der beschriebenen einzelnen Theile, jeder mit 
einer positiven Zahl multiplicirt Solche symbolische Producte, 
wie sie eben beschrieben wurden, sollen schlechthin Theile 
der Ueberschiebung heissen. 

Ein solcher Theil einer Ueberschiebung besteht aus drei Gruppen 
von Factoren; erstens aus einer Reihe von Factoren, welche 9) ent- 
hielt, zweitens aus einer Reihe von Factoren, welche 9 enthielt, drit- 
tens aus den x Factoren 

(aa), (6/J), {cy)... . 

Die letzteren sind die einzigen, welche die in q> und die in 9 
vorkommenden Symbole gleichzeitig enthalten. 
Ist umgekehrt ein symbolischer Ausdruck 

M^N.{aa){bß){cY)... 

gegeben, in welchem M die Symbole a, ß, y *. . nicht enthalt, und 
N die Symbole a, b, c . . . nicht enthalt, so kann derselbe immer als 
Theil der x*«» Ueberschiebung der beiden Formen 

<p = M .ajcbxCx*' • , 9 = jN" . flf^r /S« y« . . . 
angesehen werden. 

. 2. Die Summe der positiven Zahlen, mit denen 
die Theile der Ueberschiebung multiplicirt werden 
müssen, um die ganze Ueberschiebung zu erhalten, 
ist gleich 1. 
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Dieser Satz ist sehr leicht zu beweisen. Denn diese positiven 
Zahlen sind von der Natur der symbolischen in g), auftretenden 
Symbole unabhängig und hängen allein von den Ordnungen der- 
selben und der Zahl x ab. Nimmt man nun q) = aj*, Q = ax'" an, 
so werden alle Theile der üeberschiebung einander gleich und man 
erhält also die ganze Üeberschiebung gleich einem Theile derselben, 
multiplicirt mit der Summe jener positiven Zahlen. Aber jeder Theil 
der Üeberschiebung ist auch ihr selbst gleich, nämlich gleich 

daher muss die Summe jener positiven Zahlen gleich 1 sein. 

Hieran knüpft sich sofort der folgende wichtige Satz, der ge- 
wissermassen eine Fortsetzung des Satzes 1. ist;. 

3. Die Differenz zwischen der x*«" Üeberschieb- 
ung von q> und 6 und einem der oben beschriebenen 
Theile derselben setzt sich aus niederen Ueber- 
schiebungen verschiedener Functionenpaare g)', 0'; 
9", 0" . . . zusammen, von denen die einen (g)', g>"...) 
nur die in q> auftretenden, die anderen (0', 0"...) 
nur die in auftretenden Symbole enthalten. 

Sind nämlich P, P^, P^ . . . die Theile der Üeberschiebung, U 
diese selbst, so hat man 

U=cP+c,P, + c^P^.,, 

und c + c, + Cg . . . = 1 , daher 

U- P= J7- {c + c, + c^. .\) P= c, (Pi - P) + c, (P^ - P) . . . . 

Die Differenz, von welcher in dem Satze gesprochen wird, setzt 
sich also aus Differenzen je zweier Theile der üeberschiebungen zu- 
sammen. Der zu beweisende Satz ist daher auf den folgenden zurück- 
geführt : 

4. Die Differenz zwischen zwei Theilen der x*^ 
Üeberschiebung von q> und lässt sich immer aus 
niederen Üeberschiebungen von Functionenpaareu 
9', 0'; g)", 0"... zusammensetzen, von denen die g>', 
g)" nur die Symbole enthalten, welche in g>, dagegen 
0', 0" nur diejenigen, welche in vorkommen. 

« 

Die verschiedenen Theile der üeberschiebung unterscheiden sich 
nämlich nur durch die Art, wie unter den verschiedenen linearen 
Factoren 

einerseits und 
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andererseits je x ausgewählt und einander zugeordnet sind. Durch 
Einschaltung anderer Theile der Ueberschiebung kann man also die 
Differenz 

immer in solche Differenzen zerlegen, die sich nur durch verschie- 
dene Benutzung eines Buchstabenpaar^s unterscheiden; es ist also 
nur nothig, für solche Differenzen den Satz zu beweisen. Nun 
kann dieser Unterschied bei einer Differenz Pi — P^ auf dreierlei Art 
eintreten, nämlich: 

1. Bei Pi gehört ein Symbol a zu den herausgehobenen^ ein 
Symbol h nicht, während dies bei Pq umgekehrt ist. Man hat also 
eine Gleichung folgender Form , in welcher M den gemeinschaftlichen 
symbolischen Factor von P^ und Pq bedeutet: 

Pl - Pq=M, [6^ {aa)-a:c{bcc)]/ 

Dies giebt aber 

Pj^-^Pg = M{ab)as. 

Die Differenz P^ ~" Pq enthält also Symbole a, 6 . . . mit Symbolen 
a, ß . , . nur noch in x — 1 symbolischen Factoren verbunden, ist also 
Theil der (x— 1)*«° Ueberschiebung einer Function q>' über eine 
Function 0'. 

2. Derselbe Unterschied tritt in Bezug auf zwei Factoren «*, ßx 
ein; dieser Fall wird genau wie der vorige behandelt, und führt zu 
demselben Resultat. 

3. Die herausgehobenen Factoren sind beidemal dieselben, es 
ist aber einmal a mit a, h mit ß, das andere Mal a mit /3, b mit 
a verbunden. Man hat also: 

Px-Pg = M.{ (aa) {bß) - (aß) {ba)\ 
= M,{ab){aß)', 

was wieder auf denselben Schluss führt. 

Bewiesen ist hierdurch ohne Weiteres folgender Satz: 

5. Die Differenz zwischen zwei Theilen der x*"* 
Ueberschiebung von q) mit setzt sich aus Theilen 
der (x — !)*•" Ueberschiebungen von q>\ 0; g)", 0" etc. 
zusammen (die Charakterisirung der letztern Fun- 
ctionen wie bei Satz 3. und 4.). 

Hieraus folgt aber auch endlich die Richtigkeit von Satz 3. 
Denn in Satz 5. kann man die Theile der (x— 1)**® Ueberschiebung 
durch diese selbst und Differenzen ihrer Theile ersetzen. Nehmen 
wir also an^ der Satz 3., dass solche Differenzen durch niedere 
Ueberschiebungen ausdrückbar sind, sei für Theile der (x— 1)*^ 
Ueberschiebungen bewiesenj der Satz 5. lehrt dann, dass 3. ^s^^s^ 
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für Theile der x*«** Ueberschiebung richtig sei. Für Theile der ersten 
Ueberschiebung aber ist der Satz 3. richtig; denn die Theile der 
nullten, auf welche 5 für diesen Fall führen würde, sind nullte 
Ueberschiebungen, d. h. Producte g)', 0'; g)", 9" . . . selbst. Die 
Kichtigkeit des Satzes 3. ist also hierdurch allgemein dargethan. 
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wenn die einzelnen Formen ein solches besitzen. 

Die vorstehenden Untersuchungen führen nun von selbst dazu, 
wie die Covarianten und Invarianten simultaner Systeme anzuordnen 
sind. Der Allgemeinheit wegen nehme ich wie oben an, dass die 
Covarianten bez. Invarianten 

ein vollständiges Formensystem für die simultanen Grundformen 
und ebenso 

1 ) 2 • * • ^Q 5 1 } 2 • . • -^c 

ein solches für die simultanen Grundformen 

F, 0, V ... 

bilden. Die Covarianten und Invarianten, welche bei dem vereinigten 

System 

zu den vorigen noch hinzutreten, erhält man nach § 31, durch die 
Ueberschiebungen der Formen 

über die Formen: 

Diese Ueberschiebungen, deren Zahl unendlich gross ist, und 
denen ich die Formen A, B, C, D selbst zugeselle, ordne ich zu- 
nächst nach der Gesammtdimeusion , welche dieselben in Bezug auf 
die Coeföcienten sämmtlicher zu Grunde gelegten Formen besitzen. 

Formen gleicher Gesammtdimeusion ordne ich weiter unter sich 
nach der Höhe der Ueberschiebung, mittelst deren sie aus den oben 
angeführten Producten entstanden sind, wobei die nullte (Product) 
nicht ausgeschlossen ist. 

Wie endlich die Anordnung der Bildungen in diesen untergeord- 
neten Gruppen stattfindet, ist gleichgiltig. 
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Bezeichnen wir der Deutlichkeit wegen die Ordnungen der 
Formen 

durch 

ihre Gesammtdimension in den Coefficienten der Grundformen durch 

Dann hängt die Stellung der i/**^ Ueberschiebung der Producte 

über einander von den beiden Zahlen v und 

f* = ^1 «1 + »'s «2 + • • • + «1 ^1 + «2 ^a« + • • • 

ab; und die ganze Anordnung der Ueberschiebungen geschieht der 
folgenden Tafel gemäss ; in welcher die jeder Gruppe angehörigen 
Formen durch 

9/tt»; ^Vv; 9'Vv • •• 

bezeichnet sind: 



/» 


V 




Formen : 


1 





9iü; 


9'lü» 


(jp lü • • • 


2 





920 > 


^'20 7 


9^ 20 • • • 




1 


9^21; 


9^'21> 


9 21 • • • 




2 

. • » 


9^22 > 


^'22 7 
• * . . 


^ 22 * * ■ 


3 





9';joJ 


. • . . 


9 80 • • • 




1 


^317 


9^lf 


^"31 • • • 




2 

• • • 

• • • 


932> 


^\iy 


t' 32 • • • 


• • • 


• . • • 


• • 



Dass in der ersten Abtheilung dieser Tafel neben ft = 1 nur der 
einzige Werth i/ = steht, begründet sich leicht; denn unter |Lt=l 
können überhaupt nur die Grundformen selbst enthalten sein, die 
dann durch Ueberschiebung nicht entstanden sein können; doch 
können sie füglich unter die nullten Ueberschiebungen gerechnet 
werden, wie im Folgenden geschehen soll. Ebenso soll jede der 
Formen A, B, C, D in der Tafel bei den nullten Ueberschiebungen 
mit aufge^hlt werden. Sie haben mit diesen insofern gemeinsame 
Natur, als auch diese als ganze Functionen der A, B, C, D unmittel- 
bar ausdrückbar werden. 

Man übersieht nnn sofort, dass die Vollständigkeit dieses Bjstems 
in keiner Weise leidet, wenn man jede Form der Tefti 
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ganze mit numerischen Coefficienten versehene Function solcher For- 
men vermehrt, welche in früheren Gruppen vorkommen; wenmnan 
also an Stelle von 9^1/t^' die Form setzt: 

wo Cr eine ganze Function solcher Formen 9 bedeutet, bei denen 
entweder der erste Index kleiner als ft, oder der erste gleich 11 , der 
zweite aber kleiner als v ist. Man kann nämlich, wenn die ^ so 
definirt sind, auch umgekehrt die Formen 9 successive als ganze 
Functionen der ^ ausdrücken; und wenn man also davon ausging, 
dass alle imr denkbaren simultanen Covarianfen und Invarianten der 
combinirten Systeme sich als ganze Functionender 9 ausdrücken las- 
sen, so folgt, dass sie auch als ganze Functionen der ilf ausdrück- 
bar sind. 

Nach den Sätzen des vorigen Paragraphen erhält man aber ein 
System der ^, wenn man jede Ueberschiebung 9) durch einen ihrer 
dort beschriebenen Theile ersetzt. Es ist dabei gleichgiltig , ob bei 
der Bildung dieser Theile die Symbole der Ä, bez. C, erhalten bleiben, 
oder ob dieselben theilweise oder ganz in Symbole früherer -4, bez. 
C, aufgelöst werden. Immer unterscheidet sich nach dem Frühern 
ein solcher Theil von der Ueber^schiebung <p nur um Glieder, welche 
durch niedere Ueberschiebungen von nur Symbole der Ä enthaltenden 
Formen über solche entstehen, welche nur Symbole der C enthalten. 
Da nun die Ä, B und die C, D vollständige Formensysteme bilden, 
so zerfallen diese niederen Ueberschiebungen in solche von Producten 
der -4, B über Producte der C, D. Sind hierbei wirkliche Factoren 
B, I) vorhanden, so zerfällt eine solche niedere Ueberschiebung in 
.Producte von B, D mit Fonnen von niederem ft; ist kein Factor 
B, D vorhanden, so hat doch die Ueberschiebung ein niederes v, 
während der Werth von fi derselbe wie bei (p geblieben ist. Ein 
Theil der Ueberschiebung q> unterscheidet sich also von q> nur 
um eine ganze Function früherer (p, und hat daher den Charakter 
einer Form ^. 

Somit kann man den Satz aussprechen: 

1. Alle simultanen Invarianten und Covarianteu 
des combinirten Systems lassen sich als ganze Fun- 
ctionen desjenigen Formensystems i> darstellen, 
welches man erhält, indem man von jeder Ueber-* 
Schiebung eines Productes von A über ein Produot 
von C irgend einen Theil wählt, und die so erhal- 
tenen Formen ^ den Formen X, Bj C, D hinzufügt. 

Auch das System der ^ ist noch unendlich gross. Aber wenn 
es sich nur darum handelt, ein System von Formen zu finden, durdi 
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welches alle Invarianten und Covarianten des combinirten Systems 
sich als ganze Functionen ausdrücken lassen , so kann man in dem 
Systeme der ^ jede Form übergehen, welche als ganze Function von 
früher in diesem System auftretenden Formen ausdrückbar ist. 

Existirt nun in irgend einer Ueberschiebung tp ein Theil, welcher 
in Factoren zerfallt , so kann dieser als das betreffende ^ gewählt 
werden. Dasselbe zerfällt in das Product zweier Formen von niede- 
rem Gesammtgrade ; jeder dieser Factoren aber ist durch Formen i^ 
darstellbar, und diese Formen ^ gehören also niederem Zahlen fi an, 
kommen daher in der Tafel früher vor. Sonach ist ein solches ^ 
durch frühere ^ ausdrückbar, und darf demnach ausgelassen werden. 

Durch diesen Umstand wird das übrigbleibende System der ^ 
ausserordentlich beschränkt; es lässt sich /eigen, dass es immer ein 
endliches ist, während das ursprüngliche unendlich gross war; womit 
denn die Existenz endlicher simultaner Systeme von Invarianten und 
Covarianten für ein solches combinirtes Formensystem nachgewiesen ist. 

Sprechen wir zunächst den Satz aus: 

2. Alle Covariantien und Invarianten der Systeme 
Ä^y ^ . . .; Bif jBg • • . 5 Cj, Cg . . .; Dl, -öj . . . lassen sich 
aus Producten der A, B, C, D und aus solchen 
Ueberschiebungen von Producten der A über Pro- 
ducte der C (oder T heilen derselben) zusammensetzen, 
in denen kein zerfallender Theil vorkommt. 

Um nun hieraus die Endlichkeit des combinirten Systems abzu- 
leiten, kann man folgenden Satz aufstellen: 

3. Wenn in einer Ueberschiebung der Producte 

kein zerfallendes Glied vorkommen soll, so darf 
keines der a grosser sein als die Summe der Ord- 
nungen r^, Cg . . . aller Functionen C, und umgekehrt 
darf keines der y grösser sein als die Summe der 
Ordnungen a^, a^ . , . aller Functionen A, 

Nehmen wir, um diesen Satz zu beweisen, an, es sei eines der «, 
etwa a^y grösser als die Summe der c (also, , da jedes c wenigstens 
l ist, nothwendig «!>!), und zeigen wir, dass dann nothwendig ein 
zerfallendes Glied in der Ueberschiebung vorkommt. Ist in diesem 
Falle die Höhe v der Ueberschiebung nicht grösser als a^ (a^— 1), 
so tritt ohne Weiteres ein zerfallendes Glied auf; denn man kann 
ftladüTiTi die v^ Ueberschiebung schon auf den Factor X^'^''^ des 
ersten Prodactes anwei^eiLi so dbas auf diese Weise ein Theil der 
Ueberschiebung enlpMiti JjnjfflhiBj^t • "^ • - * ^^^ Factor etvilv^JA.. ^^ 
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ist also nur noch der Fall zu betrachten, wo die Hohe v der Üeber- 
schiebung grosser ist als a^ (a, — 1), also gleich oder grosser als 

^1 {'^1 + ^2 " ')} dft ^1 wenigstens um 1 grösser als q4-^2-" ^s^- 
Andererseits ist, damit die Ueberschiebung überhaupt möglich sei, v 
gleich oder kleiner als die Ordnung des zweiten Products, daher 
gleich oder kleiner als c^y^ + c^y^ - " • ^^^ ^^^ somit, indem man 
die Grenzen vergleicht, in welche v eingeschlossen ist: 

oder _ 

^1 (^1 - «i) + ^2 (n — «i) + • • • > ^• 

Mindestens eine der Zahlen ^1 — «i, y2"'^i •••; ^^^ss also >0 
sein. Sei Yi — a^ eine -solche, dann ist 

und zugleich wegen der Voraussetzung 

Die beiden über einander zu schiebenden Producte )iabcn also die 
Form 

^l"^J^f.und C/'.J^. 

Die Höhe v der Ueberschiebung ist nach dem Vorigen wenigstens 
gleich a^ (c^ + Cg ...), also auch wenigstens gleich «jC^, und man hat 
also etwa 

wo Ä Null oder positiv ist. Nun kann man ein Glied dieser Ueber- 
schiebung dadurch bilden, dass man zunächst A^'^ und C,*' für sich 
«j.Oj mal über einander schiebt, wodurch eine Invariante J entsteht, 
und ausserdem M und N noch h mal über einander schiebt, was 
immer möglich sein muss, wenn eine Ueberschiebung von der gefor- 
derten Höhe überhaupt stattfinden konnte. Man hat also ein Glied 
der Ueberschiebung gebildet, welches eine Invariante J als Factor 
enthält. 

Hierdurch ist einmal der Satz 3. bewiesen, andererseits aber 
auch gezeigt, dass, um alle Invarianten und Co Varianten des com- 
binirten Systems zu erhalten, es nur nöthig ist, eine endliche 
Anzahl von Producten über einander zu schieben, insofern die Zahlen 
a, y bestimmte endlich gegebene obere Grenzen nicht überschreiten 
dürfen. Und so kann man folgende Sätze aussprechen: 

4. Wenn zweiFormensysteme/", 9),^...undjF, 0, 
V... jedes für sich auf ein endliches vollständiges 
System simultaner Covarianten und Invarianten 
führen, so sind auch die simultanen Covarianten 
und Invarianten aller dieser Formen zusammen als' 
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ganze Functionen eines endlichen vollständigen 
Systems ausdrückbar. 

5. Sind Ä^, A^ " ' die Covarianten, jB,, B^... die 
Invarianten des ersten^ C^, ^2**' die Covarianten 
und D^,D^.., die Invarianten des zweiten Systems, 
so erhält man alle zurVervollständigung des gemein- 
samen vollständigen Systems erforderlichen For- 
men, wenn man die Ueberschiebungen derProducte 

[bez. die oben (S. 183) definirten Theile von solchen] 
bildet, wobei keines der -a grosser als die Summe 
der Ordnungen aller C, keines der y grösser als 
die Summe der Ordnungen aller A sein darf. 

Es ist hervorzuheben, dass das auf solche Weise construirte 
System simultaner Formen noch überflüssige Formen enthalten kann, 
welche sich als ganze und rationale Functionen der übrigen ausdrücken 
lassen. Der zweite der obigen Sätze giebt also für die Grösse des 
entstehenden Systems von Invarianten und Covarianten nur eine obere 
Grenze. 

Wenn man die Sätze 4. 5. wiederholt anwendet, so kann man 
von einzelnen Grundformen zu demjenigen System fortschreiten, 
bei welchem alle zugleich zu Grunde gelegt sind: Man hat also 
den Satz: 

6. Wenn die Formen /*, 9, ^... einzeln endliche 
vollständige Systeme von Invarianten und Cova- 
rianten besitzen, so führt auch die Combination 
dieser Formen auf ein endliches System. 

Insbesondere ist durch die Untersuchiingen des vierten Abschnitts 
schon folgender Satz erwiesen: 

7. Simultane Formen, deren keine die vierte Ord- 
nung überschreitet, haben ein endliches vollstän- 
diges System von Invarianten und Covarianten. 

Einige solcher Systeme sollen jetzt etwas genauer betrachtet 
werden. 

I 55. Simultane Systeme 9 in denen ausser andern auch lineare Grund- 
formen auftreten* 

Denken wir uns ein System von Covarianteu und Invarianten 

welche ftir gewisse Ghimdformen g», ^ . . . ein vollständiges System 
bilden. Nehmen wir a% fa*|v0||Q.iii diesen Grundformen eine^^\^x^^ 
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lineare, hinzu, und untersuchen wir, welche Erweiterung das voll- 
ständige System der Covarianten und Invarianten nunmehr erfah- 
ren muss. 

Die hinzutretende lineare Grundform sei 

Nach dem Vorigen darf hier keine der Zahlen a^ grosser als 1 
angenommen werden; man erhalt also alle Formen des neuen simul- 
tanen Systems, wenn man die Ueberschiebungen, oder Theile der üeber- 
schiebungen, der Producte verschiedener A über Potenzen von /* bildet. 
Hierbei ist erstlich klar, dass die Höhe der Ueberschiebung immer 
gleich dem Exponenten der Potenz von f genommen "werden muss^ 
wenn nicht eine Potenz von f als Factor übrig bleiben soll. Man 
hat also nur f^ q mal über Producte von A zu schieben. Nun erhalt 
man die Glieder dieser Ueberschiebung, indem man in q symbolischen 
Factoren des Productes x^ und x^ durch a^ und — a^ ersetzt. Daher 
entsteht aus einem Product mehrerer A immer wieder ein Product 
solcher Formen, die aus den einzelnen A hervorgehen, und man sieht 
also, dass man nur die einzelneu A über Potenzien von /*, 
oder, was hier dasselbe sagen will, wiederholt über /* zu 
schieben hat. • 

Ist also A = A:e^ irgend eines der Ai, so gehen hieraus durch 
Ueberschiebung mit f die Formen hervor : 

^x*»-! {Ad), X,'»-2 (^^.)2^ J^m^Z (^ß)8 _ _ 

Alle diese Formen entstehen aus den Polaren 

indem man darin y^, y^ durch a^, — a^ ersetzt. Man kann also fol- 
genden Satz aussprechen: 

Bilden die Formen 

das vollständige System der Covarianten und In- 
varianten der Grundformen 9?, ^ . . ., und wird das 
System der Grundformen um eine lineare Form 

f= a^ x^ + a^ x^ 

erweitert, so treten zu dem vollständigen Systeme 
ausser f nur diejenigen Formen hinzu, welche ent- 
stehen, wenn man in den Polaren der A die yj, y, 
durch «2, — a^ ersetzt 

Es ist hiemach leicht, auch die Vergrösserung anzugeben, welche 
durch Hinzufügung einer beliebig grossen Zahl linearer Formen bei 
dem vollständigen System eintritt. 
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Waren unter den Formen tp, ^... schon lineare enthalten , so 
geben diese bei Anwendung des obigen Satzes nur immer zu einer 
Polare ; also auch nur zu einer Bildung Veranlassung ^ nämlich zu 
der Determinante der frühem und der neuen linearen Form. Waren 
aber ferner unter den A schon Formen enthalten , welche durch Hin- 
zuftigung einer linearen Form zu früheren entstanden waren ^ also 
Formen, welche mittelst des obigen Satzes aus Polaren hervorgehen, 
so geben diese bei Zufügung einer weitern linearen Form zu erneuer- 
ter Polarenbildung Veranlassung, d. h. sie führen auf Bildungen, 
welche aus Polaren mit mehreren Keihen von Veränderlichen entstehen, 
indem man statt derselben die Coefficienten verschiedener linearen 
Formen einführt. (Wegen des erweiterten Begriffs der Polare vgl. § 10.) 
Setzt man also <p, ^ . . . als nicht linear voraus, und bilden die 
Formen 

das vollständige System ihrer Covarianten und Invarianten, so er- 
weitert nach Zufügung einer Anzahl linearer Formen sich das voll- 
ständige System um folgende Bildungen: 

1. Die linearen Formen selbst. 

2. Die zwischen je zweien gebildeten Determinanten. 

3. Die Formen, welche aus den mit mehreren Reihen von Ver- 
änderlichen t/i, yg? ^ij ^j.-. gebildeten Polaren von Ä^, -4^ . . . ent- 
stehen, indem man y^, y^; js^, z^,., durch die Coefficienten «g, — «i; 
ftj, — &! ... der hinzugefügten linearen Formen ersetzt. 

Nach der Entstehungsweise der Polaren kann man die letzteren 
Bildungen auch dadurch ableiten, dass man in A^y A^ . . . statt Xj,rr2 
die Grossen 

setzt, und die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von A, ft ... 
einzeln bildet. 

Wenn insbesondere nur lineare Formen gegeben sind, kommt 
man auf die Sätze des § 9. zurück. 



§ 56. Simultane Systeme , In denen ausser anderen Omndformen eine 

quadratisclie vorkommt« 

In ganz ähnlicher Weise kann man die Erweiterung angeben, 
welche das vollständige System der simultanen Covarianten und In- 
varianten q>, ^ . . . durch den Zutritt einer neuen Orundform zweiter 
Ordnung 

Clebsoh, TluK>ri« d«r UniMD «Igita. J 13 
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erfahrt. Sind wieder A^, A^ . . . die Covarianten des yoUsifindigen 
Systems, so hat man nur Xj**« A^*^^ . . . über Potenzen von fzn schieben^ 
da f selbst keine weiteren Covarianten mit sich führt. 

Soll die Ueberschiebung keinen zerfallenden Theil enthalten, so 
muss ihre Höhe v von der Gesammtordnung jedes der überzuschieben- 
den Producte um weniger unterschieden sein, als die Ordnung des 
niedrigsten Factors desselben beträgt. Daher kann die Höhe der 
Ueberschiebung von A^'*' A^^'* . . . über nur P 2q oder 2q — 1 sein. 

Sei nun A irgend eine Covariante gerader Ordnung 2Jc, und 

betrachten wir die {2q — 1)^ und die {2q)^ Ueberschiebung dieses 
Ausdrucks mit /^. Ist q kleiner als k, so existirt immer ein Theil 
der Ueberschiebung, bei welchem f^ nur über den Factor A geschoben 
ist; wird aber q gleich oder grösser als A*, etwa 

und bilden wir nun die (2q—1)^, bez. (2p)*« Ueberschiebung von 
A,M mit f^^^f so muss A.M wenigstens von der Ordnung 
2 p — 1 = 2fc + 2 A — 1 , bez. 2p = 2* + 2h, also M wenigstens von der 
Ordnung 2/i — 1, bez. 2h sein. Es existirt daher immer ein Theil 
der Ueberschiebung, welcher in das Product der (2fc)*«" Ueberschiebung 
von A mit Z*^, und der (2ä— 1)*«°, bez. (2^)**«, von Jlf über f^ zerfallt. 
Man erhält also durch Ueberschieben von f^ über das Product 
mehrerer Formen, deren eine wenigstens von gerader Ordnung ist, 
nie etwas neues; Formen gerader Ordnung also, welche in dem 
System der A enthalten sind, geben nur folgende Bildungen, welche 
aus der Ueberschiebung von f^ über diese Formen selbst entstehen: 

A von der Ordnung 2k: 

erste und zweite Ueberschiebung von / über A 

dritte und vierte Ueberschiebung von P über A 



(2 k — 1)*« und {2ky^ Ueberschiebung von P über A. 

Betrachten wir nun statt einer Form A von gerader Ordnung 
eine Form ungerader Ordnung, und schieben wieder f^ über ein Pro- 
duct A . Jlf, welches aus lauter Factoren von ungerader Ordnung 
besteht. 

Die Ordnung von -4 sei 2Z: — 1. Ist nun q gleich 1, 2... A:— 1, 
oder Q = k und die Höhe der Ueberschiebung 2Ä — 1 , so existirt wie- 
der immer ein Theil der Ueberschiebung, in welchem nur A über f^ 
geschoben ist, ein Theil, welcher also zerfallt, sobald M von 1 ver- 
schieden ist. 
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Ist dagegen Q = k und die Höke der Ueberschiebimg 2k , oder 
ist Q y>hj so müssen wir einen zweiten Factor A des Products zu 
Hilfe nehmen, dessen Ordnung 2i''-l sein muss. Da das Product 
AA' gerade ist, so enthalten nach dem Vorigen alle Ueberschiebun- 
gen Theile, welche in Factoren zerfallen, sobald das Product AM 
aus mehr als diesen beiden Factoren besteht. Wir haben also nur 
noch üeberschiebungen von f^ über Producte zweier ungerader Formen 
zu untersuchen. 

Ist nun Q kleiner also fc + Ä' — 1 , etwa i + Ä' — 1 — A , als auch die 
Höhe der Ueberschiebung 2 Ä + 2 fc' - 2 A — 3 oder 2Ä;+2i'-2A-2, 
so kann man immer einen Theil der Ueberschiebung bilden, dessen 
einer Factor die (2Ä — 2)*« Ueberschiebung von J. über p—^ ist, wäh- 
rend der andere aus der (2A' — 2 ä— !)*•», bez. (2*' — 2ä)*"» Ueber- 
Schiebung von A' über /**'—* besteht. Jede solche Ueberschiebung giebt 
also nichts neues; es bleibt also nur die (ä + ä'— !)*• Potenz von f 
noch 2 i + 2*'- 3, bez. 2* + 2*' - 2mal über A.A zu schieben. 
Aber auch von diesen beiden Üeberschiebungen enthält die erstere 
einen zerfallenden Theil, dessen Factoren die (2Ä; — 2)*" Ueberschiebung 
von /"*-» über A und die (2Ä'-1)*« von f^' über A' ist. Es bleibt 
also nur die eine (2Ä;4-2Jk' — 2)*« Ueberschiebung übrig. 

Von den ungeraden Formen rühren also nunmehr folgende Bil- 
dungen her: 

l. A von der Ordnung 2Ä;--1: 

erste und zweite Ueberschiebung voll f über A 
dritte und vierte Ueberschiebung von P über A 



(2i— 1)*® Ueberschiebung von p über A. 

2. A von der Ordnung 2fc— 1, A von der Ordnung 2Ä;'— 1 (wo- 
bei A und A auch identisch sein können): 

(2Ä- + 2Ä:'-2)*« Ueberschiebung von /'^+*'-J über AA, 

Die letzten Bildungen sind ausschliesslich Invarianten. Von die- 
sen abgesehen, erhält man also alles, indem man Potenzen von f 
über die einzelnen Formen des Systems schiebt. 

Es ist nicht bewiesen, dass unter den hier aufgezählten Formen 
nicht einige in Folge der besonderen Eigenschaften des Systems der 
A durch die anderen ausdrückbar und daher auszulassen seien. Dies 
tritt vielmehr oft wirklich ein. Ein solcher Fall, der eine weitgehende 
Bedeutung hat, ist folgender: 

Wenn eine Form A die .^XAteUeberschiebung 

zweier Formen q>^^M'^ ^^Jj^j/KK/Kttj^ f^ eine Po- 
tenz von f, deren Ord]iQ|y^^^^HHL|Licht übeii- 
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trifft, 80 enthält die (2Ä--1)** Ueberschiebung von 
/"* mit A einen zerfallenden Theil, und ist daher 
auszulassen* Nur wenn r und $ gerade sind^ muss 
dieOrdnung von /'kleiner als die von-4 sein, damit 
dies eintrete. 

Es ist nämlich 

Schiebt man hierüber /*'' = a**. fex^. c,* . . . , wo 2Ä;^r + 5 — 2, 
und zwar 2fc— 1 mal, so bleibt erstlich ein symbolischer Factor a, 
zurück; in einem Theile der Ueberschiebung können wir dann das 
andere üx mit einem q>x zu {qxi) vereinigen; denn wenigstens eine der 
Zahlen r, s muss grösser als 1 sein, wenn nicht k=^0 sein soll. So<- 
dann bleibt noch das symbolische Product g)**""^^*'""* übrig, welches 
2fc — 2 mal über /"*— ' zu schieben ist. Dabei ist nun die Ordnung^ 
r + s — 3 des Products jedenfalls grösser als 2Ä — 2, die Ordnung von 
P~^y und zwar, wenn r + s — 3 gerade, wenigstens um 2 grösser. 
In Folge dessen kann man bei einem Theile der Ueberschiebung die 
Factoren 6,^, Cx^ . . . so auf q>x''~'^ i^x*"^ vertheilen, dass dasselbe der 
Symbole 6, c auch immer mit demselben der Symbole g), ^ vereinigt 
wird. Denn ist eine der Zahlen r — 2, s—\ gerade, die andere un- 
gerade, so ist ihre Summe wenigstens um 1 grösser als die Zahl der 
symbolischen Factoren 6x, c.r..., und man kann in derjenigen 
der Potenzen 9>*'""*S ^.r'~S welche von ungerader Ordnung ist, 
einen Factor bei Seite setzen, und auf die eine der übrigbleiben- 
den jetzt geraden Potenzen eine gewisse Zahl der quadratischen 
Factoren i/^ Cx^..., auf die andere die übrigen vertheilen. Sind 
beide Potenzen von ungerader Ordnung, so ist ihre Summe um 2 
grösser als die der zu vertheilenden Factoren fej, c*..., und man 
kann also einen Factor q)x so wie einen Factor ilfx absondern, und 
dann wie oben verfahren; endlich, wenn beide Potenzen gerade sind, 
kann dasselbe ohne Weiteres geschehen, nachdem noch ein Factor 
^.r^ abgesondert ist. 

Der auf diese Weise entstandene Theil der Ueberschiebung hat 
also die Form 

{q>tlf){q)a)ax*<t>.^y 

wo <t> das Symbol ^ nicht enthält, ¥ das Symbol (p nicht enthält, 
und wo und V keines der Symbole b, c... gemein haben. Aber 
wenn s gerade, s—i ungerade war, so wurde noch ein symbolischer 
Factor ipx abgesondert; war 8 ungerade und r gerade, sogar ^,^ Nur 
in dem Falle war dies nicht der Fall, wo r und s gleichzeitig ungerade 
waren; denn in diesem Falle musste oben q>x abgesondert werden. 
Wollen wir also den Factor ^^ hervorrufen, so müssen wir uns, vrie 
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in dem Satze vorgesehen^ bei gleichzeitig ungeradem r und s auf den 
Fall beschranken, wo 2t<<r + s — 2, also 2A;<r + s — 4, wodurch 
denn wieder ein Factor ^x' frei wird. Unter dieser Beschränkung 
nimmt also der betrachtete Ausdruck die symbolische Form 

an; und wegen der identischen Gleichung 

(9>*) (9>a) *^ «x = ^ 1(9*')' «x* + (9>«)' *'x' - (^«)' 9>.r't 
geht dies in die zerfallende Form 

über, wodurch der Satz bewiesen ist. 

§ 57. Simultanes System zweier quadratischer Formen. 

Besteht insbesondere das gegebene System aus einer quadratischen 
Form 

9 = 6,* = 6 V . . . , 

welche nur zu der einen Invariante 

2) = (660' 
Veranlassung giebt, und wird nun die ebenfalls quadratische Form 

mit ihrer Invariante 

hinzugefügt, so besteht das System der simultanen Covarianten beider 

Formen nach dem Vorigen noch aus den folgenden weiteren Bildungen: 

Erste und zweite Ueberschiebung von f über g? : 

^==(a6)a,6,, TJ ^{aVf. 

Das ganze vollständige System enthält also nur die drei Invarian- 
ten Z), Z)', D" und ausser den Grundformen /*, fp eine weitere quadra- 
tische Covariante, ihre Functionaldeterminante %, Zwischen diesen 
Formen besteht eine Relation , welche aus der Gleichung (10) des § 35. 
abzuschreiben ist; vermöge derselben kann das Quadrat der Functio- 
naldeterminante ausgedrückt werden durch die Gleichung: 

(1) . ^ = -i(2)/^-2iy/'g) + 2y>^, 

80 dass auch hier, wie früher schon, das Quadrat der einzigen Form 
ungeraden Charakters (§ 16.) sich als ganze Function der Formen 
geraden Charakters darstellt. 

Die Bedeutungen der Invarianten D, D', D" sind im Vorhergehen- 
den schon gelegentlich festgestellt worden. Bedeuten /*= 0, ^ = 
zwei Elementepaare der geometrischen Interpretation^ ^<i >&\. 1^^^^ 
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enthalten ist, wobei 

fi — A ' ^ 1 + x 

Nimmt man f und <p in der Form (6), so sind die Verschwin- 
dungselemente beider Functionen durch die Gleichungen gegeben: 

Ein Doppelverhältniss dieser Paare ist (§ 25.) : 



/ 



4- 



a=s 



/ 



r+^ fi^-vA\ 



-j/i-i \y^+y^' 



-V 



r 



sollen die Elemente der Paare nicht getrennt werden, so giebt es 

ausser — keinen Werth dieses Doppelverhältnisses mehr. Die Grösse a 

muss sich also direct durch eine reciproke quadratische Gleichung 
darstellen lassen. Bemerkt man, dass nach (4) 

1 : A + r : A r = 2) : - 2 jD' : D" , 

so erhält man 

"""Ta- (A-A7 

" (A + kj -^Akk'" ly^'-DD''' 
cc und — sind also die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

oder 
(7) 1?^ (« - 1)' - jDD" (a + 1)^ = 0. 

Diese Gleichung bestätigt das im Eingange über die Bedeutung 
von D, D', D" Gesagte; denn mit a = l wird D oder D" zu Null, 
zwei Elemente eines Paares fallen zusammen; für « = —1 wird Z)'=0, 
und dadurch wird also die harmonische Lage der Elementepaare 



Grundformen. — §§ 57, 58. 201 

angezeigt. Denkt man sich aber unter a irgend einen beliebig ge- 
gebenen Constanten Werth, so enthält die Formel (7) folgenden Satz: 

Die Bedingung dafür, dass zwei Punktepaare 
ein Doppelverhältniss a bilden sollen, ist durch die 
Invariantenrelation (7) gegeben. 

Ich schliesse dem Obigen noch folgende oft zu benutzende 

algebraische Sätze an: 

Die erste Ueberschiebung der Functionaldeter- 

minante 

^=r. (ah) üjeha 

über eine der sie constituirenden Functionen ist: 

Man hat nämlich: 

(^aO ^, a':. = ^ a', (ah) | {aa') b^ + {ba)a:,\, 

oder wenn man im ersten Gliede aa' vertauscht, im zweiten die Iden- 
tität IL anwendet: 

i^a) ^x a', = i (aay bj^i\ (abf aV - i (aa^bj \ 

wie oben. 

Die zweite Ueberschiebung von /"oder tp mit 0* 
verschwindet, wie oben schon bewiesen wurde. 

Die Invariante von %• ist 

(^0'7 = ^(2)2)"-2)'2). 

Die hierzu gehörige Rechnung ist in § 27. gegeben worden, in- 
dem beide Ausdrücke der negativen durch 2 dividirten Resultante JB 
der beiden Formen gleich gefunden wurden. 



§ 58« Simultane Invarianten und Covarianten einer beliebigen Anzalil 

quadratisclier Formen, 

Im Vorigen wurde gezeigt, dass das vollständige System von 
Invarianten und Covarianten zweier simultanen quadratischen Formen 

/ ^^^ (^x ^^ Of X • • • 
g? = J^« = VJ ... 

ausser den Grundformen selbst nur noch die Govariante 



und ansgerdem die TnjijBJM^iij, . 
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enthält. Fügt man nun eine weitere quadratische Grundform hinzu: 

SO tritt zunächst die Invariante 

{ccy 

auf, sodann aber sind nach § 56. die ersten und zweiten üeber- 
schiebungen von f, g), 9^ mit ^ zu bilden. Was die ersten üeber- 
Schiebungen betrifll, so sind die von f oder (p mit ^ der Form 0" 
analog 5 die erste Ueberschiebung von ^ mit d" aber kann übergangen 
werden, da sie nach § 35. (5) sich durch f, (f, i^ und deren zweite 
Ueberschiebungen ausdrückt. Von den zweiten Ueberschiebungen 
sind die ersten beiden analog zu {aby, nämlich (ac)* und (6c)^; die 
zweite Ueberschiebung von ^ mit 0" aber liefert die Invariante 

{ah){ac) {bc), 

welche linear für die Coefficienten aller darin auftretenden Functionen 
ist, und durch Vertauschung der Coefficienten irgend zweier dieser 
Functionen nur das Zeichen ändert. 

Man sieht, dass hierbei Covarianten von neuem Charakter nicht 
entstanden sind, und man schliesst daher, dass bei der Hinzufügung 
weiterer quadratischer Grundformen solche auch nicht mehr auftreten 
können. 

Ein beliebiges System quadratischer Grundformen 

/; = hj = b\^ 



2 

jf ... 



fn = vnx^ = mV . . . 

führt daher ausser diesen Formen selbst auf folgende Bildungen, mit 
denen das vollständige System ihrer Invarianten und Covarianten ab- 
geschlossen ist: 

1. Die — ^-s — Functionaldeterminanten jD,a, deren Typus ist: 

fh Vt I X ^ 

2. Die c> Invarianten ^tk (wo i auch gleich k sein kann), 
deren Typus ist: 



Ai = (aa?, D^^ = {ahY. 



3. Die — ^ — = — ^--ö Invarianten Rikhj deren Typus ist: 

Von diesen Formen sind die unter 1. und 3. aufgeführten un- 
geraden Charakters, die anderen geraden Charakters. Es tritt aber 
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auch hier, ähnlich wie in frühem Fällen ^ der Umstand hinzn, dass 
ein Product zweier ungeraden Formen immer durch gerade Formen 
ausdrückbar ist, so dass in dem Ausdrucke irgend einer Covariante 
oder Invariante durch die Formen des vollständigen Systems diese 
ungeraden Formen schliesslich nur linear auftreten. 

Um die in Frage stehenden Relationen abzuleiten , kann man sich 
der Bemerkung bedienen, dass sowohl d;ic als RikA in Form einer 
Determinante darstellbar ist. Man hat 



(i) 





«X* 


h' 


V 




*«- 


a,Oj, 


?>i5, 


— ^1^ 




V 


V 


x,^ 




«1» 


K 


h' 




^1«8 = 


«i«« 


&i&. 


c^c^ 


> 




a,* 


V 


*-* 





und es entsteht also B^^g aus O-j^, wenn man j;,, x.^ durch c^, 
ersetzt. Betrachten wir nun das Product 



— c. 



2-^,2(^1, ^2)-'^45(yi;y2) = 



a, 



6x' 



X 



2 



a^a^ l^\ —x^x^ 



a 



2 



^2 



X 



2 



d,»» 



2 



Vi 



—2d^di — 2cie^ 2y,y, 



d^ 



Vi 



Wenn man die beiden Determinanten nach der gewöhnlichen 
Regel multiplicirt, und zwar, indem man die Vertikalreihen com- 
binirt, so erhält man: 

! -Du As Ml, Vi) 

Diese Formel giebt ihrer Ableitung nach ganz allgemein: 

(2) 2^Ki(^i;^2)- -^90 (2/1,2/2)= ^i(? J^ka MifVi) 

und zwar ist es dabei offenbar gleichgiltig , ob unter den Indices 
X, A, Qy 6 sich gleiche befinden oder nicht. Setzen wir y^^x^, 
^2 = ^2; so verwandelt sich, indem wir die Argumente jetzt auslassen, 
die Formel (2) in 

Dxff Dxa fx 



(3) 



2^xi*ptf = 



Blf Dia A 
ff U 

Mit Hilfe dieser Formel drfldki ^BJA dy Product irgend zweier 
. ^ durch gerade Formen bqs;- dli''|äMHHW 
Formel för d» ist ein 8peci(41«f jwüH^^BlMrf 



Ä. waöB.\^^-V^^^ 
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Setzt man in (2) für y^^, y^ die Symbole p,, —p^ irgend einer 
Form ft, 80 verwandelt sich f%{yi,y^ in D^t etc., und *ptf(yj,yj 
geht in R^ox über; man hat also: 

D»9 Dk« DxJ 

h U U 



(4.) 



2 0'xi . Bpffr = 



(5) 



2-RxZ^ i?9ör = 



Setzt man endlich hierin auch noch für x^^ x^ die Symbole 
%} —Qi einer Form ff,, so gehen /*(?, /i, /r, ^xi in D^p, Dfia, Dßtf 
— itxX/t* über, und man hat: 

2)x9 i>xa l>xx 
Dl9 Dia -Dir 
i)fiV ^Mö -Ojur 

Die drei Gleichungen (3), (4), (5) liefern die Relationen , um 
welche es sich handelt. 

Ausser diesen Relationen kann man noch eine grosse Anzahl 
anderer aufstellen , welche zwar als Folgen derselben aufgefasst wer- 
den können, aber sich durch ihre einfache Form auszeichnen und 
leicht direct ableitbar sind. Die Identität 



iß) 



= 



a^ax 









Ct Cx 



'1 ^x ^ ^x ^x 

liefert, nach der letzten Vertikalreih^ geordnet, die Relation: 

welche in Bezug auf die f einerseits und die entsprechenden ^ anderer- 
seits linear ist. Die Identität 



a 



2 



= 



_.^ 



2 



d- 



a^a^ 


«/ 


«x' 


hh 


V 


bj 


ClCi 


c,' 


Cs' 


d-id^ 


ä,' 


dj 



liefert, nach der letzten Vertikalreihe geordnet, die lineare Relation, 
welche zwischen je vier Formen f besteht, und deren CoefGcienten 
die R sind: 



(8) 



fn RlßV —flP»V»+fti B»«l —fpBKllt = 0. 



Endlich giebt die Identität: 



= 



«1 



X, 



2 



2 



^1^2 


«s* 







d/ 


-2d,rf, 


d^ 





b^b^ 


V 


. 




e,« 


— 2c, Cj 


e,* 





^1 ^2 


0/ 


(. 




ff.' 


-^9i92 


9.' 





*~" Xt Xa 


x,^ 







x,> 


Z x^x^ 


V 
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indem man die beiden Determinanten durch Combiiiätion der Horizon- 
talreihen multiplicirt; Relationen zwischen den geraden For- 
men allein^ welche quadratisch in den /"sind und deren Coefficien- 
ten sich aus den D zusammensetzen. Diese Relationen haben, wie 
man durch die Ausführung der Multiplication sofort sieht, die Gestalt: 



(9) 



= 



i>«e i)«« 


Dnr 


/•« 


Di, Dl« 


Du 


h 


JDfA^ Duo 


D(,r 


h 


U h 


fz 






Die Relation (7) kann man aber auch aus (3) ableiten, (8) aus 
(4), (9) aus (3) und (4) zusammen. We^ntlich neue Beziehungen 
geben also diese Gleichungen nicht. 

Doch ist es von Interesse, die Gleichungen (7), (9) in folgender 
Weise nochmals abzuleiten. 

Betrachtet man an Stelle der rechten Seite von (6) den Ausdruck 



bi bs h^ b 



a 



C^ Cx 



2 ^x 
C^ Cx 



y 
^y 



=/x (y) »XM + fx (») *«»+/« (y) »»a , 



80 kann man denselben in die Factoren zerlegen: 






bib^ 






^1 ^2 



X^ X^ 



X, 





X, 



2 



=:RnXfi.{xyY, 




und es besteht also die Gleichung: 

(10) /; W ^iß + fj, {y)K^ + U (y) ^nx^B^Xß - {ocyf. 

Setzt man in dieser x = y, so kommt man auf (7) zurück. Setzt 
man aber der Reihe nach für y^, — y^ die Symbole von f^j fa, fx ein, 
so findet man die drei Gleichungen: 

I^xXti-fq^I^iiQ^Xn + DxQd'yLx + DfiQ^xi 
(11) E^Xii . fc = jÖkö ^Xfi. + JDxa ^fix + Dfia ^^i 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen und (7) die Grössen J7«x^,, 
^^ßf ^u%} ^icl, so erhält man wieder die Gleichung (9). — 

Die weiteren, aus den gegebenen Formen entstehenden Bildungen, 
müssen sich durch die Formöti des vollständigen Systems ausdrücken. 
Es sind nun von Interesse dabei zunächst diejenigen Formen, welche 
aus den durch &ik, Bik, Btkh bezeichneten Bildungen entstehen, 
wenn man in denselben eine oder mehrere der cpnetituirenden Fun- 
ctionen durch Functionaldeterminanten eipeiliL,; Wir wollen dies da- 
durch ausdrücken, dass wir an Stella ämJüätBLjiiat za erseizenden 
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Function die Indices setzen, welche den constituirenden Functionen 
der Functionaldeterminante entsprechen, so dass z. B. Dtk.A ^i^ Ii^- 
Variante bedeutet, welche aus Combination der Functionaldetermi- 
nante d'ik, mit der Function /« entsteht. Es sind also folgende Bil^ 
düngen zu untersuchen: 

'9"l2,3; 'Ö'I2,34; ^12,3; -Dl2,34; -R12, 3,4; -812,34,5; -R12, 31,56« 

m 

m 

Die Symbole der mit den Indices 1 , 2 . . . bezeichneten Functio- 
nen sollen durh a, 6 ... in alphabetischer Ordnung bezeichnet wer- 
den. Nach der Formel (5) des § 35. hat man zunächst: 

(12) »,»^, = ^(f» Di, -ft !>,,)•, 
femer hat man nach der Definition der & und R: 

(13) p,,,, = {ab){a€)ibc) = B,„, 

Ersetzt man nun in (12) die Function /^ durch die Functional- 
determinante d'^^j so konmit: 

(14) ^12, 34 = i(/2 A, 84 — /lA. u)=iifi^iu — fi^)' 

Der Ausdruck kann nur sein Zeichen ändern, wenn man 1, 2 mit 
3, 4 vertauscht; die Gleichsetzung der beiden so erhaltenen Ausdrücke 
von -ö^ij, 34 führt auf die Gleichung (8) zurück. 

Den Ausdruck U^g, 3, 4 können wir als die zweite üeberschiebung 
von 'Ö'ia, 3 mit /^ betrachten. In Folge der Gleichung (12) hat 
man also: 

(15) i?u,s. 4=i(A,A4-A4A3)- 

Hieraus findet man nun auch sofort den Werth von Djj, S4? <l®i^ 
es ist nach (13): 

(16) A2 . 34 = A , 2 , 34 = i (As A4 — -^23 A4)- 

Setzt man nun in (15) ^34 für f^, f^ für f^, so erhält man mit 
Hilfe von (13): 

(17) A2. 84. 5 = i (Aa A t 34 - -^15 Dg, 34) = i (As A34 — As -^234)- 

Auch dieser Ausdruck kann nur das Zeichen ändern, wenn man 
1, 2 mit 3, 4 vertauscht. Indem man die beiden so erhaltenen Ausdrücke 
von R^^, 84. 5 einander gleich setzt, erhält man die zwischen den D 
und R stattfindende Beziehung 

(18) Di5 R^^ — A5 As4 + -^36 A12 — -^45 ^812 = , 

welche auch aus (8) abgeleitet werden kann, indem man ein /'zwei- 
mal über jene Gleichung schiebt. 

Endlich erhält man, indem man in (17) /g durch ^^ ersetzt und 
(13) benutzt: 
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(19) 



-^12, 84» 56 ^ T (-^256 -"134 -^If^ ■"234)- 



Durch Vertauschung der Paare 12, 34, 56, wobei Jü,g. 



34» 5ß 



nur 



das Zeichen ändert, erhält man zwei mit der obigen gleichberech- 
tigte Darstellungen; die Gleichsetzung der rechten Seiten führt auf 
quadratische Relationen zwischen den R von der Form: 

(JO) XV^gjj ii^34 il256 i^i34 + -^350 -^124 -^456 -"l23 "^ ^} 

welche auch abgeleitet werden können, indem man ein ^ zweimal 
über (8) schiebt, und welche identisch erfüllt werden, wenn man für 
die Producte der R ihre Ausdrücke in den D (5) setzt. 

Setzen wir für den Augenblick voraus, was später bewiesen wer- 
den wird, dass die Zahl der von einander unabhängigen Invarianten 
des Systems um 3 kleiner ist als die Zahl aller Coeüficienten, so sind 

von den ^ll^+l Formen D nur 3 n - 3 völlig unabhängig von 

einander, und es müssen Relationen zwischen den D bestehen, von 
welchen 

n.n + 1 .o o\ n — 2.W — 3 

2 (o» — »■>) = 2 

von einander unabhängig sind. Es ist nun leicht zu zeigen, dass diese 
vnrklich existiren, und dass man sogar durch die 3n — 3 Invarianten 

-^11 -^12 -^22 



(21) 



•^81 ^82 -^88 

A« A, I>„ 



I^nl Dnl DfiZ 



alle übrigen rational ausdrücken kann. Aus der Multiplication der 
beiden verschwindenden Determinanten: 



a. 



«1«2 



a 



2 



b^^ h^ h^ 65 



^1 ^2 



2 



folgt nämlich identisch: 










a 



2 



2 
^2 

^2 



— 2 a^ «2 

— 2 Ci Cjj 

— 2 Ä, Äj 









Ö 



(22) 



= 



A. 



-^12 

A, 



D 
D 
D 
D 



13 
23 
33 
k3 



Bzh 
Dkk 



In dieser Gleichung kommen nur Invarianten des Systems (21)* 
vor, ausgenommen DkA, welches linear aoflxitt; imd ouai kann also 
dieses immer durch jene Grossen ausdrücken, ?0iittilMg jWl|l(>||| ilW 
was bei der allgemeinen Betrachtung gestattrt Uk^^ 
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von Dkh nicht verschwindet. Dieser Cdefficient aber ist nach (5) 
2 22^123? ^^^^ solche Art, die D auszudrücken, ist also immer gestattet, 
sobald nur eine einzige der Invarianten 22 von Null verschieden ist, 
d. h sobald sich nur nicht das ganze System der Functionen f aus 
nur zweien derselben linear zusammensetzt. 

Da die geometrische Bedeutung der übrigen Formen schon oben 
entwickelt ist, so bleibt nur noch übrig, von der geometrischen Be- 
deutung der Gleichung 

zu handeln, welche, wenn sie besteht, eine Beziehung zwischen drei 
quadratischen Formen aussagt. Nun ist nach dem Vorigen O-jg eine 
Form, deren Verschwinduögselemente zu denen von f^ und /^ har- 
monisch sind; ferner entstand iJ^gs als zweite Ueberschiebung von 
dj2 ^^ fs* Verschwindet also dieser Ausdruck, so sind die Ver- 
schwindungselemente von O-^g auch harmonisch zu denen von /^ 
d. h. die Verschwindungselemente von f^j f^^ f^ sind gleichzeitig har- 
monisch zu einem Elementepaar, sind also Paare einer Involution, 
deren Doppelelemente das letztere giebt. Die Gleichung 

^123 = 

bedeutet also, dass f^^ f^, f^ Punktepaare der nämlichen 
Involution geben. 

Dieser Satz lässt sich auch umkehren. Denn sind die aus /*i=0, 
/^ = 0, /i = erhaltenen Elementepaare Glieder einer Involution, so 
kann man den drei Functionen /j, /^, f^ die Form geben: 

r.-^A' + ß.n' 

fs^^s^^ + ßsV^y 

dass aber für diese Annahme jB^23 verschwindet, lehrt die Determi- 
nantenform (l) augenblicklich, da in dieser die Coefficienten einer 
Reihe sämmtlich gleich Null sind, sobald man R^^s in Bezug auf die 
neuen Veränderlichen 6, iy bildet. 



§ 59. Simnltane Covarlanten und Invarianten einer quadratischen und 

einer cobisclien F«rm. 

Wendet man die Principieu des § 56. auf die Combinatfon einer 
quadratischen und einer cu bischen Form an, so erhält man Fol- 
gendes. 

Das System einer cubischen Form (p besteht aus den Co Varianten 
A (quadratisch), Q (cubisch) und der Invariante R (§34.). Man hat 
also nur die eine Co Variante A, welche von gerader Ordnung ist^ 
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und nach dem angeführten Paragraphen erhalt man daraus zunächst 

zwei simultane Bildungen , die beiden üeberschiebungen von f mit A. 

Ist symbolisch 

f =ax^ ='bj ... 

<p=a,^ =:ßj ... 

80 sind diese beiden Bildungen durch 

(1) (aA)a,A,, (aA)« 

gegeben. 

Nächst diesen hat man die erste und zweite Ueberschiebung von 
f über 9> und Q, sowie die dritte von /^ über tp und Q zu bilden; 
von diesen ist nur die erste Ueberschiebung von/* über Q auszulassen^ 
da Q eine Functionaldeterminante ist (§ 35.). Man hat also zwei- 
tens die Bildungen: 

(2) {aa)axas^ {aa^ar, {aQfQ,, (aa)«(6a)6„ (aQy(bQ)K. 

Endlich hat man noch die sechsten Üeberschiebungen von (p^, 9 Q, 
Q^ über P zu bilden, drei Invarianten. Aber von diesen kann die 
letzte übergangen werden; denn da Q^ sich durch A, B, tp ausdrückt 
(§ 35.), so setzt sich diese Ueberschiebung aus den sechsten Üeber- 
schiebungen von /^ über <p^ und A' zusammen. Von diesen ist die 
erstere schon eine der noch zu behandelnden; die zweite ist auszu- 
lassen, da sie einen zerfallenden Theil besitzt, der entsteht, indem 
man jeden Factor f zweimal über einen der Factoren A schiebt. Wählt 
man statt der sechsten Üeberschiebungen von g>^, g> Q über P noch 
passende Theile derselben, so hat man endlich folgende Bildungen 
vor sich: 

(3) {atty{bß)Hca){cß), {aay{bQyiea)(cQ). 

Hiernach besteht das vollständige System der Invarianten und 
Covarianten aus 15 Formen. Einige derselben stellen sich einfacher 
dar, wenn man die Coefficienten der unter (2) entwickelten linearen 
Covarianten 

einführt. Alsdann werden diese 15 Formen folgende: 

Invarianten: D = (aby, iJ = (AA')S E={aAy, F={ap)\ 
M = {ap) {ar) , darunter die letzte eine Form ungeraden Charakters. 

Lineare Covarianten: jp, r, q^{ap)a,j s = {ar)ax^ Darun- 
ter sind r und a BVnriOin^iililliiid^ Charakters, die letztere als 
Functionaldeterminaiite Tdn 'WSBMfjßMtttBden Charakters, die erste, 
weil Q eine Fonu ftii g< g rf '^ * ™^^^™M> 

OUbtob, Tbeorf« dar Mufraii • ^^ 
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Quadratische Covarianten: f, ^,Q=^{a^)ax^x, das letzte 
eine Form ungeraden Charakters. 

Cubische Covarianten: <p, Q, d' = {aa)axCCx^j die letzten 
beiden Formen ungeraden Charakters. 

Es ist sehr leicht, Relationen anzugeben, welche zwischen diesen 
15 Formen eintreten, z. B. indem man die Quadrate und Producte 
der Fonnen ungeraden Charakters durch Formen geraden Charakters 
ausdrückt. Ich werde mich späterer Anwendung wegen hier mit den 
Beziehungen beschäftigen, welche zwischen den Invarianten und 
zwischen den linearen Covarianten eintreten. Die letzteren Beziehungen 
erhält man dadurch, dass man die Determinanten untersucht, welche 
aus den Coefficienten je zweier gebildet werden. Es sind die fol* 
genden : 

(1>9)= - (apY :^ - F; {pr) = L; 

,4N ips) = - (ar) (ap) = - JJf ; {qr) = (op) (ar) « Jf ; 

^ ^ {qs)^{ap) (br) {ab) ^^{aby (pr)^^ DL-, 

(rÄ) = -(ar)« = -J^. 

Es bleibt also übrig, die hier neu eingeführten Invarianten 

i = (|>r); Nr=::{ar)^ 

durch D, R, E, F, M auszudrücken. Wird dann schliesslich noch 
M^ durch die Invarianten D, R, E, F dargestellt, so hat man alle 
Invariantenrelationen vor sich. 

Die Darstellung von £, N knüpft sich an eine von der oben 
gegebenen abweichende Darstellung der Covariante r an. Es war 

r^(aQyQx, Q = {aA)aJAx. [§34.(6).] 

Aber die Form Q hat nach § 35. die Eigenschaft, dass 

(5) Q,'Q. = {aA)a,^Ax. 

Setzt man also o^, — o^ an Stelle von y^, y^, so hat man; 

(6) rr=(ftA)(aa)»A„ 
oder wenn man l> = ax(«a)* einführt: 

(7) r = (pA)A,. 

Nimmt man nun r in der Form (ß), so hat mau 

L = (pr) = (a A) (oa)» Q) A) 

= (aA)(/JA)(a«)>(6/J)«, 

oder wenn man das Product (ott){bß) mittelst der Identität § 15. (IV) 
transformirt: 

L = (a A) (/JA) (««) {bß) { {aß) (*«) + («*) (,mß) j. 
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Im zweiten Theile dieses Ausdrucks vertauscht man a mit h und 
nimmt die halbe Summe der alten und neuen Gestalt; n^an er- 
halt dann 

i (a A) (/3 A) {ah) (aß) | (aa) (bß) - (aß) {ba) | 
= i(a A) (/SA) {aby (a/3)«= ^DJB. 

Im ersti^n Theile wendet man die Identität an [§ 15. (Y)] : 

(« A) (/SA) (aa) (/Sa) = ^ ! (a A)^ (ßa)' + {aof (/SA)« - (a A)« (a/5)« }, 

und beachtet; dass alles mit (aA^^ oder QSA)« Multiplicirte nach der 
Theorie der cubischen Formen verschwindet (§ 34.) ; es bleibt dann 

- i (a A)« . (6 «) (6^ («/S^« = - i -E», 
also 

Sodann ist, mit Benutzung der Form (7): 

iV^= {arf = (p A) (j) A') (a A) (a AO, 
oder nach der Identität (Y): 

N^ i I (i> A)« (a A7 + (1) A? (a A)« ^(ai>)« (A AO« } , 

das heisst 

(9) N^EL-'^FR. 

Die Determinanten (4) der linearen Covariwten ßi^d ^q jxm 
durch die Invarianten der Tafel ausgedrückt. Aber man hat auch, 
indem man in die Identität 

- ips) (qr) = (pq) {rs) - (jpr) (q^) 
die Ausdrücke (4) einsetzt : 

oder mit Hilfe des Ausdrucks für N: 

(10) M' = ^^\DL^-'2EIF+J(IF^\. 

Auf anderem Wege gelangt man zu dieser Formel, wenn man 

von dem Ausdruck der Functionaldeterminante Q durch f und A 

ausgeht : 

Q2 = ~^(DA«-2J&YA + ür). [§57. (1).] 

Setzt man in dieser Gleichung x^^p^, ^« = ~l^i> «o Jf^^t finF, 
A in £ über, und Q verwandelt sich in 

(a A) {ap) (Ap) = -^ (ap) (ar) ^ - Jf , 

so dass sich die Gleichung (10) unmittelbar ergiebt. 

Die in § 27. gegebene Resultante der cubischen und der qufulra- 
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(pa)«-2D(Aa)« = -F-2DJE. — 

Sehen wir, was aus den Formen des oben angegebenen vollstän- 
digen Systems wird , wenn man darin die cubische Form g) durch die 
in § 36. untersuchte zusammengesetzte Form xg> + XQ ersetzt.* Die 
hierbei entstehenden Formen bezeichne ich durch angehängte Indices 
X A. Nur auf f und D hat diese Veränderung keinen EinfltDss; dagegen 
ist nach § 36. 

A,i = e. A 

wobei 6 die in X; A quadratische Form 

e = x2 + ^A« 

bezeichnet. Nach den Definitionen von p, g, r, s wird nun sofort 
in Folge dieser Gleichungen: 

. , 6/ ae de\ 

. , 6/ de ae\ 

Ebenso erhält man fOr die höheren simultanen Covarianten die Ausdrücke: 

Q,i = e.Q, »MX=^» + X{aQ)QJas, 

oder wenn man die erste Ueberschiebung von f über die Functional- 
determinante Q nach § 35. (5) behandelt: 

Endlich werden die noch fehlenden Invarianten: 

Eni^Q.E, Fxi = x«F+2xA M+JC^N 

ejaeaF.x dQdFA 

I 00. Formengystem einer quadratischen und einer biqnadratisehen Form. 

Das vollständige System einer quadratischen und einer biquadra- 
tischen Form** ist verhältnissmässig leicht zu bilden, weil nach 
§ 56. dabei / niemals über Producte von Covarianten der biquadra- 



* Vgl. die Abb. des Verfassers, Borchardt's Journal Bd. 68, S. 162. 
** Ueber die Theorie dieser Formen vgl. die Arbeiten von Bessel und von 
Ilarbordt im 1. Bd. der mathem. Annalen, sowie von Brioschi, ebenda Bd. HI. 
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tischen Form zu schieben ist, da letztere sämmtlich von gerader Ord- 
nung sind. Das System umfasst also folgende Bildungen: 

Die quadratische Form f mit ihrer Invariante D; 

die biquadratische Form 9 mit ihren Covarianten H^ T und ihren 
Invarianten i^ j\ 

die erste und zweite Ueberschiebung von f^ die dritte und vierte 
von /** über 9 und H\ 

die zweite Ueberschiebung von /*, die dritte und vierte von /"*, 
die fOnfte und sechste von f^ über T. 

Dass von diesen Formen noch einige ausgelassen werden können, 
zeigt sich sofort, wenn wir, wie es erlaubt ist, einige der lieber- 
Schiebungen durch passend gewählte Theile derselben ersetzen. Da 

so können wir an Stelle der zweiten Ueberschiebung von T mit f 
denjenigen Theil der Ueberschiebung setzen, welcher die Form 

hat; oder, wenn die zweiten Ueberschiebungen von tp und .ff mit /^ durch 

^ = (a ay tts^ 

bezeichnet werden, die Form 

also die Functionaldeterminante von ^ mit H. An Stelle der dritten 
und vierten Ueberschiebung von T mit P kann man die Theile setzen: 

' {aH) {aay {Hb) b, H^^ a, = (^ ff) (Hb) b» tx ff** 
(aH) {aay {Hby ff, ai = (^ x) ** ;C*. 

Da nach der Identität (II) des § 15. 

(*ff) {Hb) &, tx ffx« - - 1 Hj \{Hby ^j + {Hiny bj - (tby hj\, 

80 besteht die erste dieser beiden Formen aus lauter zerfallenden 
Theilen und kann daher übergangen werden; die zweite 

ist die Functionaldeterminante von ^ und ;|^. — An Stelle der fünften 
und sechsten Ueberschiebung von Tüber P kaun man die Theile setzen : 

{aH){aay{Hby{ac)c.Hs=^{i;x)(tc)c^Xz 
{a H) {a ay {Hby {a c) {H c) = (* x) i* c) {x c). 

Von dieser Form ist wieder wegen der Gleichung 

{*x){*c)c,x^=::^\{txycj+{tcyx:.'-{xcytJ\ 

die erstere aus lauter zerfallenden Theilen zusammengesetzt und daher 
auszulassen. Die zweite ist die simultane Invariante der drei quadra- 
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tischen Formen /, ^, %, oder, was dasselbe ist, die zweite lieber- 

Schiebung von t übfef /* 

Und so umfasst denn das Formensystem folgende 18 Bildungen : 
6 Invarianten; nämlich ausser i und jf die 4 Invarianten der 

quadratischen Formen f, ^, %: 

^ = (c^a)2(a6)2 = (^a)2, 
B:r.{Hay{HbY^i%ay 

6 quadratische Covarianten, nämlich /*, ^, % und ihre ersten 
Ueberschiebungen 

^ = {ta)tlfs «x, X — ixa) x^ aar, t = {^x) ^^ Xx- 
5 biquadratische Covarianten^ nämlich 97, ^ und die Fun- 
ctiönaldeterminanten 

£==(««)«/«*,. Mcr.(Ha)HJa^, K^{tH)ti;^HJ. . 

1 Covariante sechster Ordnung, T. 

Von diesen sind C^V, X, t, L, M, K, T ungeraden CharakterR. 

An Stelle von (ilfS) ta:Hx^ hätte auch die gleichberechtigte Form 

eingeführt werden können; denn es ist 

{tl^H) ts HJ + ixa) X. ccj = (uay (nH) «, HJ - {aHy {aH) H^ «/ 

= - {aHy a, Ha: \[aa) H^ + {aH) a^\ a^ 

gleich der ersten Üeberschiebung von / über {aH)^ aj Hs^, multiplicirt 
mit 2; und da nach § 40. (8) 

so hat man 

durch andere Formen des Systems ausgedrückt. Man führt daher am 

passendsten die Differenz 

N= {tl,H) tx SJ - ixa) x.aj 
ein. 

Man ertölt leidit «ine grosse Anzahl von Beziehungen zwischen 
den 18 Formen des Systems, indem man die Quadrate und Producta der 
Formen ungeraden Charakters durch die Formen geraden Charakters aus- 
drückt. Ich will nur die Invariantenbeziehung entwickeln, welche C* durch 
i, j, Dj Ay B ausdrückt, und werde die Invarianten darstellen, welche 
durch zweite Ueble^schiebung der 6 quadratischen Covarianten über 
sich selbst und über einander entstehen. Nach Analogie mit Früherem 
würden diese durch Dff, D/^ ... zu bezeichnen sein, während C 
Invariante 
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wäre. Aq8 letzterem Umstände ergiebt sich sofort uaeh § 58. (5): 

Dfr Dr^ Dn 

(1) C*=^\ B^fD^^üy^l 

^ir ^iv> ^ix 
Nun ist ferner 

(2) iV = -ö, i>r^-=A, l)rx = B. 

Die anderen drei constituirenden Elemente der Determinante (1) er- 
hält man aus D^^ mit Hilfe der hier wiederum anzuwendenden Opera- 
tion d des § 41, In Folge derselben iat (vgl. die Formeln des § 41.) 

• m 

Nun ist 
und da nach § 40. (2) 

so erhält man, indem man x^ = a2,x^ = — a^, yi = ^t; y2 = ""*i ßötzt: 

Dtpip^ (Hay {Hhy + jiaby, 
oder 

(3) U^f jp^ B + -T- . 

iß 

Unterwirft man nun diesen Ausdruck der Operation d, so hat man 

also 

(4) 
and femer: 






»T\ n 1*7» M . »-B , ^ß 



also 
(5) 



3^6 



?D 



i I 



Ott - 3 --fi-^Tä"' 



Der Ausdfuck von C* ist also darch die Formel gegeben: 

DA B \ 



(6) 



Cf«i^f :^- 



«• «»•' 



-B+ 



3 « "•" 3 



il 




'•' « 8 6 "*" 18 
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Was die zweiten Ueberschiebungen von f, i^, x ^^^^ ^? X, r 
angeht, so hat man nach § 58.: 

und femer nach der Definition: 

(8) C = Dfx^- Dx^ = D^x. 

Endlich hat man nach § 58. (16): 

^xx ^i{DxxDrr-D\r) 

^Wx "^^iP^xJ^Xf^i^X ^f^) 

J^xr ^i^{D^xJ>xr-^r^I>xx) 

die mit ^ multiplicirten Klammern sind die Unterdeterminanten der 
in (6) gleich 2(7* gefdndenen Determinante. 

Ich bemerke noch, dass die in § 27. gebildete Resultante der 
biquadratischen und der quadratischen Form hier die Gestalt annimmt: 

Die Invariante 0, welche allein unter den Invarianten eine Form 
ungeraden Charakters ist, giebt, wenn sie verschwindet, eine einfache 
Beziehung zwischen /und fp an*, eine Eigenschaft, welche C bis auf 
einen numerischen Factor definirt. Man kann nämlich folgenden Satz 
aussprechen : 

Wenn C verschwindet, so existirt (und nur 
dann) eine solche quadratische Form g, dass q> als 
quadratische Function von f und g ausgedrückt 
werden kann.* 

Ist' nämlich 97 eine quadratische Function von /* und g, so kann 
man 9 in zwei quadratische Factoren zerlegen, welche lineare Fun- 
ctionen von f und g sind. Diese Zerlegung muss mit einer derjeni- 
gen übereinstimmen, welche aus den Gleichungen (3) des § 47. hervor- 
gehen, und bei welcher die Form vierter Ordnung auf drei verschie- 
dene Weisen so in quadratische Factoren zerlegt wird, dass diese linear 
sich aus zweien der irrationalen quadratischen Covarianten von tp zu- 
sammensetzen. Seien diese irrationalen quadratischen Covarianten 
^, ^', ^", so hat man demnach entweder 

f=:ailf + ßif', oder f==atl;' + ß ^", oder /"= aM>" + ß ^. 



Vgl. eine Note des VerfasseiB im 3. Band der mathematisclien Annaleo. 
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Schiebt man über jede dieser Gleichungen zweimal diejenige der 
Formen^, welche nicht in ihr vorkommt, so verschwindet nach § 45. 
(2) jedesmal die rechte Seite; man hat also für f die Bedingung 

Die Form links ist jetzt rational; sie enthalt die Coefficienten von f 
cubischy die von 9, da die if von der Dimension }/H sind , ebenfalls 
cubisch; sie ist also von C nur durch einen numerischen Factor ver- 
schieden. Man kann nämlich die betrachtete Form als Glied der 
sechsten Ueberschiebung von /^ über die Co Variante T=2i(f p' ip" von 
9) auffassen. Diese Ueberschiebung besteht ausser einem solchen 
Theile dann noch aus Theilen der Form 

{atl;){at'){bt)ibi^'){ctl,y 

= 4 1 (a ^y (6 ^y + {h Uff {a i^y - {t ^y (« hy i (c ty, 

welche, da (?('^')* = 0, auf den ersten Theil zurückkommen; und aus 
Theilen der Form 

= (a V') (a^') {h¥) {cil^l {(6^) (c^") + {bc) (^V'")) . 
Hier hat rechts das erste Glied die vorige Form, und kommt also auch 
auf den ersten Theil zurück; das zweite kaim, indem man die Sym- 
bole 6, c vertauscht, durch 

= i (6 cY t {a tl^y (tl;' M,y + {a ty (t M>y - (a ^Y (^ ty \ 
ersetzt werden, was verschwindet. Man sieht also, dass unsere In- 
variante sich von der sechsten Ueberschiebung der Form T über f^ 
nur um einen numerischen Factor unterscheidet, also rational ist. Es 
stellt sonach in der That (7=0 die fragliche Bedingung dar. — 

Ich werde nun untersuchen, was aus den Bildungen des vollstän- 
digen Systems wird, wenn man in denselben statt der biquadratischen 
Form 9? die in § 41. untersuchte zusammengesetzte Form xtp + lH 
einführt. Von den 18 Formen des Systems werden f und D hierdurch 
nicht geändert; benutzt man wie in § 41. den Ausdruck 

80 wird [vgl. § 41. (14)]: 



-'«* ~*\dx dx ex ex /• 



218 



Fünfter Abschnitt. Simultane 



Von den übrigen Functionen haben die durch Ueberschiebungen 
von f über (p entstehenden hier offenbar denselben Charakter wie ^«x, 
die durch ueberschiebungen mit H entstehenden denselben wie H^l- 
Es ist also 






Ä^i^xÄ+lB 






Es bleiben also nur die Formen r^^, N^x, ChX zu untersuchen. Nun 
ist nach der Definition: 



dx^ *?x<» 



= tV 



dx^ 

"^v^ + ^lv 

CX^ CXa 



dx^ 

dt 



dl a^Ji dx dx^ 



dk dXc 



dx Wx^ 



= iV 



rk ex 



\ 


et €% 




dx^ cx^ 




dt dx 




dx^ dx^ 



= Q. 



so dass sich xA wie T^X verhält. Da 0=(ra)*, so hat man auch 
Endlich hat man auf dieselbe Weise wie bei r: 



N.l = ^ 



dtnX dHxX 




cIhX c(pnl 

dx^ dx^ 

cXmX dq>^ 

dx« dx. 



Auch diese Form theilt also den Charakter von T. — 

Die vorliegenden Formen bieten noch eine interessante Seite dar, 
indem man die Bildungen verfolgt, welche durch wiederholte zweite 
Ueberschiebungen von q> und H über f entstehen. Diese Formen 
bilden ein unendlich grosses System von quadratischen Covarianten, 
welche sich sämmtlich aus f, t^ X durch Multiplication mit Invarianten 
zusammensetzen lassen. Ist F irgend eine quadratische Form, sym- 
bolisch durch FJ^ bezeichnet, so kann man die Bildungen 

P{F)=(ia F)2 «,^ Q (F) = (A F)^ ^J 

als durch die Differentialoperationen F, Q aus F abgeleitet betrachten; 
und die in Frage stehende Reihe von Covarianten erhält man also 
durch beliebig oft und in beliebiger Folge ausgeführte Anwendung 
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Operationen auf f. Nun findet zunächst der Satz statt, dass 
die Operationen P und Q vertauschbar sind, dass also 

PQ(F)= QP{F). 
Es ist n&mlich 

PQ{F)-QF{F)=^ {AFy (AaY «/ - {aFy (A«)^ AJ 

= (A af [(A Fy aj" - (a Ff AJ] 
= (A«)3 F, . t(Ai^) «., + («i^) A,| . 

Dies aber ist die erste Ueberschiebung von F über die quadra- 
tische Govariante (Aa/A.ra.r, welche nach der Theorie der biquadra- 
tischen Formen identisch verschwindet. Daher verschwindet auch die 
obige Differenz, wie zu beweisen war. 

Wegen dieser Verfcauschbarkeit genügt es also, die Bildungen zu 
betrachten, in welchen xuerst ausschliesslich die eine Operation, sodann 
ausschliesslich die andere angewandt wird, also die Covarianten 

P^ Q' if) . 

Aber diese wiederum sind die Entwickelungscoefficienten des Ausdrucks, 
welcher entsteht, wenn man auf f ausschliesslich die Operation 

anwendet. Es genügt also die Reihe der Bildungen 

(1) P{f),P*is),P^{f)... 

zu betrachten und in diesen schliesslich P durch PxA, d. h. 9? durch 
x9>-f Air zu ersetzen. Nun gilt für diese Reihe der Satz: 

Jede Form der Reihe (1) ist dieselbe lineare 
Gombination der um zwei und drei Stellen ihr 
vorangehenden Formen. 

Es ist nämlich nach den Formeln am Ende von § 8. : 

(aß)^ayyßJyy^=J'D^' \{aßy (ayf ßjyj\ +^{aßy {ayf (ßyYixyY 

oder nach § 40. (7) : 

Setzt man nun y^^a^, yi = — ai, so geht diese Gleichung in 

* 

über. Unterwirft man aber diese Gleichung xmal der Operation P, 
tiö enrhät man: 

(2) ^^ (/O = ^ -?"+'(/) +|--P'(/0, 
eine Gleichung, welche den angegebenen Sati eTit\v%N.V. 
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Bezeichnen wir nun durch z eine beliebige Grosse , und durch Z 
den Ausdruck: 

Z= P» (/•) + if P* ./)+;?» P* (/O .. ., 

SO ist nach (2), indem man mit z* multiplicirt, nach x sommirt und 
der Kürze wegen P{f) = P', P*{f) = F" setzt: 

also 

UP' + gP") + i{f+i>P'+e*Jn 
(3) Z=£ ^ 






Diese Formel liefert durch Vergleichung der Coefficienten von 1 , 0, 
zK.. die Covarianten P»(/), P* (/)... durch/*, F = Pff), F'^F^(f) 
ausgedrückt; und zwar wird: 



(4) 






Es kommt also noch darauf an, P' und P" zu bestimmen. Nun ist 
erstlich unmittelbar der Definition nach 

Dann aber hat man nach § 40. (2) 
und daher, wenn man yi = a^, ^2 = — ö^j setzt: 

(5) p"=Q(f)+y=j^+^f. 

Setzt man nun in den Gleichungen (3) oder (4) xg) + XH aa die 
Stelle von 9, so treten zugleich die Ausdrücke i^i und j^i an Stelle 
von i und ^5 an Stelle von P' tritt 

P'ni = xP(f) + XQ{f)==xtl; + Xx. 
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Es bleibt al<io nur noch P%i = x«PM/) + 2xAP(>(/') + AVC/') 
sa bestimmen. Aber nach der Gleichung (5) ist 

p".i = v»i in + Y f'= «.i + T ^' 

oder nach oben gegebenen Formeln: 
(6) J..,.l(,|?-,|«) + «/. 

Hiermit sind alle zur Berechnung von P^ Q^ {f) nöthigen Be- 
stimmungen gegeben. 

f 61. Tollstindl|r®8 System sweler enblscher Formen. 

Als Beispiel eines simultanen Formensystems, bei welchem keine 
der Orundformen linear oder quadratisch ist, will ich noch das simul- 
tane System zweier cubischer Formen betrachten.* 

Bezeichnen wir durch /* und q> die beiden cubischen Grundformen, 
durch A, V ihre quadratischen, durch Q, K ihre cubischen Covarian« 
ten^ durch R, P ihre Discriminanten. 

Die simultanen Covarianten und Invarianten entstehen aus den- 
jenigen Ueberschiebungen von f'^Qy und (p"' V^ K^', welche keine 
zerfidlenden Terme erhalten. Da indessen L? durch Q^ und P^ V 
durch K* und 9^ linear ausdrückbar ist, so genügt es, für die Zahlen 
ß und ff die Werthe 0, 1,2 zu setzen. 

Da femer /*, Q, 97, K alle dieselbe Ordnung haben, so darf bei 
Ueberschiebungen von Producten mehrerer Factoren niemals beider- 
seits einer dieser Factoren erscheinen, da sonst ein zerfallender Tcrm 
der Ueberschiebung gebildet werden konnte, in dessen einem Factor 
nur eine üeberschiebimg dieser Factoren aufträte. Ebenso wenig darf 
man eine einzelne jener vier Formen über ein Product schieben, 
welches eine derselben enthält. 

Es sind demnach erstlich die Ueberschiebungen der einzelnen 
Formen /*, Q über 97, K zu bilden, und zwar immer mit Uebergehung 
solcher erster Ueberschiebungen, bei denen eine der Functionaldeter- 
minanten Qj K auftritt. So entstehen die folgenden Ueberschiebungen : 

f über q>y ein-, zwei- und dreimal; 
^ f über K, zwei- und dreimal; 

^ ' Q über 9, zwei- und dreimal; 

Q über K, zwei- und dreimal. 

Ausser diesen sind dann nur noch Ueberschiebungen zu bilden, 
in denen einerseitB eine Potenz von A oder V, andererseitB f^ Q oder 
q>, K steht; und Ueberschiebungen von A über V. Poienxen vmd 

* Vgl. auch die Abb. de« Vf^awum, BorchardVt ]crarMSL^4.«l^%.llll^. 
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Producte der /*, Q oder der <p, K braucht man nicht über V oder V* 
(bez. A oder A^) zu schieben, weil dabei immer ein Factor V (bez. A) 
über einen der anderen Factoren allein geschoben werden könnte, 
also immer ein zerfallender Term herauskäme. Ebenso wenig hat 
man, da A und V gleiche Ordnung haben, Potenzen von A über 
Potenzen von V zu schieben. Den Formen (1) sind also nur noch 
folgende beizufügen: 

A über V, ein- und zweimal; 
f über V, ein- und zweimal; 
A über 9, ein- und zweimal; 
Q über V, zweimal; 

(2) A über K, zweimal; 

f über V*, dreimal; 
Q über V*, dreimal; 
A^über 9, dreimal; 
A'über K, dreimal. 

Nimmt man die acht Formen 

(3) f, A, Q, R; ip, V, K, P 

hinzu, so hat man im Ganzen 29 Formen, aus denen das System 
besteht; darunter sind sieben Invarianten, acht lineare Co Varianten, 
sieben quadratische, sechs cubische und eine biquadratische. Nor 
eine dieser Formen wird sich als überflüssig erweisen ; es ist diejenige 
quadratische Covariante, welche aus der zweiten Ueberschiebung von 
Q mit K entsteht. 

Um eine bequemere Uebersicht und Darstellung der aufgezählten 
Formen zu gewinnen, gehen wir von den drei quadratischen Cova- 
rianten 

A, 9 = (a «)* üs «jr, V 

aus, wo, wie später immer, a (bez. 6, c...) ein Symbol von f, a 
(bez. /S, y...) ein Symbol von 9? bezeichnet. Diese Formen ent 
stehen als Goefficienten der quadratischen Govariante des combinirten 
Ausdrucks' 

so dass 

(4) A^+iy-A + 2AeH-A^V. 

Wenn man diese Form zweimal über ihre Grundform f+^(p 
scliiebt, so entsteht nach der Theorie der cubischen Formen identisch 
Null ; und da die zweiten Ueberschiebungen von f mit A und von 
q) mit V aus demselben Grunde schon für sich verschwinden, so bleibt 
nur, und zwar für jeden Werth von A , die Gleichung : 

O = Aj(A«)«l«,-f2(0a)2a,|.fA2j(Va)*ax + 2(e«)2«*j. 



> 
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Für die beiden einfachsten linearen Covarianten, welche durch 
die zweite Ueberschiebung von (p mit A und von f mit V entstehen^ 
erhalt man daher die doppelte Definition: 

,-. p = (Aa)^ «r = - 2 {Qay a^ 

Die vier cubischen Covarianten, welche oben (ausser f und tp) 
auftreten, sind nichts anderes als die Functionuldeterminanten von f 
und g> gegen A und V. Die mit 6 gebildeten lassen sich leicht 
durch andere Formen ausdrücken. 

Es ist femer aus der Theorie der cubischen Formen bekannt, 

dass die Function 

Ö=(aA)a,«A, 

die besondere Eigenschaft hat, dass 

(a A) a,^ Ay = (a A) üx a^ A^. 

Indem man sich dieser Eigenschaft bedient, kann man immer die 
mit Q und K auszuführenden Ueberscbiebungen sofort durch Theile 
derselben ersetzen, und erhält mit Benutzung von (5) die folgenden 
quadratischen Covarianten: 

(a K)« a, K, = (a V) (aaf V, a^. = ^ {auf V, i (« V) a, + (a V) a, I 

(« Q)^ «x Qs = (a A) (aa)« A, a, = ^ {aaf A, I (a A) a^ + (ä A) a, I 

+ H««)'A-l(aA)a^-(aA)a,). 

In diesen Formeln sind die ersten Theile nichts anderes, als die 
ersten üeberschiebungen von 6 mit V und A; die letzten führen auf 
die Invariante 

(6) J = (a«)», 

ond man hat die Formeln: 

(«i;>ra,ex=(eA)e..A,+iJA- 

An Stelle dieser Üeberschiebungen kann man also die ersten 
Uebersehiebungen von 6 mit A und V zu Grunde legen; zu ihnen 
gmppirt sich die oben unter (2) erwähnte erste Ueberschiebung von 
Amit V. 

Die dritten üeberschiebungen von f mit K und von 9 mit Q 
werden sofort: 

- I = (aK)» = (aa/(aV)(«V) = (0V)« 

^'^ iS = (a9)« = (aa)«(«A)(aA) = (eA)^ 

sie flind die zweiten üeberschiebungen von 6 mit V und.A, und 
ordnen sich daher den Invarianten 
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(8) R = {^Ay, P = (VVOS ^=(AV)« 

zu. Die zweite Ueberschiebung vou 6 über sich selbst setzt sich aus 
T und J^ zusammen. 

Die zweite Ueberschiebung von Q mit K ist, wie erwähnt, eine 
überflüssige Form. Sie hat den symbolischen Ausdruck 

{Q K)« Qr K. = (a A) (« V) {aa^ A, V^ 

= i (a«)^ A, V, j (aA) (aV) + (aA) (aV) } 
+ l(aa)«A,V,{(aA)(aV)-(aV)(aA)}. 

Der zweite Theil der rechten Seite wird ^ J) multiplicirt mit der 
ersten Ueberschiebung von A und V; der erste ist 

(9 A) (9 V) A, V, = i } (9 A)« V,^ + (9 V)« AJ - ( A V)« 9,« } , 

so dass in der That alles aus zerfallenden Gliedern besteht. 

Dagegen hat die dritte Ueberschiebung von Q mit K den Ausdruck 

(ÖK)8 = (aA)(aV) (««)'' (AV) 

= i (a ay ( A V) t (a A) («V) + (« A) (a V) } 
+ i (a aY (AV) I (a A) («V) - (a V) (« A) } 
= i(9A)(9V)(AV) + ierT. 

Statt dieser Form kann man also die simultane Invariante 

(9) Q = (9A)(9V)(AV) 

der quadratischen Formen 9, A, V zu Grunde legen. 

Es bleiben noch die linearen Covarianten zu behandeln, welche 
aus der zweiten Ueberschiebung von Q mit V und K mit A, sowie 
aus der dritten Ueberschiebung von foder Q über V*, und von q> oder 
K über A^ entstehen. Diese werden: 

(QVy <?, = (a A) (aV)2 A, = (^ A) A. 

(K A)* K. = (« V) (« A)^ V, = (i> V) V, 

^'""^ (aA)«(aA')A'. =(i)A)A, 

{QVy {Q V) V, = (Tt A) (AV) V, 
(K A)« (K AO A', = (p V).( V A) A, . 

Das ganze Formensystem umfasst also nachfolgende Gebilde: 

1. Die Grundformen /*, 9, nebst, ihrer ersten und zwei- 
ten Ueberschiebung (4 Formen); 

2. die quadratischen Covarianten A, 9, V, die ersten 
Ueberschiebungen derselben unter einander, ihre zwei- 
ten Ueberschiebungen mit Ausnahme von (99^^ und ihre 
simultane Invariante (12 Formen); 

3. die ersten Ueberschiebungen von f und 9 über A 
und V (4 Formen); 
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4. acht liaeare Covarianten, nämlich p und :r, sowie 
die Ueberschiebungen derselben mit A, V und die beiden 
Ueberschicbungen von einer der letzten mit A und einer 
anderen mit V. 

Unter den sieben Invarianten sind zwei von ungeradem Charak- 
ter , nämlich J und Q. Ma^ kann die sämmtlichen zwischen den 
sieben Invarianten stattfindenden Beziehungen dadurch bilden, dass 
man J. Q und Q- durch die Invarianten geraden Charakters (zu denen 
auch noch J- zu rechnen ist; ausdrückt. 

Mach der Formel kV) des § 08. ist 

(AA)- (AGj^ (AVf 

Q- = i (A0I- (00')- i0V)* 

lAVj^ r0V)^ (VV)- 

Da alle anderen Elemente dieser Determinante schon bekannt 
sind, so bleibt nur noch (00';- zu bilden. Es ist 

(6 6')* = i ia ay (h ßr\{ab) {a ß ., + (a ß) a h) \ 

= {aaf(bß)' (ab) {aß) - ^ {auf ihßf | {ah) 1«^) - (n ß) «/;. ; 
= {aay [hßf (nh) (aß) - \J\ 

Im ersten Theile rechts vertauscht man a mit h und erlnilt: 

i [(fl df {b ßf - iß ßf ih aY] I a h) (aß) 
= ^[(flr«) (bß) +{aß)(ba)-]{ahy{aßy={AVy, 

Es vird also endlich 

(11) (007 = (AV/-ie7^-r-^J^-, 

und damit der Ausdruck für Q-: 

11 S T 

(12) Q- = i S T-yJ' I . 

r I P 

Den Ausdruck von Q, J nebst einer Zahl ander^veitiger später 
zu benutzender Bestimmungen erhält man aus der Gleichung {22) 
des § 58. Diese Gleichung sagt aus, dass die Determinante aus den 
zweiten Ueberschiebungen zweier Systeme von je vier quadratischen 
Formen immer verschwindet. Als ein System dieser Functionen 
betrachte 'ich die Ausdrücke 

A , , V, X /^/.r- Oy + k CiJ Ciy , 

als das andere System: 

A, 0, V, ^h/b^^^-Xß^r^ß,, 

Die Elemente der verschwindenden Determinante sind erstlich die 
der Determinante (12)*, diese Determinante aber wird gerändert mit 

Cl«b»eh, Theorie der biuUreu algi:1>r. Formen. \.V> 
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den zweiten üeberschiebungen von A, 9, V mit %a^ a^ + Xuj? a^ 
und xhx^hz + ^'ßx^ßzf und endlich erscheint die zweite üeber- 
schiebung der letztgenannten beiden Formen in der Ecke. Die Ele- 
mente des einen Randes werden also 

X (A ay Qy + A (A df ay=lpy 

X (0 ay flfy + A (9 ay «j, :^ — -^ {xpy + k n^) 

X {Vay Uy + k (Va)* «j, = x Xy, 

während die des anderen aus diesen erhalten werden, indem man x', k' 
an Stelle von x^ k und die z an Stelle der y setzt. Das Elemenj; d^ 
Ecke aber wird 

XX {aby ay h.. + xk' {aßy ay ß^ + xk {aby Uy 6, + A A' {aßy Uy ß, " 

oder 

= XX' {aby ay b, + ?li+^ {aßy {ay ß, + a. ßy) + kl! (aßy «, /S. 

^ ''^''/'^ {aßy{ayß.^a.ßy) 

= xx'Aj,A« +(xA' + x'A)9y0^+AA'VyV. + ^^ g ^^^ J.Cyxr). 

Sondert man das hiervon herrührende Glied der verschwindenden 
Determinante ab; so erhält man die gesuchte Gleichung nunmehr in 
folgender Form: 

(13) 2ß^jxx AyA,+(xA'+x'A)0y9^+AA'Vj,V, + -^^^^^^ 

JJ S T kpy 

S T-\J^ I -\{}iPy + kny) 

TT P XXy 

k'p^ — ^(x'|).+A';ra) x'äs 

Auf beide Reiten dieser Gleichung , welche für alle Werthe von 
X, A, x', A' bestehen muss, wende ich jetzt die Operation an: 



d^ 



d^ 



dxdk' dx'dk' 
Es ergiebt sich dann: 

{U)2QKJ.{yz) = ^^(^ST^T'+^) + {{RP^T')^{pyX.^^^^ 

Auf der rechten Seite wird 

Py^z-Pz^y-={p^)iye), 

80 dass der Factor {yz) beiderseits ausgelassen werden kann; femer 
aber ist mit Benutzung der Ausdrücke (5): 
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= -{aß)\{Aa)-(e ßf - ( A ßf (6 a)- 1 
^ - («/})* (A 9) ! (A«) (0/3) + (A j3) (Ga) } 
=^-2(A0KÄV)(eV), 

also nach (9): 

(15) y).T) = 2ß. 

In Folge dessen geht ans (14) sofort die gesuchte Relation hervor: 

(16) -4JQ = 4,SI-3r* + 2TJ='-iJP. 

# 

Obwohl nun durch die Gleichungen (12), (16) die Invarianten- 
relationen gegeben sind, so ist es doch von Wichtigkeit, den Inhalt 
der Gleichung (18) weiter zu outwickeln. Setzen wir in derselben 
überall a: an Stelle von // und z, und zugleich }cr = x, A' = A, ao geht 
jene Gleichung in folgende über: 

II S T kp \ 

TZ P x:r 

I Ap — ^(xj) + Aff) X« 

Wenn man nun der E(irze wegen fiir die Unterdeterniiuanten von 

HS T 

S T-^J* Z 
TZ P 



(l7;2Q='|x»A+2x;.0+A='7| — 



(18) 



die Bezeichnungen einführt: 

ir„ = PT-Z-^-^J='P, 
(19) U^ = RP-r-, 



i\:i = sz-r' + ^,PT 

l\,=^ZT-PS, 



so nimmt (17) geordnet die Form an: 

2 Q* (x* A + 2 X A + X-' V) = A=-' p' [/'„ + (''^' +-'^ ''-*' 1 1^+ x^ n'- U,. 
— i.p{xp+ Iji) Uli — xn (xp + A :r) U.,j + 'J xlpn [/\., . 

Vergleicht man daher beiderseits die Coefficienten von x*, xÄ, A", 
so erhalt man: 



(20) 



2Q'A = ^f2'^-ll,pn+U,,,n' 

4 Q^ = - j l\, f - (2 U^, + ^ pn+ V,, ji-^ j 



U 



2 Q* V = r/ji p- - L\.pji + 7*- ;r- 



15 
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Man hat hier A, 6, V durch p und 7t ausgedrückt; aber eben 
dies kann man noch auf eine andere Weise erreichen, indem man 
nämlich die symbolischen Ausdrücke A^r^ 0x^ V^-* mit (pTt)^ multipli- 
cirt uud dann jedesmal die Identität I. des § 15. anwendet. Es wird 
dann, mit Rücksicht auf (15): 

4 ß^ A = (A TtYp^ - 2 (A jr) (Ap) np + {ApY n^ 

(21) 4 ß2 e = (0 jtYp^ - 2 (0 jr) (0 p) Ttp + (ßpf n^ 

4 Q2 V = (V Tifp^ - 2 (V ;r) (Vi>) np + i^p)^ n\ 

und indem man diese Gleichungen mit den Gleichungen (20) vergleicht, 
erhält man die Ausdrücke für die neun auf der rechten Seite von (21) 
befindlichen Invarianten, nämlich: 



(A;r)«- ^ 


(A:r)(Ai)) U,, 




(22) (0«)^ -U,, 


{Qn){Qp) -U,,- 


4 


{Vny 2f7„ 


{Vn){^p)—V,, 





{Apy=2U, 



33 



(01))«=- ü; 



23 



U^ 



(Vi))»= ^ 

Die Invarianten, welche hier auf die fundamentalen zurück- 
geführt sind, enthalten zugleich die einfacheren unter den Determi- 
nanten, welche man aus den acht linearen Covarianten (5), (10) bilden 
kann. Wir werden auf diese später zurückkommen. Die Gleichung (16) 
aber geht mit Hilfe der Bezeichnungen (19) in die einfachere Ge- 
stalt über: 

(23) 4JQ=U^-^4U^^. 



§ 62« Die Reduetion des elliptisclieii IntegTAls erster Gattung anf die 

Normalform, 

Ich gebe hier als Anhang die Anwendung der Theorie der binären 
Formen auf die Aufgabe, ein elliptisches Integral erster Gattung auf 
die Normalform zurückzuführen; eine Anwendung, welche theils von 
der Theorie der bi quadratischen Formen, theils von der Theorie der 
simultanen quadratischen Formen Gebrauch macht. 

Die Aufgabe ist folgende: 

Das Integral 

dx 



/. 



in welchem X eine Function vierten Grades von x 
mit reellen Coefficienten ist, und in welchem x ein 
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Intervall reeller Werthe stetig durchlauft, inner- 
halb dessen ]/X stets reell ist, soll in das Integral 



r dl 

\f }/z A — s A — x^ z 



übergeführt werden, in welchem C eine reelle Con- 
stante, x^ eine positive Constante^ welche kleiner 
als 1, bedeutet, und z eine reelle positive Ver- 
änderliche, welche sich in dem Intervalle bis 1 
bewegt. 

Setzt man — für a;, — för z, so ist die zu erzielende Gleichung 
x^ z^ 

(\\ Cx^dx^ — x^ ^^2 _ p C ^2 dz^ — Zi dz^^ 

wo 

/ [Xy , X^) = Xg . Ä 

eine Form vierter Ordnung ist. 

1. Sind die linearen Factoren von / reell*, und sind der Grösse 
nach -geordnet 

(2) " J = «, ^, y, * 

•*'2 

die Wurzeln von /"^O, so ist die Aufgabe lösbar durch eine lineare 

X z 

Beziehung zwischen — und — , also durch eine lineare Transformation. 

x^ z^ 

Es müssen dann die Elemente (2) den Elementen 

(3) 0,1,1.00 

in irgend einer cyklischen Vertauschung und entweder in directer 
oder umgekehrter Folge projectivisch entsprechen, und zwar den Ele- 
menten und 1 der Reihe (3) die Endpunkte des Intervalles, in 

welchem x=^A gich befindet. 

^2 

DsL y f reell sein soll, so muss, wenn der Coefficient von x^ 

X 

positiv ist, — zwischen ß und y oder in dem Intervall d... 4^°^ •••« 

liegen; wenn der Coefficient von x^^ negativ ist, zwischen a und ß, 
oder zwischen y und d. . 



* Vgl. Richelot in Crelle's Journal, Bd. 34, und Dur^ge, Theorie der 
olHptischen Functionen. 
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Es ergeben sich also folgende acht verschiedene Fälle des pro- 
jeetivischen Entsprechens : 

. .. Z , . . 1 , —xj QO • 





1. 


y . .* X . .. ß j 


«? 


d) der Coefficient von Xy* 


X wächst mit z . 


2. 


((••• UU m » » Va 
Iß • • • ti/ • • • " t 




i 

Y 


1 positiv, 

1 der Coefficient von Xt^ 




4 


" • • • •*■ • • • V y 


/», 


a 


\ negativ, 




ö. 


Lß • • • Jl/ • • • V « 


«, 


«1 


der Coefficient von x^*^ 


X wächst, wäh- 


ß. 


C/aaa JU m m % C(a 


l3; 


Y 


positiv. 


rend z abnimmt 


7. 


!(••• X t t » P y 


y, 


d] 


der Coefficient von x{^ 




8. 


y ... a?#.. tf , 


a. 


ß 


necrativ. 



Indem man das Doppel verbal tniss von 0, z, 1, oo mit dem der 
jedesmal entsprechenden Elemente vergleicht, erhält man für z in 
den verschiedenen Fällen folgende Ausdrücke: 



(4) 



. x—y jS—d ^ x — a ö—ß 



3. 



x—ß a—y . x—8 y — a 



x—8 ß — y' ' x — ß 8 — a^ * ' x—y a — ß' ' x—a y — d' 

x~y Ö~ß 



x—ß y^a x-d a 

r>. • — ^, o. 



x—a y—ß 



x—y « — 



y - x—a ß — d 

9 *• 



8. 



x—ä ß — a' ' x—ß S—y' 



1 



Da ferner ^ = -j für den jedesmal in dem Ausdrucke von z nicht 
auftretenden der Werthe a, ß, y, ö wird, so hat man 



{^) 



^,^ a d.ß y .^ ^^ Y^\ftn 1., 2., 5.', 6. 
a—y.ß—o ' ' ' 

x*="~^-'l~i in den Fällen 3., 4., 7., 8. 
a—y.ß—o ' ' ' 



Diese Werthe von x* werden, wenn man die positiven Differenzen 
« -ß, ß — y, y—d durch p, q, r bezeichnet: 

{P+i){r+qr^^ {p+q){r+qy 

also wirklich positiv und kleiner als 1; ihre Summe ist gleich 1; es 
sind zwei der aus den vier Elementen a, /J, y, d zu bildenden Doppel- 
verhältnisse, also Wurzeln der Gleichung §50. (1). 

Bezeichnen wir den absoluten Werth <^les Coefficienten von x^ 
durch a, und betrachten wir die Quadratwurzeln in (1) sowie die 
Quadratwurzeln in den folgenden Formeln stets als positiv, so 
haben wir 
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C= -^. ^ ^ 'in den Fällen 1., 2., 3., 4. 

^gj /a . ya-y.ß-d 

C=- -4= . ^ in den Fällen 5., 6., 7., 8. 

;/a j/a-^y.ß^d ' ' 

Um diese Formeln abzuleiten, brauchen wir nur in (1) x^ = e zu 
setzen, durch s beiderseits zu dividiren und dann € verschwinden zu 
lassen. 

2. Auf diesen Fall können wir alle übrigen folgendermassen 
zurückführen. 

Wir haben in § 47. gesehen, wie eine biquadratische Form /"stets 
in reeller Weise in zwei quadratische Factoren zerlegt werden kann, 
was denn bei der Existenz von vier reellen Wurzeln auf drei Arten, 
in den übrigen Fällen nur auf eine Art geschehen kann. Sei also: 

(7) f=P.Q. 

Nun können wir nach § 57. P und Q durch eine gemeinsame 
lineare Substitution in Aggregate von Quadraten verwandeln. Da 
aber es sich hier darum handelt, dass alles reell werde, so setzen 
wir, etwas abweicheud von den Gleichungen (5) des §57.: 

^^ P+A'e = fY, 

wo £ und £ gleich +1, Es sind dann l und A' die Wurzeln der 
quadratischen Gleichung, welche entsteht, indem man die Discrimi- 
nante von P+IQ verschwinden lässt, also, nach den Bezeichnungen 
des § 58.: 

(9) D,, + 2lD,, + l^D,,^0. 

Sind die Wurzeln dieser Gleichung reell, so kann man £ und £ 
immer so wählen, dass auch | und i^ reell werden, und man hat dann 

i2 



(10) 






k-k' ' 
(11) f=-u^,\ei'-e'n'\\^»''i-^'^n*\- 

Es entsteht also nur die Frage, ob man es immer so einrichten 
kann, dass die Wurzeln der Gleichung (9) reell werden oder dass 

(12) D\, - Ai A2 > 0. 

Dieses unterliegt zunächst keinem Zweifel, wenn f^O zwei reelle 
und zwei imaginäre Wurzeln hat; in diesem Falle hat eine der Formen 
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P, Q reelle, die andere imaginäre. Factoren, daher ist von den Grössen 
^in -^22 ^^^® positiv, die andere negativ, also die Ungleichung (12) 
erfüllt, weil links nur positive Glieder stehen. 

Hat f=0 lauter imaginäre Wurzeln, so kann man, abgesehen 
von einem constanten Factor, der links in (12) quadratisch auftritt 
und daher das Vorzeichen nicht ändert, .immer annehmen , dass sowohl 
P als Q stets positiv seien; man kann also die Coefficienten dieser 

Formen durch 

1, p^cosa^, p^", 

1, p^cosa^, p^^, 
bezeichnen, und erhält: 

i)i2^ ~ Ai -^22 = (Pi^ +JPs}^ ■"" ^Pi P2 ^^^ "1 ^^^ ^2)^ ■" ^P\P2 ^''^^ "1 ^'^^ ^2 

• KPi-^-Pt -^ViVt cos («1 + «2) I y 
also positiv, da beide Factoren dieses Ausdrucks positiv sind. 

Sind endlich alle Wurzeln von f=0 reell, etwa «, |3, y, d, so 
kann man, abgesehen von einem constanten Factor, der in (12) nur 
quadratisch ' auftritt und also an dem Vorzeichen der linken Seite' 
nichts ändert, die Coefficienten von P und (>.durch 

1, -'4^, r' 

bezeichnen, und hat also V 

= (yS -ay- ßd + aß) (yd — aS- ßy + aß) 

= (y-/J)(*-»)(y-«)(«J-/3). 

Dies ist positiv, wenn y und d beide kleiner oder beide grösser 
als a, /3 sind; der Ausdruck ist aber auch positiv, wenn die Elemente 
eines dieser Paare zwischen denen des anderen liegen. Negativ ist 
der Ausdruck nur, wenn die Paare a, ß und y, d verschränkt liegen. 
Für zwei der drei Zerlegungen von f in quadratische Factoren besteht 
also die Ungleichung (12) auch in diesem Falle. 

Wir haben also gezeigt, wie in reeller Weise f in die Form (11) 
.gebracht werden kann. Da nun 

so wird 

ridi-^dri 



rdx _ 1 p 



{Bl^^B'7l'){ik'i^^Bkri^)' 



(A-A7 

oder wenn man 
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setzt: 






rdx _ 1 / 



dy 



^ y{y-'BB){k'y^BB'k) 



Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen rechts verschwindet nun 
für die reellen Werthe 

/ ^ 

, QO, BB y ^^J'> 

und die Aufgabe ist also auf den zuerst behandelten Fall zurück- 
geführt, wobei noch die wesentliche Einschränkung hinzutritt, dass 
y hier eine wesentlich positive Veränderliche ist, und dass daher einige 
der oben angeführten Fälle hier rieht eintreten können. 

3. Man kann aber auch zunächst das Integral so umformen"^, dass 
nur noch die Invarianten / und j in den Coefficienten der Wurzel- 
grösse auftreten, und dass zugleich unter der Quadratwurzel ein Aus- 
druck nur dritten Grades auftritt, dessen erster Coefficient positiv ist. 
Multiplicirt man Zähler und Nenner unter dem Integralzeichen mit 

dH cf df dH 



so geht das Integral in 



J 4TV7 Y^ 



= - 16 T, 



fdH-Hdf 



-^Br+Lp^ 



Aber, oder, wenn man 



H 



dz 



setzt, in 

*y/i(''-5-i) ' 

ein Integral, was man nun wieder ^nach den oben entwickelten Regeln 
behandeln kann. 

* Die Grenzen der Intervalle, innerhalb deren sich z bewegt, sind 
durch die Wurzeln der Gleichung 

gegeben, die entsprechenden Werthe von x also durch die reellen 

Wurzeln der Gleichungen 

9 = 0, ^ = 0, x = 0. 

* Vgl. Her mite in Grelles Journal, Bd. 52. 



234 Fünfter Abschnitt. Simultane 

8 63. Ein Problem, welches dem Problem der Wendepunkte einer CnrTe 
dritter Ordnung entspricht« Aufstellung einer Gleichung neunten Gfrades» 

Ton welcher dasselbe abhängt. 

Ais Anwendung der simultanen Theorie einer cubischen und einer 
quadratischen Form will ich hier ein Problem behandeln, auf welches 
man das Problem der Wendepunkte einer Curve dritter Ordnung 
zurückführen kann. Dieses Problem lautet folgendermassen : 

Sind Oj h, € drei gegebene Formen bez. erster, 
zweiter und dritter Ordnung, so soll eine lineare 
Form 5 gefunden werden, so dass 

ein vollständiger'Cubus wird.* 

Um die Aufgabe zu vereinfachen, kann man zunächst i + a an 
Stelle von § als die unbekannte lin*eare Form betrachten, und bezeichnet 
man diese wieder durch g, so kann man dem Problem die Form geben: 

wo f jetzt eine gegebene Form zweiter Ordnung, q> eine solche dritter 
Ordnung ist, tj eine ebenfalls unbekannte lineare Form, welche aber, 
da nur ihr Cubus vorkommt, der Natur der Sache nach nur bis auf 
eine dritte Wurzel der Einheit bestimmt sein kann. 

Das in der Gleichung (1) enthaltene Probleiü führt auf eine 
Gleichung neunten Grades, die man in folgender Weise aufstellen 
kann. Multipliciren wir die Gleichung (1) rechts und links mit (6 i?)', 
und berücksichtigen wir, dass: 

so verwandelt sich die Gleichung (1) in: 

(2) g3 (1^)3 _ 3 I (1^) [(«^) I _ («g) ^j2 + 2 \{afi) g - («6) ri\^ = rj^ (gi?)^ 

Diese Gleichung muss unabhängig von denWerthen der Veränder- 
lichen I, ri bestehen, und kann daher in die folgenden vier zerlegt 
werden : 



* Aufstellung und Behandlung dieses Problems gab ich im vierzehnten Band 
der Abb. der kgl. Ges. zu Göttiugen. Es mag hierbei zugleich erwähnt werden, 
dass ilhnlich (fas Problem der Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung die 
Form annimmt: 

Sind a, b, c, d gegebene Formen bez. erster, zweiter, 
dritter und vierter Ordnung, so soll eine lineare Function 
J so bestimmt werden, dass der Ausdruck 

ein vollständiges Quadrat wird. 



(3) 
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2{arif{al) = 2{lri){ari){a%) 
2 {ari) {alf = {Iri) {al) 



3 



2 («1)3 =-(!#. 

Nun kann man aus der dritten dieser Gleichungen, welche die ri 
linear enthält, die Verhältnisse der r] ausdrücken; man findet dann: 

,,. yiri, = 2(a%ya,-{al)n, 

^*^ x.,, = 2(a|)*a,-(a|)»|„ 

WO X ein unbestimmter Factor. Es folgt daraus 

(5) x(gi?) = -2(aS>' = -29(g) 

und indem man dies in die letzte Gleichung (3) einführt: 

(6) X» = 4 9« (I). 

Setzt man dagegen die Ausdrücke (4) in die ersten beiden Gleichungen 
(3) ein, so erhält man zwei Gleichungen für S^, J^, welche für diese 
Grössen nicht homogen sind, und aus welchen sich eine für dieselben 
homogene Gleichung herstellen lässt, die gesuchte Gleichung neunten 
Grades. 

Multiplicirt man die genannten Gleichungen mit 6* und — i^*, 
so kann man sie beide durch die Summe derselben ersetzen, wenn 
man die neue Gleichung für all^ Werthe von x^, x^ bestehen lässt. 
Diese Combination wird durch (l^ri) theilbar, und es bleibt: 

(7) 2 {ariY «, = 3 {ariy 6,-2 {ari) (ag) i?, - {Uf U ^ 

Hier wollen wir nun die Werthe der r] aus (4) einführen. Es 
ergiebt sich 

x{ari){a^) = 2(aa){alf{al)^f{i),{alf 

x^ (a nf = 4 (a «) {a ß) (« g)« (ß g)« - 4 /"(g) . (a a) (« S)^ (a g) 

(8) +/^(g).(«g)^ 

X« (« rjy a, = 4 (a ß) {a y) iß g)« (y If «. - 4 /^(g) . (« ß) {ß g)« (ag) «, 

+ /^(g).(«g)2«,. 

Bezeichnet man durch f, cp etc. die betreffenden Formen, wenn 
darin o:, = 62, x^ = — ^^ gesetzt wird, so werden die in diesen Formeln 
vorkommenden Ausdrücke (vgl. § 59.): 

(ag)2 = /', (ag)« = 9, (a«)(ag)(«g)2 = ^ 

(a«) (aß) (ag)H^g)^ =^(«g) (^g) i (a«)^03g)2 + (a^)H«g)^-(«^)* («5)M 

(«^) (^g)H«g) «X =i («i5J («5)(^g) K^g) «X- («g) /Jxt 

= -H«l3)'(«5)(/3g)g. = -iAg, 
(a^)(«y)(^g)2(yg)2«,=^(/}g)(yg)a,}(a^)2(yg)^+(ay)«(/3g)«-(^y)«(ag)^} 

--^A,(Ag).<jP-i(ag)^«..A. 



^x* 
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Daher hat man aud (8): 

Die Gleichung (7) verwandelt sich nun in folgende: 

^3(4i>9-2A/'-4/•^+/^)S,-2(2^-/•^)[2(ag)2«,-/:y-4<)p^g, 
oder in: 

(9) = 8 9(A|)A. + («S)*a,(8^-4A-2n 

Ich setze hierin erstlich x^^^^^, x2 = — ^i] sie giebt dann 

(10) 0=4a' + 2A-/'^ 

Benutzt man aber diese Gleichung^ so werden die ersten beiden 
der drei Glieder von (9): 

8<)p.!(Ag)A,-A.(a|)*a,| 
= 8(ag)«(AS)}(«g)A,-(Ag)«,l 
= 8(«S)«(A6)(«A).g.. = 8Ö.U 

Daher wird nunmehr (9) durch Sr theilbar, und es bleibt: 

(11) Ü = 8g+10/'A + 8/'i^-12;)g)-/^ + 4 9)2. 

Aus den Gleichungen (H^, (11?) ist -nun eine Gleichung zu bilden, 
welche für die S homogen ist. Um die Ordnung der verschiedenen 
Glieder kenntlich zu machen, führe ich eine Grösse l ein, deren 
Werth 1 ist, und mache in Bezug auf 5i, 62; ^ die Gleichungen (10), 
(11) homogen. Sie lauten dann: 

^'■■'' O = SQX=> + {l0f/^-l2p(p)l^ + 8f»l + {4(p*-P); 

an Stelle der letzteren kann man mit Benutzung der ersten auch 
setzen : 

(13) = 8Ql^ + 6(f£i-2p<p)l^ + 4q>* + p. 

Aus dieser und der ersten Gleichung (12) ist l zu eliminiren. 
Wir haben hier zwei Formen bez. zweiter und dritter Ordnung vor uns : 

u = 2AX* + 4»l-r 

^'■*> V =8 Q X^ + 6{fl^-2pq>) l^^+(iq>^+f^, 

in denen A die Veränderliche vertritt, und deren Resultante gebildet 
werden soll. Bilden wir diese nach § 59.: 

(15) Fu,v-2D^E.,, = 0, 
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so erhalten wir eine Gleichung, welche, wie man leicht sieht, von der 
Ordnung 18 in den | ist. Aber man kann zeigen, dass sie den über- 
flössigen Factor q)^ enthält, und also nach dessen Auslassung in die 
gesuchte Gleichung neunten Grades übergeht. 
Zunächst ist aus (14): 

aber nach § 35. (10): 

^ = ^^{Ar-2pfq> + Dg^^, 
daher: 

(16) D, = Aip{D<p-2pn. 
Femer ist 

^,, = -8(fA-2pq>Yl^ + 4{4QX+fA-2p<p){4<p^+r), 

daher, wenn man l*, i., 1 durch —P, — 2&, 2A ersetzt: 

E,^, = 8r-{fA-2p(py + S{4<p'+f''){A^f-2p<pA-4Q»). 

Bildet man nun das Product (^ . O" zweier Functionaldeterminanten 
nach § 3ö. (11), so hat man: 

also 

(17) E,^,^\6(p\2P(p2)^--2Ppdi-2q)fA^^4q>^E-PipE\. 

Endlich ist 

(18)p...=2A(4<p2+/-3)^8^(/-A-2p<jp)A-/«[8(?A+2(/'A-2p<p)J. 

Aber* da ^, Q, Q die aus /, q>, A gebilSeten Functionaldetermi- 
uanten sind: 

^ = {aa) a.r ccj, ^ = (« A) aj A^, Q = (a A) a^r A,, 

so hat man 

d^A + Qf-Q(p==0, 

und indem man den hieraus folgenden Ausdruck von d" A -{- Q f in {\8) 
einführt: 

(19) p„,,=:4<)p|2A(2|>^-/'Q) + (2A<jp+i)/^)l. 
Demnach wird 

(20) F^^, = n2(p^\A(2A(p+pf'y'-Ad'{2A(p+pf'){2p»^fQ) 

-2fU2p^''fQ)n. 

Die Ausdrücke (16), (17), (20) zeigen, dass aus der Gleichung (15) 
der überflüssige Factor 32 (p^ ausgelassen werden kann ; sie bleibt dann 
von der zwölften Ordnung. 

Die so reducirte Gleichung 

(2L) A (2Ag>+pP)^ - 4 d {2Ag>+pf^) (2p4^^fQ) - 2f» (2jp»---j 
- 4 cD 9- 2i)/)(2y^9jp«-2/^jp A -2ipf A«-.4-* 
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erlaubt uun nochmals den Factor <p auszuscheiden, wodurch dann nur 
eine Gleichung neunten Grades übrig bleibt Um dies einzuseheiii 
übergehe ich in 1 21 alle mit 9 multiplicirten Glieder ; es bleibt dann 

Der Ausdruck, welcher hier in der Klammer steht, ist durch q> 
theilbar. Wenn wir die Glieder mit (f übergehen, so können wir d* 
durch — ^ A/^ ersetzen; ebenso, da nach § 35. (11) 

gefunden wird, ersetzt man dann &Q durch ■ \^ . Der obige Aus- 
dnick verwandelt sich daher in 

Dass dieser Ausdruck durch 9? theilbar ist, beruht auf einer anderen 
Darstellungsweise der Form ß. indem 

Q = n A> «x Ax = {((ßY {a «^ «ix ß, = (aß a «^ ß^r \ \a fJ) a, — (a a) ß,\ , 

oder, da der erste Theil rechts durch Vertausch ung von a und ß sein 
Zeichen ändert und demnach identisch verschwindet: 

Mau hat dahor 

- -*!«,*./*, (ß'v"^' - 2 a/ .«/ ß.- ßp) + ß.* . «X {ap)-i 
= - i «X /*x [ajt<ßp)-ß^'.ttjy'Y ^ - ^ . «^.- a^ß,.p^ 



I»- 



und es ist daher D-+ ^/ durch ff theilbar, was zu beweisen war. 

Man kann also wirklich 2r durch Division mit qp auf eine 
iileichung neunten Grades zurückttihren, und zwar ist mit Hilfe der 
eben angegebenen Formehi die Ausführung ohne Schwierigkeit. 

Dass die Gleichung neunten Grades 

nicht weiter reJucirt werden kann, wird das Folgende lehren , wahrend 
/uirleioh der bi»sondero i^harakter der Gleichunir neunten Grades her- 
vortritt, 

i ^ firnppirunir der Wiirjelii der (^leiehnnf nenntea Grades ge^n 

eine der$elbea. 

Ich nehme jei/i oine diT Lö^uugon dos PrvUdems als bekannt an 
Uli vi vaiiersuohe , wie vlie üori ^ou Lösuuiiou /.u dieser sich verhalten^ 
Die bek.mnto LvVsuug sei vlurch die linearen Formen J, q gegeben: 
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§\ y( seien die entsprechenden für eine andere Lösung. Man hat 
dann gleichzeitig 

(die Formen werden jetzt wieder mit den Argumenten x^j x^ geschrie- 
ben gedacht). Eliminiren wir 9, indem wir diese Form als durch die 
erste Gleichung (l) definirt ansehen, so haben wir: 

(2) o = 3AS-6')-(l^-r) + i?^-^'^. 

Es folgt hieraus, dass der lineare Factor S — S' auch* in if — ff^, 
also in einem der Factoren 

enthalten sein muss, wo s eine imaginäre dritte Wurzel aus (1) be- 
deutet. In welchem dieser drei Factoren man S — 6' enthalten an- 
nimmt, ist gleichgiltig, vielmehr wird erst, wenn man darüber ver- 
fügt, ri' vollständig bestimmt, während sonst nur sein Cubus bestimmt 
ist. Sei also e eine der Grössen 1, ^, £^, sei m eine Constante, und 

(3) ,,-l = m(S-|'). 

Man kann dann eine lineare Form z einführen, so dass 

(4) ^' = ^ + ' 

Setzt man diese Ausdrücke in (2) ein, so kann man durch 
dividiren, und es bleibt die Gleichung: 

(5) 3/'=3(6^-.wi2^ + 3(|-m«7?);gf + (l-w3)^2. 

Es ist nun m so zu bestimmen, dass dieser Gleichung durch 
eine lineare Form z genügt wird. Dazu ist nöthig, dass, wenn man 
die in z quadratische Gleichung (5) nach z auflöst: 

^ ^ 2 1 — m^ ' 

wo 

(7) ^ = — 3^ (f- S^ + ^^') + i (S - fn^'V)'. 

t eine lineare Form, also der rechte Theil der Gleichung (7) ein 
vollständiges Quadrat werde. Die Grösse m muss also so bestimmt 
werden, dass .die Discriminante des Ausdrucks rechts in (7) ver- 
schwinde. Da £* aus zwei Theilen besteht, deren zweiter ein Quadrat 
ist, so zerfallt diese Discriminante in zwei Glieder: 
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wo />' die Invariante der Form f—V + mif, D" die simultane dieser 
Form und der Form (| — w^?y)- ist. Bezeichnet man durch Kj L, M 
die drei Ausdrücke 

(8) K=^{al)\ L=^(al){a7i), M^iarif, 
so wird 

i)"c= K-2m^L + m^ M+ w (1 - m») (giy)2. 

üebergeht man also den überflüssigen Factor 1 — m^, so wird die 
Gleichung ,* welche zur Bestimmung von m führt: 

(9) 0= —^ [D - 2K + 2mM'- \ m (l^riY] +^{K-2Lm^+Mm% 

Sie ist vom vierten Grade; aber jedem w entsprechen nach (6) 
zwei verschiedene ^, und also auch nach (4) zwei verschiedene 5- Man 
flndei also wirklich zu jeder gegebenen Lösung acht andere , so dass 
im Ganzen neun Lösungen existiren müssen; sodann aber ergeben die 
obigen Betrachtungen den Satz: 

In Bezug auf jede Lösung der Gleichung neun- 
ten Grades gruppiren sich die übrigen in vier Paare, 
welche mittelst einer biquadratischen Gleichung 
aus derselben gefunden werden. 

Aber auch diese biquadratische Gleichung hat noch eine specielle 
Eigenschaft. Ordnet man (9) nach Potenzen von m, so erhält man: 

daher ist die erste Invariante der Gleichung: 

i = 2\l{iriY-^M]{2D--K)-[4M^ariy\[K-^) + 3L^^ 

= 3 2) i^riY - 6 {KM- IJ). 

Es ist aber 

2 (A^ M - L') = (a iY {b nY - 2 (« S) ip i?) . {h l) {h rj) + {h g)^ (a rjY 

daher i = 0. 

Die erste Invariante der Gleichung (9) ver- 
schwindet. 

Wendet man nun auf eine Gleichung 

am* + 4hm^ + ßcm- + 4dm + e = 
die lineare Substitution 



m^ 



Gruudfonnen. ~ § 64. 241 

(10) aw = — fe — (T 

an, so geht dieselbe in die Form 

' (llj o^ + 6ao'^ + 4ß0 + y=^ i) 

über; da aber i = 0, so wird 
(12) y = -3«S 

und die Werthe von «, ß sind: 

^ -" ß = Sabc-da'--2b\ 

Im vorliegenden Falle wird die lineare Substitution (10): 

und die Coefficienten der trausformirten Gleichung sind: 



(15) 



ß = -3L[avY-M](K-^y[M-\ (I tiY^ [(I fjy - 3f ]« 

Diese Coefficienten lassen sich durch die simul- 
tanen Invarianten von f und (p allein ausdrücken. 

Wenn man nämlich in dem Ausdrucke 

die Ausdrücke (8) einführt, so hat man 

(16) f,ariy = Kri'^2L^rj + 3Iri'', 

daher auch 

Bildet man nun an diesen Darstellungen die Covarianten und 
Invarianten von /"und 9, so hat man zunächst wieder die schon oben 
abgeleitete Gleichung 

(18) I).iirjy=2{KM-'L^), 
sodann aber 

oder wenn man (18) benutzt und dann durch (|i})^ dividirt: 

(19) 2p = (2D-K)li + Mrj; 

Clebach, Theorie der binären algebr. Formen. IG 
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daher auch 

(20) 4F=K{2D-Ky + 2LM(2D-K) + M^ 

= K^ + M^-2KLM+4D{ML-K*) + iD*K. 

Für A hat man die Formel: 



2A(|i?)« = 



2Eari)*= 



3M-{iij)* -2L 1]* 
-2L K -gij 

K (gl?)* S* 

also, wenn man statt i;*, — Sij, 6* die Coefficienten von /.(6ij)* 
einsetzt : 

-2L K -L 

K {UY K 

Man vereinfacht diesen Ausdruck^ indem man die letzte Vertikal- 
reihe von der ersten abzieht; es wird dann mit Hilfe von (18) der 
Ausdruck durch (gi^)* theilbar, und man erhält : 

(21) 2E='^K^ + LM+KB-L{lriy. 

Zur Darstellung von a genügt diese Gleichung und (18)^ denn 
es wird aus (15): 

(22) a = 2E-^^' 

Um ß zu bilden, muss man auch noch den Ausdruck von R 
kennen. Diese Invariante entsteht, wenn man in A statt i}^, — gi^, ^^ 
die Coefficienten von A selbst einführt, und man hat dann: 

^M-{lrif -2X 6i:Jlf-2Jr(gi?)«-8Z« 

-2X K 2KL + ^M{lnf^{lny 

K {Uf ~4L(|i?)2~2ir« 

Diese Gleichung wird durch (S^)^ theilbar, wenn man die erste 
Vertikalreihe mit 2Ky die zweite mit 2L multiplicirt zur dritten 
addirt, und man findet dann 

33f-(gi?)« -2L 62)-4ä: 
-2Z K ^M-{lrif 

K {Inf ^2L 

+ {iriY{l2EL^12DL-^9M^\ + 6M{l^riY-{lfl)\ 

Aus diesem und den früheren Ausdrücken setzt sich nun ß zu- 
sammen mittelst der Formel 



8Ä.(gi?)2 = 



(23) 8JB = 



(24) 



ß = 5DE-^2R-^4F+^, 



und die Gleichung vierten Grades (11) wird also: 
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(25) a* + 6(2E-^)a» + 4(5DE-2R-4F + ^'ja 



-3(2E-^)=0. 



§ 65« Die Systeme eoiijagrirter Lösungen. 

Die im Vorigen angestellten Betrachtungen zeigen ^ dass zwischen 
den Lösungen der Gleichung neunten Grades gewisse Beziehungen 
bestehen y welche den Charakter der Gleichung als einen speciellen 
erkennen lassen. 

Zu jeder der neun Lösungen ordnen sich die übrigen paarweise. 
Ein solches Paar mit der ersten Lösung zusammen heisse ein System 
CO njugirter Lösungen. Es lässt sich zeigen, dass die Zusammen- 
gehörigkeit dreier einem solchen System angehöriger Lösungen 
g, I', I" nicht aufgehoben wird, wenn man von einer zweiten unter 
ihnen ausgeht; in Bezug auf diese ordnen sich die acht anderen 
Wurzeln nun abermals in Paare, und wiederum besteht ein Paar aus 
den anderen dem conjagirteji System angehörigen Lösungen. Gehört 
also zu g das Paar §', 1", so gehört auch zu S' das Paar g", g und 
zu r das Paar g, |'. 

Die Lösungen eines zu g, 17 gehörigen Paares sind nämlich nach 
den Formeln (4) des vorigen Paragraphen bestimmt durch die An- 
nahme, dass sie mit g, i] durch Formeln folgender Art zusammenhängen : 



(2) 
oder: 



Diesen Formeln aber kann man auch die Gestalt geben: 

g = g'-;ßr g" = g' + (^i-^) 



ri = (?{ri —mez) ri" = e^e^ [ri-^-me^z^ — s)] 



g = g"-^, g' = g" + (^~^,) 

ri = 6^2 (ji' - m e^ z^) r{ = e^ e [r{' + m e^ {z — z^)] . 

Alle diese Formeln haben ganz denselben Charakter. Man schliesst 
daraus also erstlich den Satz: 

Bilden die Lösungen g', g" ein zu g gehöriges 
Paar, so bilden auch g, g" ein zu g' gehöriges, und 
g, g' ein zu g" gehöriges. 

Dabei geht, wenn man von g' oder g" statt von g ausgeht, 

m über in me bez. me^ 

0, 0^ über in — js?, z^^z bez. —z^^ z — %^. 
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Die Grösse m^ ändert sich also gar nicht. — Dorch den obigen 
Satz ist der Begriff eines Systems conjugirter Lösungen festgestellt 
Es ist nun weiter leicht zu zeigen ^ dass auch die zu m, 1, ri 
gehörige Wurzel a der biquadratischen Gleichung (25) für drei con- 
jugirte Lösungen denselben Werth hat. Nach der Formel (14) des 
vorigen Paragraphen müssen dann gleichzeitig , wenn K'j M', K", M." 
aus JST, M hervorgehen, indem man 5', rl oder 5'; ^'' a^i Stelle von 
5, ti setzt, die Gleichungen stattfinden: , 

(4) 2 -^-" g-r- g --K--6 

Da die dritte Gleichung zu der ersten genau in derselben Be- 
ziehung steht wie die zweite, so genügt es, das gleichzeitige Bestehen 
der ersten und zweiten nachzuweisen. Nun war nach Formel (5) des 
vorigen Paragraphen: 

(5) 3 /■= 3 (g« - wij«) + 3 (S - »»« ri)e + {\- m?) e\ 

Nun geht gleichzeitig | in |', ij in r(, tn in ine, « in — « über; daher 
wird auch 

(6) 3 /•= 3 (r** - em ij'*) - 3 (1' - e^m^n') ^ + {1- »»») «». 

Setzt man in (5) für a;,, x^ die Grössen Ij, — 6i oder ij,, — 1/„ 
in (6) l'ä, — l'j, oder ij'g, — i;', ein, so erhält man die Tier Gleichungen: 

3 ^ = - 3 »» (1 1?)« - 3 m« (g ij) (|;f) + (1 -m») (|«)* 
3 Jf = 3 (I,?)« + 3 (gl?) (gfi) + (1 -m») (eriy 

3 2r = - Sem (g' 1?')» + 3 e« »»» (g'ij') (g'«) + (!-»»») (g'«)« 
3 M ' = 3 (g' 1?')* - 3 (g' V) (zn') + ii- ♦»») C^ »?')*• 

Es folgt daraus: 
K-K' =- m [(gl,)« - c a't]'}^ - m»C(g«?) iU) + c*(g'i?') (g'«)] 

+ ^^ [(uy - cr^)»] 

M-eM= C(gi?)*-c(g'i?')»]-|- [(gl?) (i?i?) + e(g>') ('»'?')] 
Nun ist aber wegen (1): 

azy - a'zy = (g + g', ;) (g - g', g)=o 

und daher 

(Ä' - Ä") - m {M- e Jf ) = - 2 f» [(gl?)« - c (g'ij')*] 

4- m (g)j) («, w g - ij) 4- mc (g'i,') (« , emg' - ij')- 
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Setzt man nun 6'— 6 für e, und bemerkt, dass 
e»i6'— ij' = c(«tg-7;), 
80 nimmt diese Gleichung auch die Form au: 

(K-X"l-«,(M-eWl^-2ml[i^y-,.a;,'n 

-'»[■^(Ei)(r>i')-(fi)'-^tti)(ri'j+e'(rv)'] 

= —»Kivy-'{i' <()•], 

oder man bat 

Dies ist aber die Gleichheit der Ausdrücke, welche in (4) gleich 



, was zu beweisen war. 

Man kann hieran folgende Betrachtungen knüpfen. Da einer 
Lösung gegenüber die acht anderen sich in vier völlig bestimmte 
Paare sondern, so folgt, dass, wenn von einem solchen Paare eine 
Lösung gewühlt ist, die andere eindeutig bestimmt ist. Mit andern 
Worten, um ein System conjugirter Lösungen zu bilden, kann man 
zwei Lösungen beliebig wählen, die dritte aber ist dann eindeutig 
bestimmt. Es können also niemals zwei Systeme, conjugirter Lösun- 
gen mehr als eine LSsuug gemein haben. 

Jede Lösung gehört vier Systemen an; aber umgekehrt umfasst 
jedes System drei Lösungen. Die Gesammtzahl aller Systeme erhält 
man also, wenn man die Zahl aller Combinationen der neun Lösungen 
zu zweien bildet, wobei denn aber jedes System dreimal vorkommt, 
so dass das Resultat durch 3 zu dividiren ist. 

Es giebt also ,-p-= = 12 Systeme conjugirter Lö- 
sungen. 
Bezeichnet man nun die neun Lösungen durch die Zahlen l.bis 
9, und sind etwa 1, 2, 3 conjugirt, so gehört 1 noch drei anderen 
Systemen conjugirter Lösungen an, ebenso 2 und 3, und alle diese 
Systeme sind verschieden. Es giebt also im Ganzen zehn Systeme, 
in denen eine der Lösungen 1, 2, 3 vorkommt; daher giebt es noth- 
wendig noch zwei Systeme, in denen keine derselben auftritt. Sei 
ein solches 4, 5, 6. Jede der Lösungen 4, 5, 6 kommt schon in 
dreien der zehn ersten Systeme vor, nämlich mit 1, 2 odei- 3 com- 
binirt. Daher giebt es nun auch kein weiteres Syatcm, welchem 4, 
5 oder 6 angehören konnte. Die Lösungen 1, 2, 3, 4, ä, 6 kommen 
also nur in 11 Systemen vor. Das zwölfte System muss daher aus 
den Lösnngen 7, 8, 9 gebildet v. i \t >i -lii^ht so, dass die 
nenn LSsungen in ctrvi 8\< mjugitten zerlegt 
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werden können; es entsteht die Frage, auf wie viele Arten dies 
möglich ist. 

Wenn wir das System 1, 2, 3 heraushoben, so bildeten die übrigen 
sechs Lösungen zwei vollkommen bestimmte Systeme; sie können 
nicht noch auf eine zweite^ Art in zwei Systeme zerlegbar sein, 
ohne dass eines der neuen Systeme zwei Lösungen mit einem der 
vorigen gemein hätte, was unmöglich ist. Gehen wir daher der 
Reihe nach von den vier Systemen aus, welche die Lösung 1 ent- 
halten, so ergänzen sich dieselben jedesmal auf eindeutige Weise 
durch zwei andere Systeme zu der vollen Zahl aller Lösungen. Hier- 
aus folgt: 

Die neun Lösungen sind auf vier verschiedene 
Arten in drei Systeme conjugirter Lösungen zer- 
legbar. 

Da oben die vier Systeme, in denen eine bestimmte Lösung auf- 
trat, von der biquadratischen Gleichung (25) § 64. abhängig waren, 
so folgt, dass von dieser Gleichung auch die vier Zerlegungen der 
neun Lösungen in Systeme abhängen müssen. Dies ist der innere 
Grund, weshalb die biquadratische Gleichung eine von der Ausgangs- 
lösung völlig unabhängige Form annehmen konnte. Zugleich aber 
zeigt sich, dass diese Gleichung die Grundlage für diß Auflösung der 
Gleichung neunten Grades bilden muss. Und zwar sind ausser der- 
selben nur cubische Gleichungen erforderlich; denn wenn durch eine 
Wurzel der biquadratischen Gleichung eine Zerlegungsart gegeben ist, 
so muss man die drei in ihr auftretenden Systeme durch eine cubische 
Gleichung finden können, und ebenso die einzelnen Lösungen jedes 
Systems. Um die Gleichung neunten Grades zu lösen, braucht man 
also eine Wurzel der biquadratischen Gleichung, sodann die Lösung 
der cubischen Gleichung, von welcher die drei entsprechenden Systeme 
abhängen; endlich aber nur zwei der cubischen Gleichungen, von 
denen die Lösungen der drei Systeme abhängen; da jede dem ersten 
System angehörige Lösung mit jeder dem zweiten angehöfigen ein 
System bestimmt, dem nur eine bestimmte Lösung des dritten 
angehört, so sind die Lösungen des dritten Systems durch die Lö- 
sungen der beiden ersten bereits von einander getrennt und auf lineare 
Bestimmungen zurückgeführt. 

Diese Gleichung neunten Grades ist eine Hesse 'sehe, indem sie 
diejenigen besonderen Eigenschaften besitzt, welche, wie Hr. Hesse 
gezeigt hat, einer Classe algebraisch auflösbarer Gleichungen neunten 
Grades zukommen.* 



* Hesse in Grelles Journal, Bd. 34. 
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Es wird jetzt^ um die Losungen der Gleichung neunten Grades 
in unserem Fdle zu finden, nothwendig, auf die Bildung der Systeme 
conjugirter Losungen einzugehen. 

Die Gleichung (3) des § 64. lässt sich auch erfüllen, indem man 
eine lineare Form t einführt, so dass 

,7N 1/ = m (I + 

Die Gleichungen (1) des gegenwärtigen Paragraphen liefern dann 
för die zu beiden conjugirte Lösung die Beziehung 

(8) i?" = ^im(r+^). 

Es bestehen also für drei conjugirte Lösungen die identischen 
Gleichungen [§64. (1)]: 

29 = 3/'g -g3 +fnm +t)^ 

(y) 2g)=3/'r-r+w3(r+^/ 

2 9 = 3 /T - n + w» (!'-' + t)K 
Mit anderen Worten, die für 6 cubische Gleichung 
(10) 2(p=^3n-i' + m^a + ty 

muss drei in den x rationale Lösungen g, g', £'' haben. 

Durch diese Bedingung ist, wie sich zeigen wird, sowohl m als 
*t bestimmt. 

Da aus (lOj für die Summe der conjugirten Formen S, 5'; g" die 
Formel 

(11) 5+r+r=i^3< 

herroi^eht, so kann man den Ansdrflcken |, |', |" die Gestalt geben : 

m^t + n + v 



^ = 



(12) r = 



1 — m^ 
m^t + x ii-j-x^v 



y„ ^m^ t + x^ 11 + X V 
5 - j:z^j3 > 



wo X eine imaginäre dritte Wurzel der Einheit, ft, v lineare Formen 
bedeuten. Die zugehörigen ij werden dann nach (7), (8): 

' 1 — nv 
0^) n =em ^—^ 



^" _ ^ ^ t + X^jl + XV 

' 1 — »r 
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Führt man die Aüsdräcke (12) aber in die Gleichungen (9) ein, 
so nehmen dieselben die Gestalt an: 

Ä + B(^ + v) =0 

ä + bIx''^ + xv) = 0, 

und zerfallen also in die Gleichungen 

J. = 0, jB = 0, 

oder, indem man die Ausdrücke für Ä und B einführt, in die beiden 
Gleichungen : 

Diese beiden Gleichungen, welche für alle Werthe der x bestehen 
müssen, liefern durch Vergleichung der beiderseitigen Coefficienten 
sieben Gleichungen, und genügen zur Bestimmung der sieben unbe- 
kannten Grössen, nämlich der Grösse m und der Coefficienten der 
linearen Formen t, ^, v. 

Die Grössen nij t, ^, v entsprechen nach (12), (13) einem Systeme 
conjugirter §, rj. Das in den Gleichungen (14) enthaltene Problem 
nimmt also in Bezug auf die Systeme dieselbe Stelle ein, wie das 
ursprüngliche Problem in Bezug auf die neun einzelnen Lö-, 
sungen |. 

§ 66. Lösung^ der Gleichung nennten Grades« 

Wenn man in der zweiten Gleichung (14) an Stelle von x^, x^ 

die Grössenpaare /ig, —/Ltj; v^, ""^r? ^i? —^2 treten lässt, so erhalt 

man die folgenden drei Gleichungen, welche jene Gleichung völlig 

ersetzen : 

m^ {t (ly + (1 - w3) (a iiy = 

(1) m^ (tvy + (l -m») (a vy = 

(t(i) (^1/) - (1 - n/) (a ty = 0. 

Aus den ersten beiden ergiebt sich sofort die Gleichung, welche 
nur die Verhältnisse der ty der fi und der v enthält: 

0= (^/t)2 (ai/)2- {tvy («/*)*= K^ft) {av) + (tv) (a/t)j {at) (t/fi), 

oder, mit Auslassung des Factors (v/t): 

(2) (a (a v) . (^/t) + {a t) (a /t) . (^ v) = 0. 
Wenn man die Gleichungen (14) nach f und <p auflöst: 



Grundfonnen. — §§ 66, 66. 249 

so kann man den Inhalt der zweiten Gleichung nun auf folgende vier 
Gleichungen zwischen Constanten zurückführen. Wir setzen erstlich 
an Stelle von x^, x^ der Reihe nach die Grössenpaare ^2; ""^i? /*2; "^f^i? 
v^j —v^, und erhalten: 

2 (1 - m^y («^3 = - (^ty - ivty 

(4) 2 (1 - m^y (a^y = mHl - 4 m») (t^y - (v(iy ^ 

2(1- m^y (« vy =■ m' (1-4 n/) \tvy - (^ v)\ 

Sodann wenden wir auf die zweite Gleichung (3) hintereinander 
die Processe 

r e? ^ I ^ 



f 3it C X^ C Xt C X^ 



an und .ersetzen dann die x durch t^y —^1, <lie y durch ^^, — ^u ^^^ 
jSf durch Vjj, — v^. Es ergiebt sich die vierte Gleichung: 

(5) {(tt){a^){av) = 0. 

Diese Gleichung giebt den Gleichungen (4) gegenüber nichts 
Neues; denn wegen der Identität 

ist auch identisch 

fi (fit/)8 + ^3 ^yt)3 4. y^ (^^^3 = 3^yt (ftv) (vi) itv), 

und man führt (5) auf (4) zurück, indem man diese Gleichung dreimal 
über 9? schiebt. Daher ist es noth wendig, noch andere Combinationen 
zu bilden. Wenn man die linken und rechten Theile der Gleichungen (3) 
zweimal über einander schiebt, so hat man: 

2(1- m^yp = m» (1 - 5 w3> t (t^) (tv) 

+ m^\ii(tiiy+v(^tvy--t{iivy\, 

oder, wenn wir x^ = t^j a;^ = — ^1 setzen : 

2(1- nv^y (pt) = m^ t (i^ty + (vty \ , 
und endlich , mit Anwendung der ersten Gleichung (4) : 

(6) (1 ^ w^) (p = - *^^ (« 0^- 

Eine andere Combination, welche benutzt werden wird, entsteht, 
indem man in der eräten Gleichung (3) 4^e x durch a^, — a, ersetzt. 
Dann ergiebt sich: 

(7) ( 1 - m») 2) = (a ft) (a v) - m^ (a ty. 

Nun nehmen die Gleichungen § 65. (4), welche den Zusammen- 
hang von m mit a angeben, indem man darin statt der |, i] die 
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Ausdrücke (12), (13) des vorigen Paragraphen einfährt, folgende Ge- 
stalt an: 

^^ I (^f*) + (tv) !^ - w« { («0 + (a^) + (« v) P 
= (l-m«)^(^-(y)-|m3(aO + («ft) + (ai^)P 

w» } X (tfi) + x2 (^1/) j2 - m» I (aO + X (aft) + x» (ai/) p 
= (1 - m^/ (^^-a^^\m^{at) + x (a ^) + x« (a v) j « 

m» { x« (^/i) + X (^v) |2 - m» t («0 + ^* («f*) + X (a v) P 
= (l_mY(§*~<y) - I w» (a^, + xH«^) + X (av) 1^ 

Diese Gleichungen kann man wegen der Eigenschaften der dritten 
Wurzeln der Einheit in die Form bringen: 

u+ r+ w=o 

U+x V+x^W=0 

U+x^V+x W=0, 

und es folgt dann 

U^O, F=0, W^O. 

Die beiden letzten dieser Gleichungen sind nichts anderes als die 
beiden ersten Gleichungen (1); die erste aber giebt: 

2 m» {tii) {tv) - w» (1 - m») (aty- + 2 (1 - w») (afi) {av) 

oder, wenn man (7) und die letzte Gleichung (1) benutzt, und durch 
1 — m^ dividirt : 



(8) = 3m«(a0^ + (l-^^)(^+<j) 



Eliminirt man aber m aus dieser Gleichung und der Gleichung (6), 
so findet man: 



(9) 3 (o 0* (p - (^ + <») (« ty = 0. 



Diese Gleichung enthält keine andere Unbe- 
kannte mehr, als das Verhältniss tj^it^, und dient 
also zu dessen Bestimmung, sobald 6 gefunden ist. 

Den vier Wurzeln ö der biquadratischen Glelch- 
U4ig §64. (25) ent^rechen also vier cubische Gleich- 
ungen (9), welche die drei einA solchen Wurzel zu- 
geordneten Systeme conjugirter Lösungen liefern. 

Die Auflosung der Gleichung neunten Grades ist hierdurch in 
ihren Grundzügen bereits gegeben. Aber die oben entwickelten 
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Formeln gestatten es, den weitern Verlauf der Auflosung zu ver- 
folgen. 

Wir können zunächst auch die Verhältnisse ^^ : fi^ ^^^ ^i ' ^2 ^^^ 
eine einfache und merkwürdige Weise bestimmen. Sie erfolgt aus den 
Gleichungen (2) und (5). Die erstere kann man in die beiden 
Gleichungen auflösen: 

{at)lav)-'(oltv)=0, 

in welchen o eine unbestimmte Grosse ist. Demnach kann man 
setzen : 

wo auch g, h unbestimmte Grossen sind, welche auf die Verhältnisse 
f^i • f^2; ^1 ' ^2 keinen Einfluss haben. Führt man aber diese Ausdrücke 
der fi, 1; in (5) ein, so erhält man: 

(11) 0= (aa) («6) (at) (bt) {at)-(o^aty. 
Nach einer oft angewandten Identität ist aber 

(aa) (ab) (at) (bt) (at) = ^-^ \ {aaf (bty + (abf (aty - (aby (aty | 

= (pt).iaty-^ (aty, 
und die Gleichung (11) geht daher in 

Aber, oder mit Rücksicht auf (9) in: 

(12) a,«==|-. 

Daher sind jetzt die Verhältnisse der fi, v durch folgende ein- 
fache Gleichungen bestimmt: 



(13) 



f*i=5'j«i(«0 + ^i^|-j v, = h<^a,(at)-t,j/^ 

f*2 =^ |a2 («0 + ^^y ^\ ^2 ='* |«2 («0 - ^«/^y I • 

Man erhält demnach sämmtliche neun Losungen 
I des ursprünglichen Problems, wenn man von einer 
bestimmten Wurzel <y der biquadratischen Gleich- 
ung ausgeht, und zunächst durch Losung der 
cubischen Gleichung (9) die der Wurzel 6 ent- 
sprechende Zerlegung der neun Lösungen in drei 
Systeme conjugirter Lösungen ausführt. Sind ti, 
Tg irgend welche Werthe für t^^ t^, welche -^"^^ 
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Gleichung (9) genügen, also eines jener drei Systeme 
bestimmen, so kann man 

(14) ^1=^9^1; ^2=P^2 

setzen, und die drei Lösungen des Systems werden 
dann: 

g =9 



1-m» 



(15) ,, 



j 7)1^ -{. (xg — 7c^h)j/ ^\t + (xg + x^h) n^ {ax) 



\-m' 



\m^ + {^'9-^h)j/^\x + {x^g + xh)a^{ax) 

1— m^ 

Es bleiben nur noch die Gonstanten p, ^, A zu bestimmen. Zu 
diesem Zwecke hat man zunächst die Gleichungen, welche aus (1) 
hervorgehen, wenn man darin die Werthe (13), (14) der fi, v, t 
eiDführt. 

Ich werde im Folgenden durch den oberen Index Null immer 
andeuten, dass in einer Form x^=^x^, x^ = — x^ gesetzt werde. Es 
ist dann 

(ah) (ac) (6r) (ex) = + (abf (cxf = i D A 

Daher 

(tv) " =~hQ^P 

(16) (avY =Ä«9*(Y + f)r 

(a ti,){av)=gh g* [^ " y) T 5 

(liv) = -2ghQ*rj/Y 
und die Gleichungen (I) verwandeln sich also in folgende: 

ghQKf^-^l-m^) =0. 

Diese Gleichungen drücken den Inhalt der ersten Gleichung (3) 
nunmehr vollständig aus. Um auch den Inhalt der zweiten Gleichung (3) 
vollständig auszudrücken, führe ich in diese Gleichung die Veränder- 
lichen t und 
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ein. Alsdann wird (gQ = (a^.j*= p*/^, und also: 

Es handelt sich zunächst um die Bestimmung der Constanten der 
rechten Seite. Nun ist ohne Weiteres: 

cm <^^^^' =<^'^' 

^ ^ («0' («ö = («0' (««) («0 = - 9' ^• 

Dagegen wird: 

(«6)^ «* = (cca) (ä6) («0 (*0 «* 

= i «* I (««)' (60' + («6)^ («0' - («*)' («0' I 

daher : 

(ae)«(«f)=9'(i>*r-f 9«) 

(20) ^ D 

Die Gleichung (3) 
2 (1 -w»)* 9 = w» (1 — 4 w«) <» - /t' - v' + 3 »n>v* 

= m» (1 - 4 m3) <» -p» (e + « j/i) - *" (^- ^/^)' 

zerfallt also mit Benutzung von (18), (19), (20) in die folgenden vier: 
2(l-»t»)«9>o =-(>T'(^ + Ä*) 

6 (1 - m»y d» = 3 (.8 r* [-(«/» - Ä*) j/y + »»vä] 

(21) 6(l-m»)«(i.<'r-§9*») = -pT»oO^ + A») 
2 (1- «»»)« ^3»/^- ^ ««) = p»/^» (1 - 4m») 

-r''(»'[f/-Ä»)|-^/|^ + m»<yi?Ä] . 

Von diesen Gleichungen giebtdie dritte nichts Neues; denn mit 
der ersten combinirt, liefert sie nur die Gleichung (9), welche als 
erfüllt gilt. Die übrigen Gleichungen (21) kann man als Gleichungen 
ersten Grades &üc j^j h^, gh betrachten ^ und indem man nach diesen 



m* 
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Grössen auflöst, erhält man ^, A^, gh ausgedrückt durch q und m', 
und alsO; wenn man q und m^ als bekannt voraussetzt, g und h durch 
Cubikwurzeln, doch so, dass das Product beider gegeben, die Wahl 
der Cubikwurzeln also beschränkt ist. 

Schreibt man die so aufgelösten Gleichungen: 

f^Q^ h^^H, gh^K, 

wo G, Hy K Functionen von m^ und q sind, so folgt daraus mit 
Rücksicht auf (17): 

GH-K^ = 0, Ä:p2/^-(l~m») = 0. 

In diesen Gleichungen kann man nun vermöge der ersten 
Gleichung (17) m^ durch p* ausdrücken, und hat dann zwei Gleich- 
ungen vor sich, welche nur die Unbekannte q enthalten, und welche 
hinreichen, um dieselbe eindeutig durch bekannte Grössen auszu- 
drücken; womit denn zugleich w', sowie ^, h^ und gh durch bekannte 
Grössen ausgedrückt gegeben sind.* 

Das Ausziehen der bei g oder h erforderlichen Cubikwurzel ent- 
spricht der Trennung der drei Lösungen (15), welche einem und dem- 
selben Systeme conjugirter Lösungen angehören. 



* Man findet: 



,__pV 



m* = 



pO ^« — 9O 



wie ich a. a. Ö. gezeigt habe. 






Sechster Absclmitt 

Endlichkeit der FormenBysteme. 



1 67» Satz Aber die Zerlegung Jeder Coyariante einer Form in zwei Theile 

Ton bestimmtem Cliarakier«* 

Schon im yierten Abschnitt wurde nachgewiesen^ dass die Anzahl 
der GoYarianten und Invarianten eines vollständigen Systems bei einer 
Form f von zweiter, dritter oder vierter Ordnung eine endliche sei. 
Dasselbe soll im Folgenden für eine Form von beliebig hoher Ordnung 
bewiesen werden. • 

Denken wir uns, wie immer, die Formen der verschiedenen 
Ordnungen successive behandelt, also die Theorie der Formen bis 
zur (n— !)*•" Ordnung einschliesslich gegeben, ehe die Theorie der 
Formen n*" Ordnung begonnen wird, so zeichnen sich von vornherein 
unter den Covarianten einer Form w*®' Ordnung diejenigen aus, welche 
wir schon bei Formen von niedrigerem Grade kennen gelernt haben. 
Sei M irgend eine Co Variante oder Invariante einer Form (w— !)*•' 
Ordnung, und seien a, b, c . . . m die in ihrem symbolischen Ausdrucke 
auftretenden Symbole. Der Ausdruck 

ist dann die allgemeine Gestalt der oben erwähnten Covarianten, eine 
Covariante einer Form n**' Ordnung, welche schon bei niederen 
Formen aufgetreten ist. Für diese Covarianten ist es charakteristisch, 
dass jedes in ihnen auftretende Symbol durch wenigstens einen linearen 
symbolischen Factor vertreten ist. Umgekehrt kann offenbar jede 
Covariante, bei welcher jedes Symbol durch einen linearen Factor 



* Die hier folgenden Untersuchungen schlieesen sich an die Abhandlung von 
Herrn Gordan im zweiten Bande der mathem. Annalen an. Der. Satz, dass jede 
Form ein endliches vollständiges System von Invarianten und Covarianten besitze, 
wurde von demselben zuerst in Borchardt's Journal, Bd. 69. gegeben, nachdem 
Hr. Cayley im 146. Bande der Philosophical Transactions zum entgegengeeeteten 
Besultate gekommen war. 
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vertreten ist, auf eine schon bei niederer Ordnung auftretende Co Va- 
riante zurückgeführt werden. 

We^n wir voraussetzen, dass man alle Covarianten und Invarianten 
einer Form (n — 1)*®' Ordnung durch ein endliches System von In- 
variauten und Covarianten ganz und rational ausdrücken kann, so 
folgt, dass die erwähnte Classe von Covarianten einer Form w*®' Ord- 
nung dieselbe Eigenschaft besitzt, dass also alle diese aus der nächst- 
vorhergehenden Ordnung herübergenommenen Formen sich durch eine 
endliche Anzahl von Covarianten und Invarianten der Form w*®' Ord- 
nung ganz und rational ausdrücken lassen.* 

Der Beweis für die Endlichkeit des Formensystems für eine Form 
n *®' Ordnung wird nun so geführt, dass man der soeben besprochenen 



* Dabei ist nicht ausgeschlossen , dass iiicht einige Covarianten der Form nt«r 
Ordnung, welche schon bei den Formen (n— l)ter Ordnung auftraten und dort dem voll- 
ständigen Systeme angehörten, bei den Formen n*«' Ordnimg durch neue Formen 
ausdrückbar sein können und deswegen aus dem kleinsten vollständigen Systeme 
der Form n*«' Ordnung herausgehen. Ein bemerkenswerthes Beispiel bietet die 
bei den cubischen Formen auftretende Invariante 

B = (ab)*{cd)*{ac)(]bd). ^ 

Aus dieser entspringt bei den Formen vierter Ordnung die Bildung 

B ^ {a 6)* (c d)* (a c)(pd) , ax bx Cx dxy 

welche mit Hilfe der neuen Formen i, j zerlegbar ist. Benutzt man nämlich die 

Identität: 

(bd)ax = (ad)bx — {a b) dx, 
so wird 

B = (ab)* (cd)* (ac) bx Cx dx\(ad)bx- (ab) dx\ 

= (a by (c df (a c) (a d) bx* Cx dx -(ab)^ (c d)* (a c) bx Cx dx*. 

-. 
Vertauschen wir im zweiten Theile diesen Ausdruck a und 6, so können wir 

für denselben setzen: 

\(ab)^cd)*Cxdx*\(ac)bx-{bc)ax^=^(ab)*{cd)*Cx*dx* = \iH; 

aus dem ersten Theile von B aber erhalten wir durch Anwendung der Identität III. 

§ 16.: 

(ab*(cd)*bx* \(ac)* dx* -^ (cd)* ax*] =(ab)* (ac)* (cd)*bx* dx* -{ iU, 

so dass 

B = (a b)* (a c)* (c d)* bx* dx* - 1 H, 

Vertauscht man nun in der Identität (2) § 40. a; mit y, setzt Cj, — c, an Stelle 
von t/i, y% und multiplicirt mit (cd)*dx*, so ergiebt sich 

(a b)* (a c)* (c d)* bx* dx* = (Hc)* (c d)* Hx* dx* 4- -^ (c d)* Cx* dx*, 

ö 

oder nach derselben Identität, indem man a, b durch dy e, die y durch J/,, — i/i 
ersetzt und mit Hx* multiplicirt: 

= (HH)*Hx*E'x* + iiH 

= iJf-^^iH [§41. (3).] 

und daher endlich: 
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Classe von Covarianten (sie mögen A^y A^ , , . A^ sein) eine zweite 
ebenfalls endliche Gruppe von Covarianten C^^ G|... Cp und Invarianten 
D^j D^. . . De gegenüberstellt, und zeigt ^ dass alle aus /* entspringenden 
Bildungen auf Uebersehiebungen von Producten der A über Producte 
der C und auf die D zurückgeführt werden können; und man beweist 
ausserdem, ähnlich, wie es im vorigen Abschnitt bei der entsprechenden 
Gelegenheit geschah, dass die Anzahl der so entstehenden Neubildungen 
endlich sei. Als eine für den Gang des Beweises unwesentliche, aber 
für die Anwendung auf wirkliche Bildung von Formen um so wesent- 
lichere Modification tritt dabei die Bemerkung ein, dass man an Stelle 
der von den Formen (n— 1)*" Ordnung herübergenommenen Bildungen 
A, wenn {n — V) nicht durch 4 theilbar ist, diejenigen setzen kann, 
die schon bei der nächstuiedrigen durch 4 theilbaren Ordnung auftreten. 

Das System der C und D ist nichts anderes als das Formen- 
system derjenigen Bildungen zweiten Grades (aft)^aa:"~"^&x"~^; deren 
Ordnung niedriger als n ist, und deren simultanes Forniensystem 
daher der Voraussetzung nach ein endliches ist. Nur bei den Formen, 
deren Grad n durch 4 theilbar ist, existirt eine Form zweiten Grades, 
deren Ordnung gleich n ist, und dieser Fall erfordert noch beson- 
dere Betrachtungen. 

Da die genannten Formen zweiten Grades aber sämmtlich den 

symbolischen Factor (a6)^ haben, wo A > -^, so wird die Einführung 

des Systems der C und D durch den folgenden Satz vorbereitet, dessen 
Beweis der Gegenstand des nächsten Paragraphen ist: 

Jede Covariante oder Invariante einer Form f 
dern*®° Ordnung kann inzweiTheile zerlegt werden, 
deren- einer eine schon bei den Formen (w— l)*" 
Ordnung auftretende Bildung ist, und deren anderer 

den symbolischen Factor (nh)*- enthält, wo ^ ^ ^. 

Da der erste dieser Theile nothwendig eine Covariante ist, ,so 
kann er bei Invarianten nicht auftreten; und für Invarianten insbesondere 
lautet der Satz also so: 

Jede Invariante einer Form w*®' Ordnung kann 
so dargestellt werden, dass sie den symbolischen 

Factor {ahy hat, wo A ^-^^ 

Aber nicht nur für Invarianten ist jener erste Theil nothwendig 
Null, sondern auch für eine Classe von Covarianten. Derselbe liisst 
sich niimlich, wie wir sehen werden, immer so wählen, dass einer 

Clebtch, Theorie der binären »Igebr. Fonneu. 17 
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der linearen symbolischen Factoren zu höherer als der ^*®° Potenz 
vorkommt. Die Ordnung dieses Terms ist also immer grösser als 
^ + x— 1, wo X den Grad desselben in den CoefBcienten von / be- 
deutet^ oder, was dasselbe ist^ die Anzahl der in ihm auftretenden 
Symbole. Dieser Term muss also fortfallen, sowie dieser Ungleichung 
nicht mehr genügt wird, also wenn die Ordnung der betrachteten 

Form gleich oder kleiner als.^^ +x — l isi Und es ergiebt sich also 

der Satz: 

Jede Covariante von /*, deren Ordnung nicht 

um mehr als -0— 1 grösser ist, als der Grad der- 
selben in den Coefficienten von /*, kann aus Gliedern 
zusammengesetzt werden, deren jedes einen sym- 

bolischen Factor {ah)*' enthält, wo A >^. 



8 08. Beweis der Zerlegbarkeit. 

Um die vorstehenden Sätze zu beweisen, bezeichne ich durch TT 
irgend eine gegebene Covariante oder Invariante der Form f, welche vom 
(m+1)*«" Grade in den CoefBcienten sein mag. Nehmen wir an, der oben 
ausgesprochene Satz sei für Covarianten und Invarianten von m*®" oder 
von niederem Grade bewiesen, wie er für den ersten Grad {f selbst) 
evident ist. Ich werde zeigen, dass er dann auch fün den {m+ 1)**° 
Grad richtig ist, womit er denn allgemein bewiesen ist. 

Die Function TT entsteht nach § 31. als Aggregat von Ueber- 
schiebungeu der Form f über Covarianten des w*®'* Grades. Von diesen 
nehmen wir den Satz als bewiesen an, und wollen ihn für TT selbst 
beweisen. Die verschiedenen Theile von TT entstehen also aus Ueber- 
schiebungen von / über Fonnen, welche theils bereits den Factor 

(a?>)^ (a> -3^) enthalten, theils Covarianten sind, welche schon bei 

niederen Ordnungen auftraten. Was nun die erste Art von Ueber- 
schiebungen betrifft, so verlieren sie den symbolischen Factor (afc)^ 
nicht, haben also schon die in dem Satze verlangte Form. Es handelt 
sich also nur noch um die zweite Art, also#um Ueberschiebungen von 
f über Covarianten , welche schon bei früheren Ordnungen auftreten, 
und von diesen ist zu zeigen, dass sie immer die im Satze angegebene 
Form annehmen können. 
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Aber wie schon oben angedeutet ^ kann man zeigen, dass der 
Charakter dieser Covarianten noch mehr beschrankt werden kann; 
dahin nämlich , dass man annimmt, dieselben enthalten nicht nur 
jedem ihrer Symbole entsprechend einen linearen Factor, sondern 
jedes Glied derselben enthalte auch mindestens einen derselben zu 

einer höheren als der ^j*^ Potenz. Co Varianten, welche dieser Be- 
dingung Genüge leisten, und welche vom //*«" Grade in den Coefficienten 
von /'sind, mögen durch U Wk bezeichnet werden, wo wir uns unter 
jedem einzelnen Wh ein der Bedingung genügendes symbolisches 
Product denken. Wir setzen also voraus, dass bis zum wi*®° Grade 
in den Coefficienten inclusive alle Covarianten (bez. Invarianten) die Form 

haben, und wollen zeigen, dass dann auch 

Nach dem oben Gesagten ist also nur zu beweisen, dass jede 
Ueberschiebung von f über eine Form Wm wieder durch 
Formen Wm+\ und durch Glieder darstellbar ist, welche den 
symbolischen Factor (ah)^ enthalten. Ist dieser Beweis geführt, so 
ist auch der oben angegebene Satz erwiesen. 

Den Hilfssatz kann man nun folgend ermassen einsehen. Dass er 
für die nullte Ueberschiebung richtig ist, sieht man sofort. Denn die 
nullte Ueberschiebung von /' mit einem Wm ist f. W^, ein Ausdruck, 
welcher die Form Tr„,-|_i hat. Man kann also annehmen, der Satz 
sei für die x^ Ueberschiebung von f mit Wm bewiesen, und hat nur 
zu zeigen, dass er dann auch für die (x + 1)'® richtig ist. 

Nun besteht die (x + 1)*« Ueberschiebung von fmii einem Wm aus 
mehreren Theilen, welche sich dadurch von einander unterscheiden, 
dass jedesmal (x+ 1) andere lineare h^, c^ . , . Factoren von Wm in {bv) 
(cd) . , , verwandelt sind (§ 53.). Die Differenz zweier solcher Theile ist 
immer durch niedere Ueberschiebungen ausdrückbar (ebenda, Satz 4.), 
hat also der Voraussetzung nach bereits die verlangte Eigenschaft, 
sich aus Formen Wm^i und aus Gliedern mit dem symbolischen Factor 
{nb)^ zusammensetzen zu lassen. Man braucht also nur noch für einen 
Term der Ueberschiebung dasselbe zu zeigen. Ist symbolisch 

Wm = N.hJe^(h.,., 

WO (>>-n^, so ist der Term der Ueberschiebung, für welchen der 

Nachweis direct geliefert werden kann, derjenige, welcher bei mög- 
lichst ausschliesslicher Benutzung des symbolischen Factors bj^ entsteht. 

17* 
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Ist die Hölie der Ueberschiebung kleiner als ^; also auch kleiner als 
(), so ist dieser Terni 



JV. i)>aY bj-'' Cj, (h... a, »-*• 



dabei ist n— x>7^, also hat dieser Term die Form Wm-\-\' Ist da- 



n 



gegen x > ^ , so erhält der Term den Factor (baY y was denn wieder 

die verlangte Form giebt, ohne dass, Ausdrücke TFot+i dabei auftreten. 
Hiermit sind sammtliche oben gegebene Sätze bewiesen. 

Uebrigens dienen die Formen Wy welche hier eingeführt wurden, 
nur dem gegenwärtigen Beweise, sowie dem Nachweise des am Ende 
des vorigen Paragraphen gegebenen Satzes. Im Folgenden ist es nicht 
nötliig, sich der in der Einführung der W liegenden Beschränkung 
zu bedienen; es genügt vielmehr der weniger aussagende, aber leichter 
auszusprechende Satz, dass alle Bildungen in Theile zerfallen, die aus 
den schon bei m— 1 vorkommenden Bildungen entnommen sind, und 

aus Gliedern mit dem symbolischen Factor (ah) , woä;>-^. In dieser 

Gestalt ist der Satz im vorigen Paragraphen ausgedrückt worden, und 
in dieser Gestalt wird er auch im Folgenden benutzt werden. 

§ 69« Folgernngen aus dem Zerlegnngssatze. 

Nimmt man zu dem Obigen hinzu, dass eine Co Variante oder 
Invariante, welche den Factor {aby^—^ hat, immer in ein Aggregat 
solcher übergeführt werden kann, welche den Factor (aby^ haben, 
so zeigt sich, dass das Verhalten der Covarianten einer Form 
^ter Ordnung ein verschiedenes ist, je nach dem Reste, 
welchen n nach der Zahl 4 lässt. Der kleinste Werth der oben 
durch A bezeichneten Zahl ist, je nachdem n die Form 

w = 4Ä-3, 4A-2, 4Ä-1, Ah 
hat: 

A = 2/i-l, 2Ä-.1, 2h, 2h. 

Aber durch die eben gemachte Bemerkung erhöht sich der un- 
gerade Werth von A in den ersten beiden Fällen um 1, so dass in 
allen vier Fällen als niedrigster Werth von A die Zahl 2 h angesehen 
werden kann. 

Bezeichnen wir durch TT« eine Covariante oder Invariante, welche 
bei Formen x*®' Ordnung auftritt, durch a, 6 . . . m die in TTx auftretenden . 
Symbole, so hat man hiernach folgende Gleichungen (wobei die TT 
mit verschiedenem Index ganz verschiedene, in keiner Weise gleichartige 
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Bildungen bezeichnen können, ein TT mit demselben Index in ver- 
schiedenen Gleichungen aber Gleiches oder Verschiedenes bedeuten 

kann) : 

TTiA = TT4A-1 . fl^ &x . . wtj. + (a 6)*'* . M 

TT4/1-1 = T\4A^2 .üshs'. . nix + {(i 6)"^* . M' 

n4Ä-2 = n4A-3 . flfxftx . . . w^+ (a6)^*. -M" 

n4 A-3 = TT4A-4 . «x 6x . . . fHx + {a ft)- * . M'", 

d.h. es drückt sich eine Co Variante einer Form 4ä*% (4ä— 1)*®', (4/i — 2)*«', 
(4Ä— 3)^*' Ordnung immer aus durch eine Summe., deren erster Theil 
aus Bildungen besteht, welche bereits bei den Formen der um je 1 
niederen Ordnung auftreten, und deren zweiter Theil in allen seinen 
Gliedern den symbolischen Factor {alif^ hat. Aber man kann diese 
so analogen Resultate combiniren, indem man die ersten Tlieile der 
Summe in jeder der Gleichungen mit Hilfe der folgenden modificirt, 
wobei sich denn freilich immer auch der zweite Theil ändert, insofern 
neue, mit dem symbolischen' Factor iabY^ behaftete Terme hinzutreten. 
Demnach kann man den Gleichungen die Gestalt geben: 

TT4A-»=n4 4^.a:r 6x • . . wi^ + (ab)^^ , N 
n4A-.2 = n,>i-4 . a/ bj,.. m/+ (abf^ . N' 
Tfij^i=='nAA^i,aJbJ...mJ+{aby^.N'' 
Tf4A =T\u-4'aJbJ...ma:^ + {abyKN"\ 

und hat also den Satz: 

Die Covarianten und Invarianten der Formen 

von den Ordnungen 4A— 3*, 4h— -2, 4ä — 1, 4h setzen 

sich. aus Bildungen zusammen, welche schon beiden 

Formen (4A— 4)*" Ordnung aufgetreten sind, und aus 

solchen, welche den symbolischen Factor {abf^ 

haben. 

Das letztere liisst sich nach § 31. noch anders ausdrücken. Denn 

wenn eine Bildung den symbolischen Factor {abY'^ hat, so entsteht 

sie durch Ueberschiebungen von Formen niederen Grades mit den 

Üovarianten zweiten Grades, welche eben dieses Symbol enthalten, 

also mit den Formen : 

iabf' a,«-'^* &r'-2^ (a6)2*+2aar"-'*-'^ ix"-'^-S 
[abf^^^ «^"-2^-1 t,»-2A-S . . . 

Von diesen Formen ist nur bei n = 4h die erste von der Ordnung 
n selbst; die anderen und in den übrigen Fällen auch die erste sind 
von niederer Ordnung. Die erste hat für 

« = 4A-3, 4Ä-2, 4A-1, 4h 
die Ordnungen 

4Ä-6, 4Ä-4, 4A-2, 4Ä; 
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und da die Ordnuugeu der Formen zweiten Grades von 4 zu 4 fort- 
schreiten, so giebt es keine unter den obigen nicht enthaltene, deren 
Ordnung gleich oder kleiner wäre als w. Man kann daher auch den 
folgenden Satz aussprechen : 

Alle Covarianten und Invarianten der Formen 
von der Ordnung n = 4Ä — 3, 4A — 2, 4ä— 1, Ah zer- 
fallen in Covarianten, welche schon bei der Ordnung 
4Ä — 4 aufgetreten sind, und in Ueberschiebungen 
von Bildungen niederen Grades mit denjenigen 
Formen zweiten Grades, deren Ordnungen kleiner 
als n, bez. im letzten Falle gleich n sind. 

§ 70, Wenn alle Formen f bis «ur (n— l)ten Ordnung endliehe voll- 
stftndigre Systeme von Invarianten und Covarianten besitzen , so haben 
anch die Formen nter Ordnung solche. Beweis für die Fälle, wo n nicht 

dureh 4 theilbar ist« 

Mit Hilfe des obigen Satzes lässt sich nun ein grosser Theil des 
Beweises für die Endlichkeit des vollständigen Formensystems von f 
führen. 

Nehmen wir an, es sei die Endlichkeit des Formensystems bereits 
für alle Functionen bewiesen, welche von niederer als der n*®" Ordnung 
sind. Es kommt dann nur darauf an, zu zeigen, dass auch für die 
?^*° Ordnung das Formensystem endlich ist; denn da die Endlichkeit 
für die niederen Ordnungen ^bereits festgestellt ist, so ist sie dann 
allgemein nachgewiesen. 

Der Beweis, dass wirklich aus der Endlichkeit für Formen bis 
zur Ordnung w— 1 inclusive auch die Endlichkeit für die n*® Ordnung 
folgt, lässt sich nun mittelst des Obigen immer führen, sobald n von 
der Form 4Ä — 3, 4ä — 2, 4A— 1 ist, und erfordert nur eine Er- 
gänzung, wenn n=4Ä. 

Nehmen wir also an, es sei n nicht durch 4 theilbar (n=4Ä — 3, 
4h— 2, 4Ä— 1). Diejenigen schon bei 4ä — 4 auftretenden Formen, 
welche nicht den symbolischen Factor {ab^^ enthalten, seien 

Ihre Zahl ist der Voraussetzung nach endlich. Da sie erst durch 
Hinzufügung von symbolischen Factoren a* 6^ . . . auch den Formen 
n*®' Ordnung zugehoren, so sind sie sämmtlich Covarianten. 

Die zu f gehörigen Formen zweiten Grades sind in diesem Falle 
sämmtlich • von niederer als der w*®° Ordnung. Wenn man sie also 
als unabhängige Grundformen betrachtet, so gehören ihnen endliche 
vollständige Systeme von Covarianten und Invarianten zu; und auch 
die aus ihnen zusammengesetzten simultanen Bildungen besitzen also 



,1c 
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ein solches endliches vollständiges System (§ 5-1.). Dieses letztere 
bestehe aus den .Covarianteii 

f. j, ( ^ . . . C'Q 

und aus den Invarianten 

Der am Ende des vorigen Paragraphen gegebene Satz zeigt, dass 
alle Covarianten und Invarianten von f aus Producten der A und aus 
Formen sich zusammensetzen, welche durch Ueberschieben der niederen 
Formen zweiten Grades über Covarianten von f, also Ober ebenso 
zusammengesetzte Formen entstehen.. Durch Fortsetzung dieses Pro- 
cesses folgt leicht der Satz: 

1. Jede Covariante von /"ist additiv zusammen- 
gesetzt aus Producten der A und aus Termen, welche 
ausser Factoren D noch üeberschiebungen von 
Producten der C über Producte der A enthalten. 

Dieser Satz ist nämlich jedenfalls richtig für die Bildungen ersten 
und zweiten Grades, welche theils den A, theils den C, D selbst 
zugeh5ren. Nehmen wir daher den Satz für Bildungen bis zum {m — 2Y^^^ 
Grade einschliesslich als erwiesen an und zeigen wir, dass er dann 
auch für Formen vom n**®" Grade gilt, so ist er überhaupt bewiesen. 
Nun zerlegt sich jede Covariante w*®" Grades nach dem Vorigen in 
eine ganze rationale Function der A und in üeberschiebungen der 
niederen Formen zweiten Grades, also der einfachsten C (resp. D) über 
Formen (w* — 2)*®" Grades, während der Voraussetzung nach diese 
Formen (tw — 2)*®" Grades in Producte der A und in Üeberschiebungen 
von Producten der C über Producte der A (nebst etwaigen Factoren D) 
zerfallen. Jede Covariante m*®** Grades wird also aus dreierlei ver- 
schiedenartigen Theilen gebildet: 

1. Producten der A, 

2. üeberschiebungen von Formen C über Producte der Ay 

3. üeberschiebungen von Formen C über üeberschiebungen von 
Producten der C mit Producten der A, wobei die letzteren auch 
Factoren D enthalten können. 

Die Theile der ersten und zweiten Art haben schon die verlangte 
Form, und auch der Voraussetzung nach jeder Theil dritter Art, 
welcher Factoren D enthält, da nach Weglassung dieser Factoren 
der Term von niederem Grade wird, also der Voraussetzung gemäss 
die im Satze angegebene Form hat. Aber auch für Theile der dritten 
Art, welche keinen solchen Factor enthalten, sieht man dasselbe 
sogleich ein. Bezeichnen wir nämlich das in ihm vorkommende Product 
der A durch q>J^^ so enthält die betrachtete Bildung ausser den C 
nur noch das Symbol 9>, kann also nach § 31; durch üeberschiebungen 
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der Producta q)^^ mit Formen gebildet werden, welche nur die Sym- 
bole der C enthalten, also selbst Aggregate aus Producten ' der C, D 
sind; womit denn wieder die verlangte Form hergestellt ist. 

Hiermit ist der obige Satz bewiesen. 

2. Man kann nun aber weiter zeigen, dass an Stelle der 
hier auftretenden üeberschiebungen von Producten der 
A über Prod.ucte der C immer Theile derselben gesetzt 
werden können; wie dies ähnlich in § 54. geschehen konnte. 
Es ist nur nöthig, zuvor genau festzustellen, was hier unter 
einem .Theile einer Deberschiebung zu verstehen ist. Bei der Unter- 
suchung . der simultanen Systeme, welche aus zwei von einander 
unabhängigen vollständigen Systemen entstehen (§ 54.), wurden die 
Theile der üeberschiebungen so gebildet, dass in einem Producte 
von Formen des einen Systems jede Form entweder durch ihre eigenen 
Symbole ausgedrückt werden konnte, oder durch Symbole, welche 
niederen Formen desselben vollständigen Systems angehören, wie z. B. 
die Form T, welche bei den Formen vierter Ordnung auftritt, dabei 
ebensowohl durch das Symbol T^®, wie durch das Symbol (aJEr)a**ftx' 
dargestellt werden konnte. In ähnlicher Weise müssen wir hier 
verfahren. Denn obgleich die Systeme der A und der C hier aus 
derselben Grundform entsprungen, also keineswegs von einander unab- 
hängig sind , müssen wir sie hier doch - als von einander unabhängig 
behandeln ; wir dürfen also bei Bildung der Üeberschiebungen Symbole 
der A nur durch Symbole von niedrigeren Formen ausdrücken, welche 
selbst unter die A gehören, und Symbole der C nur durch solche, 
welche selbst unter die C gehören; so dass also stets ein aus- 
schliesslilich die Symbole der A enthaltender Ausdruck über einen 
ausschliesslich die Symbole der C enthaltenden geschoben wird. 

Bei dem Beweise tritt sodann dem Beweise des § 54. gegenüber 
der neue Umstand hinzu, dass die Formen C zwar, nicht aber die A 
ein vollständiges System bilden, vielmehr letztere nur ein solches sind 
bis auf additive Terme, welche den symbolischen Factor (at)'* ent- 
halten. 

Um den Inhalt des ausgesprochenen Satzes zu verdeutlichen und 
zugleich den Beweis zu ermöglichen, denken wir uns alle in Rede 
stehenden Üeberschiebungen zusammen mit den Producten und Po- 
tenzen der Formen -4, C, D selbst (nullte Üeberschiebungen) in einer 
gewissen sogleich anzugebenden Weise geordnet. Wenn nun gezeigt 
wird, dass die Differenz zwischen einer Ueberschiebung und einem 
ihrer Glieder in dem oben definirten Sinne sich durch Formen aus- 
drücken lässt, welche nach dieser Anordnung früher vorkommen, so 
folgt, dass das ganze System der Üeberschiebungen in seiner Voll- 
ständigkeit nicht geändert wird, wenn man jede Ueberschiebung 
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darch einen solchen Theil derselben ersetzt. Denn ist das System 
der Ueberschiebungen ursprünglich etwa durch die Formen 

U, F, W, T... 

gebildet; so führt man an deren Stelle jetzt die Theile der Ueber- 
schiebungen : 

t7'= U, F= F-« U, ]K'= W-ß V-ß' U, 

ein, in welchen die «, ß, y,^. numerische Coefficienten bedeuten; 
aus diesen aber lassen sich jene ersten wiederum zusammensetzen und 
die letzteren bilden daher ein ebenso vollständiges System wie die 
ersteren. Es bleibt also nur zu zeigen, dass bei einer gewissen An- 
ordnung aller Ueberschiebungen die Differenz einer solchen und eines 
ihrer Glieder ein Aggregat früherer Formen ist. Eine solche Anord- 
nung ist folgende. 

Wir ordnen (vgl. § 54.) die Producte der A, C, Z), sowie die 
Ueberschiebungen der Producte der A und C zunächst nach der 
Gesammtordnung in den Coefficienten von f (aufsteigend). 

Wir ordnen sie zweitens innerhalb dieser Gruppen nach dem Grade 

in den Coefficienten von /*, so weit sie von den A herrühren (auf- 
steigend). 

Wir ordnen sie endlich in diesen Gruppen nach der Höhe der 
Ueberschiebungen (aufsteigend). 

Wie gleich hohe Ueberschiebungen innerhalb derselben Gruppe 
weiter geordnet werden, ist gk'ichgiltig. 

Nun ist nach § 53. die Differenz zwischen der Ueberschiebung 
eines Products der A über ein Product der C und einem der oben 
definirten Theile einer solchen Ueberschiebung ein Aggregat von 
niederen Ueberschiebungen. Bei jedem der in diesen niederen Ueber- 
schiebungen auftretenden Functionenpaare eiitluilt die eine Function 
nur Symbole der A, und ihr Grad in den Coefficienten von f ist 
gleich dem Grade des in der ursprünglichen Ueberschiebung auftretenden 
Productes der A. Die zweite Function enthält nur Symbole der C, 
und sie ist in Bezug auf die Coefficienten von /' von demselben Grade, 
wie das ursprünglich angewandte Product der C, Die letzte Function 
ist also selbst ein Aggregat von Producten der C, Z); die erstere 
aber, eine aus den Symbolen der A zusammengesetzte Form, besteht 
aus zwei Theilen. Einer dieser Theile ist ein Aggregat von Producten 
der A\ der andere besteht aus Ueberschiebungen von Producten der 
C über Producte der A, wobei noch Factoren I) hinzutreten können. 

Die erwähnten niederen Ueberschiebungen zerfallen daher in 
folgende Gruppen: 
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1) Niedere Ueberschiebungen von Producten der Ä über Producte 
der C; beide Producte sind in den Coeffieienten von /' von gleicher 
Ordnung wie die ursprünglichen, und diese Ueberschiebungen sind also 
der obigen Anordnung nach frühere Formen. 

2) Theiie, bei denen an Stelle der Producte der Ä Ueber- 
schiebungen von Producten der A über Producte der C getreten sind. 
Diese Theile sind von demselben Gesammtgrade in den Coeffieienten 
von f, wie die ursprüngliche Ueberschiebung; aber aus dem früher 
von den A herrührenden Grade sind Dimensionen ausgeschieden und 
in C übergegangen. Diese Theile werden also erzeugt durch Ueber- 
schiebungen niederer Producte der A über höhere Producte der C, 
doch so , dass der Gesammtgrad erhalten bleibt. Auch diese also sind 
frühere Formen. 

- 3) Theile, bei denen Factoren D ausgeschieden sind, welche also 
frühere Formen sind, weil sich der Gesammtgrad der übrigbleibenden 
Factoren erniedrigt hat. 

Die fragliche Differenz ist also wirklich durch frühere Formen 
ausdrückbar, wie zu beweisen war. 

3. Nach dem Vorigen konnten die Ueberschiebungen von Producten 
der A über Producte der C durch Theile derselben ersetzt werden. 
So oft nun ein in Factoren zerfallender Theil existirt, wählen wir 
diesen. Jede solche Ueberschiebung aber kann dann, als ausdrückbar 
durch niedere Formen, ausgelassen werden. Und man hat den Satz: 

Alle Covarianten und Invarianten von f sind 
gau'ze Functionen der J^, C, D und derjenigen Ueber- 
schiebungen der Producte der ^ über die Producte 
der C, in denen kein zerfallender Term vorkommt. 

Da nun schon in § 54. bewiesen wurde, dass, wenn die A und 
die C endlich an Zahl sind, auch die Anzahl derjenigen Ueber- 
schiebungen von Producten der J. mit Producten der C eine endliche 
ist, welche kein zerfallendes Glied enthalten, so hat man nunmehr 
den Satz: 

Wenn die Formen (4ä — 4)**' Ordnung ein end- 
liches vollständiges System von Invarianten und 
Covarianten besitzen, so kommt auch den Formen 
(4Ä — 3)*«', (4Ä— 2)*«', (4A — 1)*«' Ordnung ein solches zu. 

Um die Endlichkeit des vollständigen Systems für jedes f zu 
beweisen, ist also nur noch nöthig, den Fall zu behandeln, wo n 
durch 4 theilbar ist, w = 4A, und wobei vorausgesetzt wird, dass für 
niedere Ordnungen der Beweis geliefert sei. 
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f 71. Der Fall^ wo h durch 4 thoilbar inU Eigenschaften der CoTarianie 

ntcr Ordnung und seweiten Grades. 

Auf den Fall n = 4h konnte der oben «geführte Beweis nicht 
ausgedehnt werden, weil in diesem Falle unter den niederen Formen 
zweiten Grades sich die Form 

befindet, welche selbst von der Ordnung n ist. 

Um dieaen Fall zu behandeln, werden wir das System der im 
Vorigen angewandten Formen -1 um eine endliche Anzahl gewisser 
anderer Formen vermehren, welche aus ihnen und aus K gebildet 
sind. Alsdann schliesst nmn K von der weiteren Benutzung aus und 
stellt dem erweiterten System der Formen A das System der Formen 
C, jD gegenüber, welches aus den Formen 

entsteht. Diese sind wiederum sämmtlich von niederer Ordnung als 
n, und das aus ihnen gebildete System der C, 1) ist daher der Voraus- 
setzung gemäss wiederum endlich. Man kann alsdann auf das erweiterte 
System der ^ und das System dieser r', 7), zu denen noch eine unten 
zu definirende einzelne Invariante J tritt, dieselben Betrachtungen, 
wie im Vorigen anwenden, und erledigt so den Beweis mit Hilfe der 
nämlichen Principien. 

Um aber zu dem erw^eiterten Systeme der A zu gelangen, ist es 
nöthigy einige die Form K betreffende Sätze vorauszuschicken. 

1. Die Ueberschiebungen von K mit /*, deren 
Hohe wenigstens gleich 2h ist, lassen sich aus 
Gliedern zusammensetzen, welche den symbolischen 
Factor {ah)'^^'^'^ enthalten, ausgenommen die 4fc*® 
Ueberschiebung, welche die Invariante 

liefert. 

Es sind nämlich die Glieder der (2A+^)'®" Ueberschiebung von 
K mit /*(A=0, l,2...2A— 1) sämmtlich von der Form: 

((y--=0, 1,2...2Ä-A). 

Daher hat die Ditterenz zweier (Jlieder, bei denen die Werthe 
von 6 sich nur um 1 unterscheiden, den Factor 

{a c) hjr - (h c) Qjr = (a b) Cjr ; 

eine solche Differenz enthält also den Factor (rtA)*^*+', aus w^elchem 
nach § 15. sich auch immer der Factor (a//)'*^'+'^ ableiten lässt. Kann 
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man daher noch zeigen, dass irgend eines der Glieder (1) ebenfalls 
so geschrieben werden kann, dass (a6p*+- als symbolischer Factor 
auftritt, so liisst sich jedes so schreiben, indem es sich aus diesem 
und den obigen DiflFerenzen zusammensetzt, und daher ist dann auch 
die ganze Ueberschiebung so darstellbar. Ein solches Glied ist nun 
bei ungeradem k: 

welches durch Vertausch ung von b mit c sein Zeichen ändert und also 
identisch verschwindet Bei geradem l aber hat man aus 

durch Vertauschuug von a mit c und Addition beider Ausdrücke: 
G, = i(ac)'''-' (a6)^+» (ic)^+' 6.,2a-A_, ^^ ^^ 

= i {acy^-^ (afe)^H-» {bcf'ry fc,2A-i-I ^^ c^ 

oder, wenn man die Potenz von (6c) «x — («0 ^* ®^^^^^^^^^' 

G, = ^^'-j-^ (iacy^iaby+' (bcy^"' a^^*-^-> t^^*-^-' Ca: + (a 6')'^*+* 31, 

wo nun der Factor von ^ rechts durch Vertauschung von a mit 

c in G übergeht, während {acy^'^^ M nach § 15. in {acy^'^^ JiT ver- 
wandelt werden kann. 

Der Ausdruck ( l j G^^ = G^ nimmt also 

den symbolischen Factor («6)'^''+'^ an und daher, da für gerades A der 
Factor 2 A — A — 3 nicht verschwindet, auch G^ selbst. Diese Ableitung 
setzt nur voraus, dass die in den Formeln als Exponent auftretende 
Zahl 2/t — A— 1 nicht negativ sei. Der Fall A = 2ä ist dadurch aus- 
geschlossen, wie der Satz es auch aussagt. Der Satz ist also in allen 
Theilen bewiesen. 

An diesen Satz knüpft sich der folgende: 

2. Die üeberschiebungen von Z" über sich selbst, 
deren Höhe wenigstens gleich 2h ist, zerfallen in 
Glieder, welche theils den symbolischen Factor 
(ahy^+^, theils den Factor J" enthalten. 

Die Glieder fg dieser Üeberschiebungen entstehen aus Ga, indem 
man c durch x ersetzt; daher enthalten wie dort die Differenzen r<f — fo+i 
immer den symbolischen Factor (a6)^*+^. Es ist also nur noch zu 
zeigen, dass irgend ein f den Forderungen des Satzes genügt. Nun ist 

r^ = (afcp>4 (axy^ (bxy V^'-i Xx'^''-^] 
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es enthalt den Factor (axy^ und, entsteht also durch Ueberseliiebung 
anderer Formen mit denjenigen, welche den s}Tnbolischen Factor 
(ox)'* und ausser a und x kein weiteres Symbol enthalten. Dies 
aber sind die Formen, von denen im vorigen Satze ausgesprochen 
wurde, dass sie bis auf eT^ den symbolischen Factor (Vii)*^*+*^ enthalten. 
Daher ist der obige Satz für f^ und somit auch für die gauzen im 
Satze genannten Ueberschiebungen bewiesen. 

Da jede den symbolischen Factor (xx'J^* enthaltende Form durch 
Ueberschiebungen der hier behandelten Formen mit Formen niedern 
Grades entsteht, so kaun man diesen Satz auch so aussprechen: 

Jede den symbolischen Factor (xx'j^^ enthaltende 
Form zerfällt in Glieder, welche theils den sym- 
bolischen Factor (f/7;)^^+-, theils den wirklichen 
Factor «/"enthalten. 



V 72. Beweis der Existeuz eines endliehen rollHtandigou Systems für 

den Fall 9 wo n durch 4 theilbar ist« 

Bezeichnen wir nun wieder durch 

diejenigen Covarianten von /', welche schon bei den Fonnen (4ä — 4)*®' 
Ordnung als Bildungen auftreten und welche nicht den symbolischen 
Factor (a&)'^* enthalten. Ihre Zahl ist nach der Voraussetzung endlich. 
Bilden wir dieselben Formen für if als Gnnidform, und scheiden 
wir alle diejenigen aus, welche den symbolischen Factor (xx'p^ oder 
deren Glieder den symbolischen Factor (a/>)'*^+"^, resp. J, haben, so 
erhalten wir Bildungen, welche durch 

bezeichnet werden mögen und zu welchen K selbst gehört. 

Galt für die A der Sfitz, dass jede Covariante von f sich aus 
Producten der A und aus Formen zusammensetzt, welche den sym- 
bolischen Factor {cihy^' haben, so entspricht diesem, dass alle l)o- 
varianten von K sich aus Producten der A tmd aus solchen Formen 
zusammensetzen, welche entweder den symbolischen Factor (xx')'^'* oder 
den symbolischen Factor (ai}^^'+' haben. Aber von den letzten Be- 
stimmungen kommt die erstere auf die letztere nach dem vorigen 
Paragraphen zurück, abgeselien von Gliedern, die den wirklichen 
Factor J haben. Man hat also den Satz: 

Alle Covarianten von K setzen sich aus Pro- 
ducten der A' zusammen, und aus Gliedern, welche 
theils den symbolischen Factor (ah)'^^'-^^, theils den 
wirklichen Factor J haben. 
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Aehnlich wie in § 70. beweist .man nun eine Reihe von Sätzen 
über die Art und Weise, in welcher alle Invarianten und Covarianten 
von f sich ausdrücken lassen. 

1. Jede Covariante oder Invariante von /^ setzt 

sich zusammen aus einer ganzen Function der Ay 

der A und der Ueberschiebungen von Producten 

der-4überProducteder A\ und aus Gliedern, welche 

den symbolischen Factor (a6)**+^ oder den wirklichen 

Factor J enthalten. 

Dieser Satz ist richtig für die Bildungen ersten und zweiten 

Grades, welche theils den A, theils den J.', C, D selbst angehören. 

Nehmen wir daher den Satz für Bildungen bis zum (m— 2)*«° Grade 

einschliesslich als erwiesen an und zeigen wir, dass er dann auch für 

Formen vom m*®° Grade gilt, so ist er überhaupt bewiesen. . Nun 

zerlegt sich jede Covariante oder Invariante m*®° Grades nach dem 

Früheren in eine ganze rationale Function der A und in Terme, welche 

den symbolischen Factor (a6)^* haben, also aus Ueberschiebungen 

von Formen (m— 2)*®" Grades über K (welches den A angehört) und 

über die niedem Formen zweiten Grades (welche zu den C gehören) 

entstanden sind. 

Von den Formen (m— 2)*«° Grades, über welche K und die 
niederen Formen zweiten Grades hierbei geschoben werden, gilt der 
Voraussetzung nach bereits der zu beweisende Satz. Demnach besteht, 
indem wir die im Satz enthaltene Form insbesondere für die über K zu 
schiebenden Ausdrücke einsetzen, jede Invariante und Covariante aus 
Theilen folgender Art: 

1. aus einer ganzen Function der -4; 

2. aus der Ueberschiebung von K (einem A) über eine ganze 
Function der A, A und der Ueberschiebungen von Producten der A 
über Producte der A\ 

3. aus Gliedern, welche den symbolischen Factor («6)'^'+^ oder 
den wirklichen Factor J haben. 

Die erste und dritte Classe von Gliedern hat schon die verlangte 
Form; nur von der zw^ten Classe ist noch zu reden. 

Die Glieder dieser Classe kann man nach einem oft angewandten 
Satze aus Ueberschiebungen entstehen lassen, bei welchen immer eine 
nur aus Symbolen der A zusammengesetzte Form über eine nur aus 
Symbolen der A zusammengesetzte geschoben wird; also, wenn wir 
die A und die A wie zwei Systeme unabhängiger Formen behandeln, 
eine Covariante der A über eine Covariante der A, Die letztere ist 
nach dem Vorigen bis auf Glieder mit den Factoren («6)2^+^ und J 
durch eine ganze Function der A ersetzbar; und da die Glieder mit 
den Factoren (a 6)^^ +2 und J in die dritte Classe gesetzt werden können, 
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SO bleiben in der zweiten Classe nur Ueberscliiebungeu von Producten 
der Ä' Ober Coyarianten der A, 

Die letztem, welche höchstens vom Grade m — 2 sein können, 
bestehen der Annahme nach aus einer ganzen Function der A, der 
A' und der Ueberschiebungen von Producten der A über Producte 
der Ä\ und ans Gliedern, welche den symbolischen Factor (/i /j) '*'' + • 
oder den wirklichen Factor J besitzen. Scheiden wir also wieder aus, 
was schon den Forderungen des Satzes genügt^ so bleiben nur die- 
jenigen Glieder übrig, bei denen Producte der A' über Terme ge- 
schoben werden, welche nicht mehr ausschliesslich Producte der A 
sind, sondern nothweudig ausser Factoren A auch Factoren A' oder 
Ueberschiebungen von Producten der A über Producte der A' ent- 
halten. Wenn wir also diese Glieder zweiter Classe wieder durch 
Ueberschiebungen von Producten der A' über Co Varianten der A er- 
setcen, so sind wir bei dieser Betrachtung, von Ueberschiebungen 
der Ptoducte der A' über Covarianten der A ausgehend, wieder zu 
solchen gekommen. Aber wiihrend der Gesammtgrad in den Coef- 
ficienten von /' beidemal derselbe war, ist der von den A herrührende 
Theil des Gesammtgrades geringer geworden. Fahre^i wir also auf 
dieselbe Weise fort, so können wir die Glieder zweiter Classe, immer 
mit Ausscheidung von Termen, welche den Bedingungen des Satzes 
schon genügen, auf andere zurückführen, in denen immer hr>here 
Producte der A' über immer niedrigere Covarianten der ^1 geschoben 
werden. Man gelangt also endlich zu Gliedern, welche nur noch 
Ä', die A aber gar nicht mehr enthalten, und daher durch Producte 
der A' und durch Glieder der dritten (Jlasse ersetzbar sind. 

So sind also alle oben aufgeführten Glieder auf die im Satze an- 
gegebene Form zurückgeführt, und der Satz ist damit l)ewiesen. 

2. In dem obigen Satze kann man die Ueber- 
schiebungen von Producten der A über Producte 
der A' immer durch Theile derselben ersetzen. 

Theile der Ueberschiebungen werden dabei nur so zu bilden sein, 
dass man die A entweder durch ihre eigenen Symbole oder wieder 
durch Symbole anderer A^ aber nicht durch andere Symbole aus- 
drücken darf; das Entsprechende gilt in Bezug auf die Ä. 

Der Beweis wird ganz wie in § 7(>. geführt. Man zeigt, dass, 
wenn man eine bestimmte Anordnun«^ der genannten Ueberschiebungen 
(die nullten eingeschlossen) voraussetzt, Theile der Uel)erschiebungen 
sich von den ganzen nur durch Terme unterscheiden, welche theils 
sich aus früher auftretenden Ueberschiebungen zusammensetzen, 
iheils den symbolischen Factor (a/v)*^H 2 qJ^j. ^^^ wirklichen Factor 
J enthalten. Bis auf die letztgenamiteii GWedet, >w^öw^ \^^\S\'ö»;>^\» 
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gleichgiltig sind , kann man also die ganzen Ueberschiebungen aus 
den für sie eintretenden Theilen zusammensetzen, wodurch der Satz 
bewiesen ist. 

Die Anordnung ist, ganz entsprechend dem unter 2. § 70. Ge- 
sagten, folgende: Alle Ueberschiebungen von Producten der A über 
Producte der A\ einschliesslich der -4, A' und ihrer Producte selbst, 
ordnet man 

1. nach dem Gesammtgrad in den Coefficienten von f (auf- 
steigend) ; 

2. innerlialb dieser Gruppen nach dem Grade, soweit er von den 
A herrührt (aufsteigend); 

3. innerhalb dieser secundären Gruppen nach der Höhe der 
Ueberschiebung (aufsteigend). 

Nun ist nach § 53. die Differenz zwischen einer Ueberschiebung 
und einem ihrer Theile im oben definirten Sinne ein Aggregat aus 
niederen Ueberschiebungen von Covarianten der A über Covarianten 
der A\ Statt der letztern kann man bis auf Terme mit dem sym- 
bolischen Factor (a&)^^+^ oder mit dem wirklichen Factor J Producte 
der A setzen. Statt der erstem aber muss man entsprechend nicht 
nur Producte der -4, sondern auch noch Aggregate der Aj Ä und 
der Ueberschiebungen von Producten der A über Producte der Ä 
setzen. Die von den Producten der A herrührenden Bestandtheile 
des Aggregates kommen in der obigen Anordnung früher vor, weil 
sie in niederen Ueberschiebungen auftreten. Die anderen lassen sich 
auf Ueberschiebungen von Covarianten der Ä über Covarianten der 
A zurückführen , bei denen der Grad , soweit er von den A herrührt, 
niedriger ist als in dem Aggregate selbst. Man ersetzt sie durch 
Ueberschiebungen von Producten der Ä über Covarianten der Ay und 
die Covarianten der A durch ganze Functionen der A^ AI und der 
Ueberschiebungen von Producten der A über Producte der A, Scliei • 
det man hier nun die Theile aus, welche nur von Producten der A 
herrühren, so sind dieses der obigen Anordnung nach frühere Ueber- 
schiebungen, weil der Grad, soweit er von den A herrührt, niedriger 
ist. Der Rest aber, welcher dann übrig bleibt, ist abermals, soweit 
die A noch darin vorkommen, von niederem Grade u. s. w. 

Man gelangt also auf diesem Wege für die Differenz zwischen 
einer Ueberschiebung eines Products der Ä über ein Product der A 
und zwischen einem Theile derselben zu einem Ausdruck, welcher 
zunächst aus einer niedern Ueberschiebung besteht, sodann aber aus 
einer Reihe von Ueberschiebungen der Producte der A über Producte 
der Ay bei denen die letzteren Producte immer niedrigem Grades 
werden, und welche also mit Producten der A allein endigen 
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moas. Jene Differenz ist also in früher auftretende Formen aufgelöst, 
wie es sein sollte. 

3. Da nun wieder statt der Ueberschiebungen von Producteu der 
Ä über Prcdncte der A Theile derselben gesetzt werden können , so 
kann man^ so oft serfallende existiren, immer diese wühlen; und 
wenn man also eine möglichst geringe Zalil von Formen sncht^ aus 
denen alle sich zusammensetzen lassen, so kann man diese ganz über- 
gehen. Die Anzahl der übrigbleibenden Ueberschiebungen isi aber 
endlich; nnd man kann den Satz aussprechen: 

Bezeichnen wir durch A^' , A^" , . . Aq* die Formen 
Ay A und diejenigen ihrer lJeberschiel)ungen, 
welche kein zerfallendes Glied enthalten^ so ist 
jede Covariante oder Invariante von f zusammen- 
gesetzt aus einer ganzen Function der endlichen 
Fornienreihe Ä' und aus Termen, welche den sym- 
bolischen Factor (a/>)*^^+^ oder den wirkliclion Factor 
J enthalteiL 

Hiermit ist der Unterschied aus dem Wege geräumt; welcher bis- 
her zwischen den Formen einer durch 4 theilbarcn Ordnung und den 
andern bestand; nümlich der Unterschied ^ dass unter den Formen 
zweiten Grades mit dem symbolischen Factor {ahy^ sich eine (AT) 
befand y deren Ordnung gleich der von /' war, deren vollständiges 
System also nicht als endlich vorausgesetzt werden durfte. Wir können 
den Beweis des § 70. jetzt sofort wörtlich wieilerholen; wenn wir 
nur an Stelle der A das erweiterte System der A" , an Stelle der C, 
D das simultane Formeusystem der Formen 

setzen ; den I) aber noch die Invariante J hinzufügen. 
Somit ist denn also überhaupt der »Satz ))ewiosen: 

Jede binäre Form besitzt ein endliches voll- 
ständiges System von- Invarianten und Covariunten. 

Und indem wir die Sätze des § 54. hinzunelinien y haben wir 
ebenso fQr ein System von Formen den Satz: 

Jedes System simultane r binärer Formen bef=:itzt 
ein endliches vollständiges System von Invarianten 
und Covarianten. 
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§ 78. Formensystem der Formen fQnfter Ordnnjig« 

Als Anwendung and Erläuterung der obigen Betrachtungen will 
ich die vollständigen Systeme der Formen fänfter und sechster Ord- 
nung entwickeln^ wobei denn zugleich einige Hauptpunkte aus der 
Theorie dieser Formen zu besprechen sein werden. Den allgemeinen 
Untersuchungen des Vorigen gegenüber handelt es sich nunmehr da- 
rum ; aus den Systemen^ wie sie allgemein entwickelt wurden^ alle 
überflüssigen Formen auszuscheiden; und man wird sehen ^ wie schon 
bei den Formen sechster Ordnung die Zahl der auszuscheidenden 
Formen sehr gross ist und ihre Ausscheidung nicht unerhebliche 
Schwierigkeiten mit sieb führt. Man sieht , wie auf diese Weise trotz 
der principiellen Erledigung der ganzen Frage für jede besondere 
Ordnung noch immerhin gewisse^ dieser Ordnung eigenthümliche 
Aufgaben zu losen bleiben^ wenn man ein kleinstes vollständiges 
System angeben will. 

Die Form fünften Grades 
besitzt zwei Covarianten zweiten Grades: 

Nach § 70. entstehen alle zu f gehörige Formen, indem man 
Producte von solchen Formen, welche schon bei Formen vierten 
Grades auftreten und welche den symbolischen Factor (a 6)^ nicht ent- 
halten, über Producte von Formen schiebt, welche zu denjenigen aus 
f entstehenden Formen zweiten Grades gehören, deren Ordnung nie- 
driger als n. Man sieht, dass diese niederen Formen zweiten Grades 
sich auf die Form i reduciren, und sie selbst liefert nur noch eine 

Invariante : 

A = {iiy. 

Dagegen bestehen die aus der vierten Ordnung herübergenommenen 
Formen aus den folgenden 5: 

f, H, T=(ßby(ca)ajbjcs\ i, i = (afc)«(ac)2(6c)«a,6,^,. 

Von diesen ist die vierte wegzulassen, da sie den symbolischen 
Factor {aby enthält. Aber auch die fünfte lässt sich so umformen, 
dass dieser Factor erscheint. Denn da aus der Identität 

p+g+r=0 
die Gleichung 

Ii^ + ^ + f^ = (^pqr 
folgt, so hat man, wenn 
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p={bc)ajr, q={ca)hjr, r={ah)c, 
gesetzt wird: 

{ab) {hc) {cd) ff, i, fx = i I {bcY aj + {caf fc/ + (ahy c^? \ . 

Mnltiplicirt man dies mit(ff2^) (7>r) (ra), so entsteht links j, rechts 
aber erhält man drei gleiche Terme, und also 

Diese Form cnthillt, wie man sieht, den Factor (r/ />)^ ; sie entstellt 
übrigens als sweite Ueberschiebung von f über / und kann daher auch 
8o geschrieben werden: 

i=— (*a)*ffx^. 

Es sind also nur die drei Formen f, H, T, deren l^oducie von 
der Form /^ HfiTy nmn über Potenzen von i zu schieben hat, um alle 
Formen des Systems von f zu finden ; und von solchen Ueberschiebun* 
gen sind nur solche beizubehalten, in denen kein zerfallender Term 
vorkommt. 

Nach dem, was in § 5G. angegeben wurde, hat man zunächst 
üeberschiebnngen von i und seinen Potenzen über die einzelnen For- 
men f, H, T zu bilden, sodann aber noch gewisse Invarianten, welche 
durch Ueberschiebung einer Potenz von i über Producte ungerader 
Formen, f:f^ f^T^ T,T entstehen. Die sämmtlichen auszuführenden 
Ueberschiebungen sind also folgende: 

i über bez. f, H, T, erste und zweite , 

t* über bez. f, H. T, dritte und vierte, 

i" über f^ fünfte, 

? über bez. jff, T, fünfte und sechste, 

i^ über T, siebente und achte, 

t* über T, neunte, 

t* über /*-, zehnte, 

P über f, T, vierzehnte, 

t» über T% achtzehnte. 

Von diesen Ueberschiebungen sind folgende auszulassen, indem 
sie sich durch niedere Formen ausdrücken: 

1. Die erste Ueberschiebung von / über T, die dritte von /"* 
über r, die fünfte von i" über T, und die siebente von /^ über J", 
weil T Functionaldeterminante ist (§ 50.). 

2, Die letzte. In der Theorie der Formen vierter Ordnung lernten 
wir die Gleichung kennen: 

Vi».* 
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Nach der von uns eingeführten Bezeichnung besteht diese Gleichung 
fort, wenn wir unter T, H, f, i, j die in der Theorie der Formen 
fünfter Ordnung ebenso bezeichneten Formen verstehen. Die acht- 
zehnte Ueberschiebung von i^ über T^ kann also aus den achtzehn- 
ten Ueberschiebungen von t* über 

zusammengesetzt werden. Diese drei aber sind sämmtlich aus- 
zulassen. 

Was die achtzehnte Ueberschiebung von i^ über H^ betrifft, so 
gehört sie unter die Bildungen^ deren System wir hier untersuchen, 
und muss ausgelassen werden^ weil sie ein zerfallendes Glied enthält, 
die dritte Potenz der sechsten Ueberschiebung von i^ über H. 

Anders verhält es sich mit den achtzehnten Ueberschiebungen 
von i® über iHf^ und j/^. Die Formen iHP und jP sind hier 
nicht mehr in dem Schema f^H^Ty enthalten; man kann also auch 
aus der Existenz zerfallender Glieder der Ueberschiebung nicht mehr 
ohne Weiteres folgern, dass die Bildung überflüssig sei, sondern man 
muss andere Schlüsse anwenden. 

Erwagt man, daaa j^— {atfa,^, so sieht man, dass die beiden 
fraglichen Ueberschiebungen sicli so darstellen lassen, dass zehn ver- 
schiedene Symbole von i und daneben nur Symbole von H und f 
vorkomnjien. Man schliesst daraus, dass diese Ueberschiebungen 
ersetzt werden können durch Ueberschiebungen von Hf* und f^ über 
Co Varianten von t, welche in Bezug auf die Coefficienten von i vom 
zehnten Grade, in den x von den Ordnungen 16 und 20 sind. Da 
nun alle Covarianten von i die Form Ä'^i^ haben, so ist für den 
erstem Fall 

2x + A = 10, 2A = 16, 

d. h. 

A = 8, x=l, 

für den zweiten 



d. h. 



2x + A=ilO, 2A = 20, 
A=:10, x = 0. 



Die erste dieser beiden Ueberschiebungen erhalt also direct den 
Factor Ä und reducirt sich daher auf niedere Formen. Die andere 
führt auf die zwanzigste Ueberschiebung von i'^ über f*. Diese Bildung 
gehört dem betrachteten System von Ueberschiebungen an, aber sie 
ist auszulassen, da sie ein zerfallendes Glied enthält, das Quadrat der 
zehnten Ueberschiebung von t* über /^. 
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Mit Uebergehung der genannten Formen erhält man nun fol- 
gendes 

YoUstibidige Formensystem der Formen fünfter Ordnung- 
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In dieser Tafel sind jedesmal nur die beiden abereinander/.u- 
Bchiebenden Formen angegeben und die Höhe der Ueberschiebung 
durch einen untern Index angezeigt. 



# 74. Ersetiun^ der Formen , welche die Tafel enthält» durch andere. 

Die Formen der vorstehenden Tafel kann man zum Theil durch 
andere ersetzen; indem man, den Sätzen des § 70. gemäss, die Ueber- 
schiebung durch Theile derselben (in dem dort definirten Sinne) ersetzt. 

Wir wollen nun diejenigen Formen angeben, welche an Stelle 
der wesentlichsten Formen der Tafel im Folgenden benutzt werden 
sollen. Es ist, wie oben gezeigt wurde, 

(1) ./=-(«0*ax' = -(i;a; 

dies ist die niedrigste Covariante dritter Ordnung. An Stelle der 
zweiten quadratischen Govariaute (t^^H)^ können wir nun das Glied 
setzen: 
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oder, wenu wir für — {aif Uh akan das Symbol jhjkjm setzen, und 
ähnlich für — {ht)^bkhkhm, 

(2) t^Uf^ufs. 

Diese Form ist also zugleich die quadratische Co Variante der 
cubischen Form j. 

Die dritte quadratische Govariante {PyH\ kann man ersetzen durch 

^ = - (a by (a ty {h iy ia %') bs i\ . 
Dies ist die erste Ueberschiebung von t mit i: 

(3) '^=(iir)ixr*. 

Es folgt daraus nach der Formel- (1) des § 57., dass %^ als qua- 
dratische Function von t, t darstellbar ist: 

(4) d« = -iL4t«-2i?it + Ci«l, 
wo Aj B, C die Invarianten bedeuten: 

(5) A=={iiy, JS = (it)*, C={rxy. 

Die Invariante Ä ist die in der Tafel ebenso bezeichnete. B kann 
an Stelle der zweiten, ü an Stelle der dritten Invariante der Tafel 
eingeführt werden. Was B angeht, so -ist ein Glied von (i'*,!/)^: 

(aby (aty {bij {ai") {bi") = {jj'f iji") WH = (t »'? = -B- 

An Stelle der in der Tafel vorkommenden Ueberschiebung (t\/^),„ 
betrachte ich zunächst das folgende Glied derselben: 

M= {ai) (bi) (ai'Y {bt')* (at"")* (6i»>)* 

^' =0'»)(/»)(itTO"'»T- 

Diese Invariante, welche wir spater mit C in Beziehung setzen 
werden, steht mit den linearen Covarianten in genauem Zusammen- 
hang. Die einfachste lineare Covariante ist: 

(7) a = {i*,f\ = («• «)* (i'a)« a, = - C/ t^j^ . 
Die zweite ist die erste Ueberschiebung von a mit i: 

(8) ß = (:i^,f)i = (J^a)* (t-a)« (ia) t, = (ia) ü . 
Die Determinante dieser beiden aber ist 

(9) Jf=(at)» = (/3a). 

Die übrigen linearen Covarianten sind, aus {i*,T)^ und (i^,T),j: 

y = (abf {ac) (o *)* (6»")* ix . {ci'f {ci'*>y 
= (a 6)* (a «) (a i')* (b *")» 6, = (jj)* U «) Ir , 

oder endlich 

(10) y = (««)t,; 
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und 

= (aft)«C««)(«0*(6*T (Pi) i^^ijjyija) ifi) i, 

= ita)(ti)i, 

= i (ir) Jr, (/er) - 1, (t«) I - ^ (/t) Ir, (i«) + /, (ra)). 

Der erste dieser beiden Theile ist { B a] man kann daher au Stelle 
dieser linearen Covarianten den zweiten setzen, nur mit verilndertem 
Yorseiclien: 

(11) d = (^a)^,. 

Die drei höheren linearen Covarianten sind also die ersten lieber- 
Schiebungen der niedrigsten (a) mit den quadratischen Covarianten. 

Ausser diesen Formen werden wir im Folgenden nur noch die 
letzte Invariante benutzen, welche in der Tafel durch {PjfT)^^ be- 
xeiehnet wurde. Sie ist vom achtzehnten Grade und nimmt daher, 
als von ungeradem Charakter, eine abgesonderte Stellung ein. Wir 
wählen, um diese Invariante auszudrücken, dasjenige Glied der Ueber- 
scbiebung {i',fT\^, welches entsteht, wenn wir i* viermal über / 
schieben (a), sodann ein Glied der achten Ueberschiebungeu von i^ 
Ober T nehmen (y), und das Product ay zweimal über i scbiebcu. 
So erhalten wir die liermite'sche Invariante*: 

E = {ia) (iy) = (*a) {ir) (t «), 
oder kürzer: 

(12) JB = (*«)«. 

I 75. Invariantenrelationen. 

Die im Vorstehenden betrachteten Formen führen auf eine Reihe 
von Invarianten, deren gegenseitige Beziehungen jetzt noch untersucht 
werden sollen und welche uns zugleich Gelegenheit zur Entwickelung 
einiger Relationen geben werden, deren wir spater bedürfen, womit 
dann die Betrachtung der Formen fünfter Ordnung hier vorläufig 
abgeschlossen werden mag. 

Wenn man in der Gleichung (4) a, und — a^ an Stelle von x^ und 
x^ setzt, so erhält man das Quadrat der Invariante ungeraden Cha- 
rakters durch Invarianten geraden Charakters ausgedrückt; es wird 
nämlich 

(1) iP = -i(^i^«-2JSJtf-Yi-CJtf«). 

Dabei ist M={iaf die oben so bezeichnete Invariante; N ist 
analog gesetzt für 

(2) N=(ta)\ 

* Hermite in Cambr. and Dublin Muth. Journal, Bd. 9. 
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Auch die Determinanten, welche die vier linearen Covarianten 
unter einander bilden: 

0»«), (y«), irß), (*a), iSß), (*y> 

kann man leicht durch die sechs Invarianten Ä, B, C , M, N, R aus- 
drücken. Es war schon oben 

(3) (ßa) = M 

gefunden. Sodann ist aus den Formeln (8), (10), (11) des vorigen 
Paragraphen 

(ya) = (ra)« :=N 

(4) (««) = (*«)« =B 

• (yß) = (r a) (tß) = (ra) (ri) (ia) = - B. 

Es bleiben also nur noch auszudrücken die beiden Invarianten 

{dß)^(»a){»t){ia) 
{dy) = {»a)l»t)(ta). 

Sie entstehen aus den ersten Ueberschiebungen von ^ mit i und 
r, wenn man darin x^ = a^, a?, = — «j setzt. Nun sind jene Ueber- 
schiebungen, da d" selbst die erste Ueberschiebung von i mit r ist, 
nach § 57. 

{^t) ^, i, =i {r {Uy^i (t ^y\ = i{tÄ^iB) 
^ ^ (^T)^,ir, = ^{T(ir)»-i(rr')«| = i(Tl?-iC), 

und daher, wenn man nun x^ = a^^ x^^^-^a^ setzt: 

(«^) = i(J^^-Jlf^) 
^ ^ {dy)=^^{NB-^MC). 

Die einzigen Invariantenrelationen, welche noch abzuleiten bleiben, 
sind sonach diejenigen, welche M und N mit A, B, C verbinden. 
Es wird sich zeigen, dass M und N sich als ganze Functionen von 
A, B, C auf einfache Weise darstellen. 

Was zunächst N betrifft, so ist, wenn wir für a den Ausdruck 
(t=^ — Utfjx setzen: 

2^=(r«)« = (rj-)(rj')(ij-)*(0T 

= irj) (rJO {ij) ii'j') t (iO {jf) + (i/ ) (t'j) j. 

Im ersten dieser beiden Glieder vertauschen wir i mit i' und 
setzen für das ursprüngliche Glied die halbe Summe desselben und 
des neu eutstandenen. Dann haben wir für dieses Glied: 

\ (tj) itjiDi') Uf) I C^/) (O") - (if) (i'j) } 

In dem zweiten Gliede von N setzen wir nach der Identität V. 
des § 15. 

{rj) (r/) {ij) (vi - i I {tjy {ijy + {tjy (ijy - {vir 07? |. 
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Bemerken wir aber, dass nach der Theorie der cubischen Formen 
{rjfjjf identisch Null ist, weil r die quadratische Covariante von j, 
so können wir die mit (r./)*, (r/)' behafteten Glieder auslassen und 
erhalten nur: 

- i J? . (0-) . <//) • (*/)- = - i 7^. 
Es ist abo 

(7) N=^\(ÄC-IP). 

Man kann aber N auch durch die Determinante von d^ ausdrücken ; 

denn »etat man in der ersten Gleichung iii) x^=r^y x^= — t^, so 

erhalt man 

i {A C-li^) = (^0 (&T) (ix) =. i^^'f, 
also auch: 

(8) N={^»y. 

Als eigentliche Quelle dieser Umformungen ist ein Satz über die 
Form ^zu betrachten, nach welchem dieselbe zugleich durch die Form 
^** (jf^)f die erste Ueberschiebung von ,;" mit a, dargestellt wird. Es ist 
nämlich; indem man — jxOO^ für a einführt: 

jr*(jK) = -jJ(.jf)U'l)' 

=-iij.r)\j^Hf')*-j.H.iiy\ 

= iajT'-!lyx(//)+/x(.//;l 

= (T/)*.rT,= — d. 

Die Ueberschiebung von a mit./ giebt die Form 
d', uur mit eutgegeugesetztem Zoichuu. 
Daher 

{»»y = 07)* u «) (/ «) = (T «/ = X. 

Dass ausserdem 

folgt direct aus der Theorie der Formen zweiter Ordnung, welches 
auch i und r seien (§ 57. am Ende). 

Schwieriger ist die Aufgabe, auch M durch A, li, C auszudrücken. 
Man gelangt zu ihrer Lösung mittelst einiger Ililfssiltze. Der erste 
derselben heisst : 

Die dritte Ueberschiebung von /' über j ver- 
schwindet identisch. 
Es ist nämlich diese Ueberschiebung 

oder wenn man f ür j den Ausdruck —ihifhj setzt: 
- (6 0* {h ay aj = ^ {a hf \ «,^ (l if- - bj {a iy \ 

was identisch Null ist, wie zu beweiseu war. 

■ Wegen dieses Satzes kann man jedes Glied , in welchem der sym- 
bolische Factot (Jay vorkommt, als identisch verschwindend übergehen. 
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Der zweite Hilfssatz bezieht sich auf die zweite Ueberschiebung 
von f über t. Diese Form 

kommt in der Tafel nicht vor. Da sie vom Grade 7 und der Ord- 
nung 3 ist; so kann sie sich nur aus den Formen jy {pif)^^ i, t, 
aj ß, A zusammensetzen. Doch sieht man sogleich , d.iss zu (i^,f)sf 
Xj ß keine Formen existiren, welche, mit ihnen multiplicirt, jenen 
Grad und jene Ordnung geben. Es bleiben also nur die Producte 
Ajy iu, welche diese Eigenschaft besitzen ^ mithin muss eine Gleichung 
der Form stattfinden: 

(9) {azyas^^p.Aj + q.ia, 

wo p, q reine Zahlen sind. 

Schieben wir diese Gleichung dreimal über f, so verschwindet 
nach dem vorigen Hilfssatze das erste Glied rechts und man erhält: 

(aty (afc)» bj^q. {iby (ab) bj, 
oder 

« . 0'«)^' = i (« hy [{ary bj - (6 r)« aj] 
= ^iabyTs[liat)b^ + (bt)a^] 
= {aby (ar) bx t» = (» t) i^ r, = ^. 

Hier ist nur nach den früheren Sätzen der üoefficient von q links 

gleich — -O"; es bleibt also 

q 1. 

Um sodann p zu finden, schiebe ich i zweimal über die Gleichung 
(9). Links kommt dann 

{aty {aiy a, = — (jryj^, 

was nach der Theorie der cabischen Formen identisch verschwindet; 
rechts aber erhält man 

0=pA Uiy ix + 1 1 {Uy «X + 2 (n^J («0 i.]. 

Nun ist (jiyijg=2 — a und 

Daher geht die Gleichung über in 
oder man hat 

Die zweite Ueberschiebung von f über r hat 
den Ausdruck: 

(10) iatyaJ^-^Aj-ia. 

Um nun die gesuchte Invariantenrelation zu finden, schieben wir 
^ diese Gleichung zuerst zweimal über j und erhalten: 
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(ary (ajy aj. = - J J t - i [(/ /V aj, + 2 ^ij) (« j) ij^l 

Diese neue Gleichung schieben wir nun zweimal über /. Dann 
ergiebt sich 

Das dritte Glied rechts verschwindet, weil es durch Vertauschung 

V 

von t mit t das Zeichen wechselt ; das zweite ist -^ . Rechts aber 

steht: 

(ary (ajy (a i) ij i . = {a r) {aj;- {n i) [{a /) (7 t) + (aj) (r Ol- 

Das zweite Glied ist auszulassen, weil es den Factor (qjf besitzt; 
dos erste wird, weil 7 = — (/rt)-^^.^: 

(ar) (ajj» (aiy- Ot) = - (/t) (.,r) (.0)* = - (rrY = - C. 

Und man hat daher die gesuchte Relation ausgedrückt durch die 
Gleichung: 

(11) 3C+M=2AB. 

In Folge dieser Gleichung kann man, wie auf S. 278 erwilluit, 
auch C an Stelle von M als fundamentale Invariante benutzen. 

I 76to Formensystem der Formen sechster Ordnung« 

Bei den Formen sechster Ordnung sind von der vierten Ordnung 
nur dieselben Formen herüberzunehmen, wie bei der tiinften, nilmlich 

denn 

j^.ahr(arr{bcYaJ.K-C:,^ 

geht wie dort in die Form (§ 73.) 

j = '-{n bY {a c) (b v) fir b,r t^* 
über, welche wie 

/ = {ii by aJ b.r' 

den symbolischen Factor (jtby euthiilt. 

Die Formen zweiten Grades, welche von niedrigerer Orduung als 
/"sind, werden hier: 

(2) i = (abyajb,-^, Ä = {abf. 

Die biquadratische Form / veranlasst sofort die Bildungen 

(3) T=(rO«(ri)i,/VrV, 

Die sammtlichen Covariiinteu und Invarianten von / 
bestehen also aus den Formen (1), (2), (3) un.d aus Ueber- 
schiebungen von Producten f'' H^ Tr über Producte i>A^T'. 
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Aber das System von Formen, welches man auf diese Weise er- 
halten würde ; wäre sehr gross, und enthielte eine Menge überflüssiger 
Formen. Die mühsamen und wenig interessanten Reductionen, welche 
nöthig sein würden, um alle diese überflüssigen Bildungen auszu- 
scheiden, kann man mittelst einer Betrachtung umgehen, welche 
gewissermassen eine fortgesetzte Anwendung derjenigen Principien 
enthält, die zum Beweise der Endlichkeit des vollständigen Formen- 
systems führten. Der Vorzug der Einfachheit, welchen die ent- 
sprechende Untersuchung bei den Formen fünfter Ordnung besass, 
rührte wesentlich daher, dass dem System /" Hß T^ nur das Formen- 
system einer quadratischen Form i, also nur Potenzen einer Form 
gegenüber gestellt wurden, während hier auch das zweite System 
/PA9T'* einen verwickeitern Charakter hat. Man kann nun folgenden 
Weg einschlagen, um hier ähnliche Vortheile zu erreichen, wie sie 
bei den Formen fünfter Ordnung eintraten. Man vermehrt das System 
/', Hj T um einige Formen; zeigt dann aber, dass alsdann alle Bil- 
dungen durch Ueberschiebungen von Producten dieses erweiterten 
Systems über Potenzen einer quadratischen Covari'ante Z entstehen, 
welche in den Coefflcienten von f von drittem Grade ist. Indem 
man also das zweite System nicht mehr aus den Covarianten zwei- 
ten Grades entwickelt, sondern auf solche vom dritten Grade ein- 
geht, muss man allerdings das erste System, welches sonst nur die 
aus der vierten Ordnung herübergenommenen Formen enthielt, erwei- 
tem; aber dieser Umstand wird bei weitem durch den Vortheil über- 
wogen, dass das zweite System dann wieder nur aus einer einzigen 
quadratischen Form besteht. 

Um die in Frage stehende Betrachtung durchzuführen, ist es 
uöthig, einen ganz ähnlichen Gang zu verfolgen, wie in dem all- 
gemeinen Beweise. Zur Vorbereitung aber muss ich einige Sätze an- 
geben, welche sich auf gewisse Eigenschaften von i beziehen. Es 
sind folgende: 

1. Die dritte Ueberschiebung von f mit i ver- 
schwindet identisch. 

Man hat nämlich 

= {ahf {caf (cb) cj 6, \{ac) K + (cb) a,j. 

Beide Theile dieses Ausdrucks verschwinden, der erste, weil er 
bei Vertauschung von b mit c, der zweite, weil er bei Vertauschung 
von a mit b das Zeichen ändert. 

2. .Die biquadratische Covariante von i setzt 
sich aus dem Producte A.i und aus der zweiten 
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Ueberschiebung vou f mit der einfachsteu quadra- 
tischen Covariaute 

zusammen. 
Nach der Identität (III) des § 15. ist uumlich: 

- 2 {a bf (b iy- a,^ iV - 2 (a if (b i)' a.* M| , 
oder 

(4) 0=A.i + 2(aI)*a^*-4iaby{arjnjir*-2{nbf{aiy{biyaJbJ. 

Die letzten beiden Glieder dieser Gleichung kann man nun anders 
ausdrücken. Schieben wir /' dreimal über die nach Satz 1. verschwin- 
dende Covariante {aiyax^ix, so erhalten wir 

oder wenn im ersten Theile a mit b vertauscht, sodann aber das 
Prodnct (ai) {bi) axb^r mittelst der Identität (II) § 15. umgeformt wird: 

= H« J^y *** I (^ 'T iJ + ('> if flx- + (aJ) (b a, b^ j 

- 3 (a iy (a by bj {a i) {b !) a,, b^ 

= H« &)* i'^ {3 (« i? hj - ^ (a 6)^ ij\ 

- i {aiy (o by bj liaif bj + {b iy aj - {aby ij } 
oder: 

(5) 0=3 (rt by (r/ iy b/' ij _ ^^ - ^ (Z by &,^ 

-U^o'iJ^nHabyajb/. 

Fohren wir hieraus den Werth des letzten Gliedes in die Gleich- 
ung (4) ein, so erhalten wir nach Divison mit 4: 

(6) 0=4^ + (^ '^' ^'' - 2 (« by {a 0- i/ /.-. 

Es ist endlich 

A=^{ityiJ'i'J = ^iaby\(aiybr' + 2(ai)(bi)arbr\ir', 
oder^ wieder mit Anwendung von § 15. (II): 

A = -i {aby {3 {a iy b^^ ~ (aby i,^ /,% 
also 

(7) (uby{iiiyb/is'-~-iii + ^^' 

Fahrt man dies noch in (6) ein^ so hat man die gesuchte Ue- 
ziehung : 

(8) («0=^r/,^-2A-4-=.O, 
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vermöge deren A sich durch Ai und durch die zweite üeber- 
schiebung von f über / ausdrückt. — 

Entwickeln wir nun die Anwendung, welche diese Formel auf 
die Theorie der Formen sechster Ordnung gestattet. 

1. Es war der Ausgangspunkt für die Aufstellung des vollstän- 
digen Systems, dass alle Formen d^selben, abgesehen von A, durch 
Ueberschiebungen der Covarianten von t über Ausdrücke der Form 
f^ Hß Ty entstanden. Nun zeigt sich aus (8) , dass bis auf Glieder, 
welche die Goefficienten von { enthalten, die erste Covariante A von 
i auf i zurückführt. Schieben wir (8) einmal über i, so zeigt sich, 
dass die zweite Covariante T von i geradezu nur aus Termen besteht, 
welche die Goefficienten von l enthalten. Lassen wir also Terme, 
welche die { enthalten, jedesmal aus, so bleiben nur Ueberschiebungen 
von Potenzen von i mit f^H^T^ übrig, welche man zu bilden hat. 
Auch von den Invarianten von i braucht man die erste, B, allein; 
denn nach der Theorie der Formen vierter Ordnung drückt sich C 
durch (Ai)^ aus, und dieses wiederum kommt nach (8) auf AB und 
Glieder zurück, welche Goefficienten von { enthalten. Man kann daher 
sofort den Satz aussprechen: 

Jede Covariante oder Invariante von f ist bis 
auf Glieder, welche die Goefficienten von l enthal- 
ten, eine ganze Function von 

(9) f, H, T, A, i, B 

und von den Ueberschiebungen von Potenzen der 
Covariante i über Ausdrücke der Form f"H(^ Ty. 

Da im früher entwickelten vollständigen Systeme, aus welchem 
dieser Satz mit Hilfe von (8) sich ergiebt, nur solche Ueberschiebungen 
von Potenzen der Covariante i über /*« H^ Ty auftraten , welche kein 
zerfallendes Glied enthielten, die übrigen aber durch Theile (im Sinne 
des § 70.) ersetzt werden durften, so gilt dasselbe auch hier noch. 
Zugleich können wir hier alle Bildungen auslassen, welche etwa das 
Symbol l enthalten sollten. Dies tritt z. B. ein. bei allen Ueber- 
schiebungen, welche den symbolischen Factor (ai)^ enthalten; denn 
diese enthalten die Goefficienten der Form 

Während nun aus dem Verschwinden der Covariante (aiy aj i, folgt: 

{aif dx^ iy + 3 (a t)^ aj a^ ** = 0, 

hat man andererseits: 

iflif aj iy — {aif a,* a^ ix = (a%)^ a,« {xy) = l {xy), 
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also 

{atyajiy = -^{xy). 

Die Coefficienten des Ausdrucks links setzen sich also aus den 
Coefficienien von l zusammen ^ und demnach, kann jedes (at)^ enthal- 
tende Glied ausgelassen werden ^ sobald es sich nur darum handelt, 
die Formen bis auf Glieder zu bilden, welche die Coefficienten von 
{ enthalten. 

2. Entwickeln wir zunächst die übrig bleibenden Ueberschiebungen 
von i^ über f^ H^ Tr. Da H von der achten, T von der zwölften 
Ordnung ist, also die Ordnungen beider durch die von i theilbar sind, 
so braucht man nur über H und T einzeln Potenzen von % zu 
schieben, da. sonst immer zerfallende Glieder erzeugt werden können. 
Dagegen muss man i^ ausserdem über /' und f* schieben , denn erst 
die Ordnung von P ist durch 4 theilbar. 

Aber wenn man i oder eine Potenz von i mehr als zweimal über 
eine der Formen 

oder über eine Potenz von f schiebt, so entsteht immer ein Glied, 
welches den symbolischen Factor {aif hat. Demnach sind überhaupt 
nur beizubehalten die Ueberschiebungen: 

i über /*, ein- und zweimal; 
(10) i über JJ, ein- und zweimal*, 

i über T, zweimal. 

Die erste Ueberschiebung von i über T lallt aus, weil T Functional- 
determinante ist. 

Aber auch von den Formen (10) kann man die beiden letzten 
noch als überflüssig nachweisen. Die zweite Ueberschiebung von H 
mit i kann ersetzt werden durch das Glied 

für welches man nach der Identität (III) § 15. die Gleichung hat: 

Von den Tennen rechts ist der erste ^i*, der zweite l,f, der 
dritte wird nach (5), (6) auf Ä.i und Terme, welche das Symbol l 
enthalten, zurückgeführt. Dieses Glied und damit die ganze Ueber- 
schiebung ist also auszulassen. 

Da, wie oben bemerkt, die dritte und vierte Ueberschiebung von 
i mit H auszulassen ist, so folgt, dass die Formen 
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also überhaupt alle den symbolischen Factor (Hi)^ und kein weiteres 
Symbol- enthaltenden Formen bis auf Glieder, welche das Symbol 
l enthalten, durch 

(12) H, A, i 

ausgedrückt werden können; T, (Hi) H^ i/ und {Tif T^^^ix^ kommen 
dabei, als von zu hoher Ordnung, nicht in Betracht, f, B und die 
beiden Ueberschiebungen {aijUx^ix und (at)*a/i** nicht, weil keine 
Combination der Formen (9), (10) existirt, welche, mit jenen multipli- 
cirt, Ordnung und Grad einer der Formen (11) haben konnte. Die 
Formen (11) aber haben nach §31. Satz 6. die Eigenschaft, dass alle 
das Symbol (-ff*)* enthaltenden Bildungen sich durch Ueberschiebungen 
mit ihnen darstellen lassen. Dies führt zum Beweise dafür^ dass die 
letzte der Formen (10) ebenfalls überflüssig ist. Sie kann, da 
T=(a-ff)a,*jffx^, ersetzt werden durch den Theil 

{aR){HiyaJ>nxHx\ 
Es ist aber, wenn q) = (Hiy Hx^ix^ gesetzt wird: 

G{Hh^Hx'iJHy+2{HtyHxHxiy=^Sipx'q^^ 
{HtfHxHx^Hy- {H%yHxHxiy = {HtyHxH^{yx), 

also 

{Elf Hx^ ix' Sy = 9/ 9, + i (JJi)3 Hx"^ ix . {j/x). 

Setzt man nun j^^ = — a^, ys= ^i und multiplicirt mit a/; so ent- 
steht links der gesuchte Ausdruck ; rechts ist das zweite Glied nach dem 
Obigen bis auf Tenne, welche das Symbol l enthalten, das Product von 
fmii einer Combination der Formen (12), das erste aber die erste Ueber- 
schiebung von f mit (p. Dieses Glied muss sich also aus den Grössen 
(12) und aus ihren ersten Ueberschiebungen mit f zusammensetzen. 
Aber die letzteren führen auf T und {ai) aj* ij^ also auf schon bekannte 
unter den Formen (9), (10). Das an Stelle von {aH)ax^Hx^ gesetzte 
Glied ist also durch die anderen Formen bis auf Terme, die das Sym- 
bol { enthalten, darstellbar, und kann demnach ausgelassen werden. 

So kann man jetzt folgenden Satz aussprechen: 

Jede Covariante oder Invariante von /'ist bis 
auf Glieder, welche das Symbol l enthalten, eine 
ganze Function von 

(13) f, H, T, A, i, B, {ai)ax'ix', {aifax'ix\ {Hi)HxUx\ 

3. Man knüpft nun leicht hieran den Beweis des Satzes: 

Jede Covariante und Invariante von f ist eine 
ganze Function der Functionen (13), der Fo»m l, 
ihrer Discriminante Au=={lfYy und der Ueber- 
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Schiebungen von Potenzen von l über Producte der 
Formen (13). 

Ein Glied, welches das Symbol l enthält, kann nur den Factor 
Ai/ haben oder durch Ueberschiebung von l über eine Form niedern 
Grades entstanden sein. Nehmen wir nun an, der fragliche Satz sei 
bis zu Covarianten und Invarianten (w— 3)*®" Grades bewiesen. Er 
gilt dann auch für Formen m*«° Grades, wie jetzt gezeigt werden 
soll. Es besteht nach dem Gesagten jede Covariante oder Invariante 
m^^'^ Grades aus drei Theilen: 

1) aus einer ganzen Function der Formen (13); 

2) aus einer Form (m — 6)*®° Grades, multiplicirt mit An] diese 
Form hat die im Satze angegebene Form nach der Voraussetzung; 

3) aus üeberschiebungen von l über Formen (w— 3)**" Grades. 

Da letztere nach der Voraussetzung die im Satze angenommene 
Form haben, so zerfallen die unter 3. angegebenen Terme wieder in 
drei Classen: 

1) Üeberschiebungen von l über Producte der Formen (13); 

2) Terme mit dem Factor A/t] diese beiden Classen haben, die 
erste der ^Definitioii, die zweite der Voraussetzung nach die im Satze 
angegebene Form; 

3) Üeberschiebungen von l über üeberschiebungen, bei denen 
Potenzen von l über Producte der Formen (13) geschoben sind. 
Aber diese kann man nach § 31. auf üeberschiebungen derselben 
Producte über Covarianten von Z, also auf Ausdrücke zurückführen, 
welche theils den Factor An haben, theils üeberschiebungen von Po- 
tenzen von l über Producte der Formen (13) sind. Alle diese Aus- 
drücke aber haben die im Satze angegebene Form. 

Es ist also nur noch zu zeigen, dass für tn = l, 2, 3 der Satz 
richtig ist. Da aber jede Covariante oder Invariante von einer ganzen 
Function der Formen (13) sich nur durch Terme unterschied, welche 
das Symbol l enthalten, welches eine Form dritten Grades repräsen- 
tirt, so können solche Terme bei den Covarianten und Invarianten 
ersten und zweiten Grades überhaupt nicht, bei denen dritten Grades 
nur durch die Form l repräsentirt auftreten, womit denn der Satz 
bewiesen ist. 

4. Statt der im' vorigen Satze angewandten üeber- 
schiebungen kann man Theile derselben bjenutzen. Diese 
Theile müssen nur, analog der in § 70. gegebenen Definition, so 
gebildet werden, dass das Symbol l niemals in andere Symbole, ^sxs;^- 

Clebsch, Theorie der binUreu algebr. Formen. v^ 
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gelöst wird. Der Beweis wird wie der entsprechende in § 70. geftthrt. 
^s wird gezeigt, dass, eine bestimmte Anordnung der Ueberschiebungen 
(die nullten eingeschlossen) vorausgesetzt, die Differenz zwischen einer 
Ueberschiebung und einem ihrer Theile stets durch frühere Formen 
ausdrückbar ist. Die Anordnung geschieht 

1. nach dem Gesammtgrade a; 

2. nach dem Grad ß, soweit er von den Formen (13) herrührt; 

3. nach der Hohe y der Ueberschiebung. 

Wir setzen den Satz als bewiesen voraus bis zu einem gewissen 
Werthe von a exclusive, bei diesem Werthe von a bis zu einem ge- 
wissen Werthe von ß exclusive, bei diesen Werthen von a und ß bis 
201 einem gewissen Werthe von y exclusive, und beweisen, dass er 
dann auch für diesen Werth von y gilt. 

Die zu betrachtende Differenz zwischen der y*«" Ueberschiebung 
und einem ihrer Theile drückt sich nach §53. durch niedere Ueber- 
schiebungen von Formen, welche nur die Symbole der Formen (13) 
enthalten, über Formen aus, welche nur Symbole von l enthalten. 
Letztere sind A^ oder Potenzen von l. Tritt An vor, so bleibt der 
andere Factor eine Covariante niederen Orades, und für die in ihr 
auftretenden Ueberschiebungen gilt also der Satz der Annahme nach. 
Hat man es dagegen mit der Ueberschiebung einer Potenz von { 
über eine niedere Form zu thun, so ersetzt man diese, dem vorigen 
Satze nach, durch eine ganze Function der Formen (13) und durch 
Theile, welche das Symbol l erhalten. Die Theile der Ueberschiebung, 
welche von der ganzen Function herrühren, genügen also den For- 
derungen des Satzes der Annahme nach, weil die Ueberschiebung eine 
niedere ist; die anderen Theile, weil sie höhere Dimensionen in den 
l, daher niedere in den Formen (13) haben. Alle Theile der Differenz 
genügen also den Forderungen des Satzes, wie zu beweisen war. 

Da der Satz für die ersten drei Grade offenbar richtig ist (denn 
für sie existiren noch keine Ueberschiebungen der behandelten Art), 
so ist er überhaupt richtig. 

5. Aus dem vorigen Satze folgt nun sofort, dass man nur die- 
jenigen Ueberschiebungen von Potenzen der Covariante { über Pro- 
ducte von Formen (13) beizubehalten hat, welche keine zerfallenden 
Glieder haben. Da / quadratisch ist, alle Formen (13) aber gerader 
Ordnung sind , so braucht man demnach nur Potenzen von { über die 
einzelnen Formen (13) zu schieben (vgl. §56.). Es entstehen so 
folgende Ueberschiebungen, bei welchen nur die ungeraden Ueber- 
schiebungen über Functionaldeterminanten, dem am Ende des § 66. 
bewiesenen Satze entsprechend, schon ausgelassen jnnd: 
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(2()-l)t« und 2()*« von V über f, (>= 1, 2, 3; 

2p*« „ „ „ r, (» = 1,2,3,4,5,6; 

(I) (2(»-l)f und 2p'« , „ r, i, P = l,2; 

2p*« „ „ „ (o»)«.*»x», p=l,2,3,4; 

(2p-l)*« und 2p*« „ „ , {at)*a,*ij, p = l,2,3; 

2p*« , „ „ (fi^t)fl,^»,», 9 = 1,2,3,4,5. 

An Stelle jeder dieser Ueberschiebungen kann man auch einen 
Theil derselben setzen; man sieht dann, dass sehr viele dieser Formen 
noch überflflssig sind. 

I 77. Beduetion des Sjgteiiis der aus einer Form seehsten Grades 

entsprlnfenden Bildnngen. 

Man kann zeigen^ dass folgende Ueberschiebungen sich aus nie- 
deren Formen zusammensetzen: 

1. die zweite Ueberschiebung von H mit Z; 

2. die zweite Ueberschiebung von p = {ai)^ üx* ix^ mit l] 
. 3. die vierte Ueberschiebung von i mit P. 

Hieraus folgt dann^ dass ausser diesen noch eine grosse Zahl der 
unter (I) aufgeführten Formen auszulassen sind. Man beweist zunächst 
leicht den Satz: 

Wenn eine Summe von Producten einer Anzahl 
von Formen, unter denen sich keine lineare befin- 
det, ein- oder zweimal über eine quadratische Form 
geschoben wird, so entsteht wieder eine Summe von 
Producten. 

Für erste Ueberschiebungen ist dies an und für sich klar. Bei 
den zweiten aber entstehen aus jedem Producte tp . ^ einerseits Terme, 
welche einen der Factoren (p, ^ und die zweite Ueberschiebung des 
anderen über l zu Factoren haben; andererseits Terme der Form 

was durch die identische Gleichung 

in: 

also in ein Aggregat von Producten übergeht, wie zu beweisen war. 
Da in der vorliegenden Untersuchung immer nur Formen gerader 
Ordnung auftreten, so tritt die im Satze erwähnte Ausnahme hier 
^ niemals auf 
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Aus diesem Satze folgt, dass die höheren Ueberschiebungen von 
H mit Potenzen von l ausgelassen werden können. Denn dieselben 
haben die symbolische Form: 

(Hl)' {Hl') HJ r,, (Hl)' {Hiy H/, 

(Hlf {HV) {Ht) H/ r^, (HT)' {Hiy (HVy H^^ 

etc. 

Von diesen entstehen die ersten aus Ueberschiebung von l über 
die Form {HTf H^^, welche, wie weiterhin gezeigt werden soll, 
zerfallt, und sind demnach selbst Summen von Producten; die 
folgenden aus Ueberschiebung von l über die zerfallende Form 
{Hlf{HiyHJ U.S.W. 

Ganz ebenso ist es mit den Ueberschiebungen der Potenzen 
von / liher p = (aiy aj'is^'j auch diese können, indem {jplfpx^ zer- 
föllt, bis auf die erste ausgelassen werden. 

Aber auch für die Ueberschiebungen von l mit 

T={aH)aJHJ, S={Hi)H:,'^ ij 

lässt sich dasselbe zeigen. Man kann nämlich die zweiten Ueber- 
schiebungen von T und S mit l durch die Theile 

r = {aH) a/ {HT}^ JJ/, S' = {Hi) ij {Hl)^ HJ 

ersetzen ; und da dieses nichts anderes als die ersten Ueberschiebungen 
von f und i mit der zerfallenden Form (Hlf Hx^ sind, so können sie 
ausgelassen werden. Nun darf man aber ferner die vierten Ueber- 
schiebungen von T und S mit P durch die zweiten von l mit T' und 
S' ersetzen, die sechsten von T und S mit P durch die vierten von f* 
mit T' und S^ etc., so dass man lauter zerfallende und auszulassende 
Formen erhält. Diese Ersetzbarkeit ist nicht ohne weiteres klar; 
denn man darf im Allgemeinen nicht Ueberschiebungen durch Theile 
ersetzen, bei deren Bildung Symbole, wie die von T', S, benutzt 
werden, welche die Symbole der über einander zu schiebenden Systeme 
[hier l einerseits und die Formen (13) andererseits] gemischt enthalten. 
Dass es hier erlaubt ist, die Formen in der genannten Weise zu er- 
setzen, sieht man an einer derselben folgendermassen ein; bei den 
andern ist es genau ebenso. 

Die vierte Ueberschiebung von T mit P kann durch die Theile 

r, = {aH) {Hiy {Hiy a^^ Hx\ r,= {aH) {HXf {HV) {aV) aj H/ etc. 

beliebig ersetzt werden. Diese Ausdrücke sind aber auch zugleich die 
Theile der zweiten Ueberschiebung von T' über l, und zwar kommen 
unter den f sämmtliche Theile derselben vor, wenn T' in der sym- 
bolischen Form 
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r = {aH){HlfaJ'U^^ 
gegeben wird. Daher ist 

(r'0«r,»=a,r,+«,r,+ ..., 

WO 

«1 + «2 • • • = 1 1 

oder 

{T'Tf T'j = r, + (r, - r^) «, + {v, - rj «, . . . . - 

Da nun die Differenzen der V durch frühere Formen (im Sinne 
der auf S. 2S^ getroffenen Anordnung) ausdrückhar sind, so ist 
auch fj oder die Ueberschiebung, welche f, vertritt, durch die zweite 
Ueberscbiebung von T' mit l ersetzbar, was zu beweisen war. Dass 
für die folgenden Ueberschiebungen dasselbe gilt, liegt auf der Hand ; 
ebenso ist es mit den aus S entstehenden Bildungen. 

Es kommt also nur noch darauf an, das Zerfallen der Formen 

{m)^Hj, {pTfp.\ iii)^iiy 

nachzuweisen. 

1. Die Form (^HTf Hx^- Entwickeln wir nun nach den For- 
meln am Ende des §8. den Ausdruck (a 6)^ «ar^Jx^ij,^, so erhalten wir 

(ahy ax' bj h,/ = J'q>+i{xy)Jil> + ^ {xyY i, 

wo 

g, = {ahf a/ bj = H, t = i {aby a/ bj = 0, 

X = i{ahyaJbJ = ii, 
also 

(a by a/ bJ by^ = HJHy^ + ^ (xyY . i. 

Setzen wir nun y^^^l^^ y^ = — l^, so wird aus dieser Gleichung: 

(1) H/ {Elf = {abf aj bJ (blf-^ i . l 

Aber der Term ^aby a^^b^^ (biy ist die zweite Ueberscbiebung 
von f über die Covariante (biybx^, welche nach § 76. (8) den Aus- 
druck hat: 

(biybJ=^2A+^. 

Daher wird auch nach (1) : 

(2) H/(Hiy = 2iAayAx'ax' + iÄp^^iL 

Es bleibt der Term (Aa)^Ax*ax* zu untersuchen. 

Zu diesem Zwecke entwickeln wir zunächst nach der Tafel des 
§ 8. den Ausdruck {ii)ijiy^ imd erhalten 

wo 
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so dass endlich: 

(i ij iy^ = ^ (xy) LJ A,« + 1 ixyy. 

Setzt man hierin ffi=^a^, Vi'^-'^i ^^^ multiplicirt mit a^*, so 
hat man: 

(3) (i/) (a 0' *-' «-' == l(ö A)3 A,2 a.* + ^. 

Aber der Ausdruck links entsteht aus 

(aif a/ 1„ 

wenn man darin ^i = ^'gi ^2 = ""*^! ''®*^* ^^^ ^^ *V multiplidri 
Da nun, wie in § 76. bewiesen wurde, die Form (ai^ax^ix identisch 
verschwindet, so erhält man mit Anwendung der Tafel des § 8. : 

(ai)8 tts^ iy = i (xy) . (ai)* a,« = | i . (xy). 

Man hat daher durch die angegebene Operation: 

(4) (ai)^(ii')ajtj^^il.i. 

Aus (3) findet man also, indem man den Werth des Ausdrucks 
(4) einträgt: 

(5) («A)»A,»a,* = -L^-^, 
und hat daher aus (2) die gesuchte Darstellung: 

16) Hj {Hiy = 4p^zä[^ ^ ii 

2. Die Form {plfpj. Nach der Tafel des § 8. hat man: 

{ai)' aj ay^ is^^ J^ ff + i{xy) J^ + ^ijjoy^'X, 
wo 

(p = (ai)* aj' ix^ = p, ^ = — i (aiy aj^ ix = 0, ;i: = ^ (aif aj^ = ^ T, 

also 

(aif a/ a^« tV ^px^py- + tV ^ • (^y)^- 

Setzt man hierin yi = ?2, 2/2 = — ^i; so wird: 

(7) (aifax^(al)Hx^=^(plfpJ''\'-h^. 

Die linke Seite ist die zweite Ueberschiebung von % mit 

(a02a.^ = 2A + ^\ 
und indem man dies in (7) einträgt, findet man: « 

y4 A 
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Endlich weiss man nach der Theorie der biquadratischen Formen 
[§40.(8)1, <Jass 

Daher wird endlich die gesuchte Formel: 
(8) (piypx^ = ^3 yq . 

3. Die Invariante (iiy(;iF)K 

Aus der Tafel des § 8. erhält man die Formel : 

Setzt man darin y^s=:l^^ y^^^l^^ y^z=F^^ y^ = — f^, so er- 
giebt sich 

(10 {aby (aiy {irr = {iiy (iry +iA.Äa. 

Hier steht rechts die gesuchte Form, links die vierte Ueber- 
schiebung von 

über sich selbst, also: 

Nach der Theorie der biquadratischen Formen ist 

CAAy=^, {iAy=c, 

80 dass (9) in 

(10) (iO-uT/ = iJB^ + i^C+i^*£~i^uä// 

übergeht. Hierdurch ist eine Zerlegung unserer Invariante in niedere 
Formen schon gegeben; um sie durch möglichst wenige Bildungen 
auszudrücken, muss man noch C^auf .^// zurückführen, was oben schon 
als möglich angedeutet wurde. Die Formel für diese Reduction, 
welche wir später brauchen, mag hier gleich gegeben werden. Schiebt 
man nämlich i viermal über die Gleichung 

80 kommt 

links steht aber nichts anderes als Ä4{, und man hat also die Be- 
ziehung 

(11) Äii=^2C+iÄB. 
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Die Formel (10) nimmt hierdurch die einfachere Gestalt an : 

(12) iii)> (iry = i iB^ + ÄC). 

Das ganze vollständige System der Form sechster Ordnung besteht 
jiunraehr aus 26 Bildungen, welche man in der folgenden Tafel zu- 
sammenfassen kann, in welcher die Höhe der Ueberschiebungen immer 
durch den beigesetzten Index angezeigt wird: 
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S 78. Die Invarianten und die quadratischen Covariantcn der Formen 

sechster Ordnung. 

• Ich werde jetzt die sechs quadratischen Covarianten näher unter- 
suchen , wobei denn zugleich die Invarianten behandelt werden müssen. 
Wenn man, von l ausgehend, successive die quadratischen Cova- 
rianten bildet: 

(1) m = (iiy^ ij, n = (imy ij, q = (jiny ij .'. . , 

SU gelaugt man zu einer Reihe von Ausdrücken, von denen der erste 
in der Tafel vorkommt, von denen der zweite ah Stelle der vierten 
Ueberschiebung von P über f gesetzt werden kann, und von denen 
die übrigen die bemerkenswerthe Eigenschaft haben, aus ?, m, n auf 
sehr einfache Weise linear zusammensetzbar zu sein. 
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« 
Was zunächst die Ersetzung von {a^^iaXya/ durch n anbetrifft, 

80 folgt aus der oft benutzten Gleichung 
indem mau dieselbe zweimal über l schiebt: 

= 2(AZ;«A/ + ^. 

Man kann also (aiy {aiya^^ in der Tafel durch (AlfAJ er- 
setzen. Da sodann aber, nach einer schon oben benutzten Formel 
aus der Theorie der biquadratischen Formen [§ 40. (2)] 

SO folgt, indem man y^ = l^, ^2 = ""^! setzt: 

{Uy ij (iV)^ = {unf ij = n = A/ (A l)' + ^ , 

d. h. Aj^(AZ)2 ist durch n ersetzbar, was zu beweisen war. 

Führen wir also Z, w, n als fundamentale quadratische Co Varian- 
ten ein. Die übrigen in der Tafel enthaltenen sind dann durch doi'en 
Fuuctionaldeterminanten ersetzbar. Es ist nämlich erstens: 

Sodann kann {f, P\ als erste Ueberschiebung von (/", P)^ mit l 
betrachtet werden. Da nun (^, Z-\j,, wie soeben gezeigt, bis auf Glie- 
der von der Form Bl und Am durch n ersetzbar ist, so ist auch 
seine erste Ueberschiebung mit l bis auf ein Glied von der Form 
B .{mT)mxlxy also überhaupt, durch {nl)nxlx ersetzbar. 

Endlich ist nach den allgemeinen Regeln die Form {{f,i)yP\i, 
also die sechste Ueberschiebung von {ai) ajlj mit P, durch das Glied 

ersetzbar. Dieses aber ist die erste Ueberschiebung von (^iiyijg-=zfn 
mit (al'y{al"fax^\ und da letzteres sich von n nur um Terme Bl, 
Am unterscheidet, so ist auch der obige Ausdruck von {nni)nxWx 
nur um einen Term der Form A,{ml)mxlx verschieden und kann 
also durch (nm)nxnix ersetzt werden. 
Bilden wir nun die Covariante 

q = (iny ij = {ny ij^mf ij = {uy {hy (i"iy ij. 

Nach den Formeln der Tafel des § 8. ist 

{uy (rry i/ ly - -^ ^ + i (xyY ♦, 
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wo 

<p ^ (i iy {r i"f rj ij = ^ [§40. (7)0 

also 

Setzt mau nun ifi = L, t/i = — li, so wird hieraus: 

(2) q = ^Bm + i,C1. 

Bemerken wir, dass wir bei Ableitung dieser Formel von den 
Eigenschaften der Form { gar keinen Gebrauch gemacht, sondern den 
Beweis lediglich auf das Gesetz der Bildungen (1) gestützt haben. 
Die Formel (2) gilt also nicht nur für die Formen Z, m, q, sondern 
für je drei Formen der Reihe (1), welche ähnliche Stellungen zu einan- 
der einnehmen. Und so darf man den Satz aussprecTien : 

In der Keihe (1) drückt sich jede Co Variante durch 
die zweit- und drittvorhergehende mittelst der For- 
mel (2) aus. 

Wenn nun die quadratischen Govarianten der Form sechster 
Ordnung mit den aus den simultanen Formen l^ m, n hervorgehen- 
den quadratischen Govarianten identificirt werden, so können ebenso 
die höheren Invarianten der Form sechster Ordnung aus den Inva- 
rianten dieses simultanen Systems hergestellt werden, zwischen denen 
dann freilich Beziehungen eintreten, welche in den Beziehungen von 
l, m, n zu der Grundform sechster Ordnung ihre Begründung finden. 

Bezeichnen wir die durch gegenseitige zweite Ueberschiebung von 
/, m, n erzeugten Invarianten durch 

(3) Ä,„„, = {mmy Ani = (nQ« 

endlich die aus allen gebildete Invariante ungeraden Charakters durch 

(4) i? = --(/w)(wm)(wO. 

Die Form An findet sich schon in der Tafel. Die Bildung (/) P)g 

hingegen, oder 

ial)^ {aiy {aTf 

geht durch zweite Ueberschiebung von / mit {al)^ (aty ax^ hervor, 
also mit einer Form, • welche von n nur um Glieder Am^ Bl unter- 
schieden ist. Diese Form kann also bis auf Term A{mt)^y B (ITf^ 
also überhaupt, durch 

(5) I) = (nl)^ = A„ 
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(7) 



ersetzt werden. Wenn wir jetzt Ä, B^ C, D, JJ als die fundamen- 
talen Invarianten betrachten, so ist zunächst -.1// durch § 77. (VI), 
dann Ant durch (5) gegeben. Es ist aber auch 

daher auch 

(6) ^«.m = I>. 

Femer, indem man (2) zweimal über / oder m schiebt: 

(ql)^ = (in)« {ilf = {mny = A„,„ = ^ BÄ„i + ^ CÄa 
(q my = [iny {imf = (nrif = Ann = i BA„un + i CAmi 

Es ist also nur Au,i noch auszudrücken; dies aber ist die schon 
in § 77. behandelte Invariante 

(8) A^i:=^(i.Tf{iry==i{B' + AC). 

Führen wir also überall A, By C, D ein, so erhalten wir ftlr 
diese simultanen Invarianten von {, m, n folgende Tafel: 

An ^2C+^AB A^n=js^i^'+^C) + ^C{2C+^AB) 

(9) A„,„,=D Ant =D 

Ann ^-^BD+ldB'+AC) A,„.=U^+AC), 

Durch diese drückt sich das Quadrat von R mittelst der Formel 
§ 58. (5) aus : 

All Alm -^i/n 
-t* = ^ A/ni A/nm Ag 
Ant Anm Aa^ 



(10) 



^mn\ * 



Und R ist zugleich an Stelle der letzten Invariante der Tafel 
({f, i),l\ zu setzen; denn es ist wie diese vom 15. Grade und un- 
geraden Charakters, und kann also da es eine andere Invariante un- 
geraden Charakters nicht giebt, von dieser nur durch einen Zahlen- 
factor verschieden sein. 

Die Gleichung (10) stellt so zugleich die einzige Beziehung dar, 
welche zwischen den Invarianten A, B, C, 2), R eintritt. Zwischen 
den A, B, Cf D und l, m, n tritt eine Gleichung ein, welche ?, w, w 
quadratisch enthält und nach § 58. (9) die Gestalt hat: 

All Alm Ain l 
A„gi Afnm Afnn ^ 
Anl Anm Ann W 

l m n 



= 



Durch diese Untersuchungen sind die wesentlichsten derjenigen 
Beziehungen gegeben, von welchen ich später Gebrauch machen werde. 
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Typische Darstellungen. 



§ 79. Ueber die Anzahl der Parameter , yon welchen die InTarianten 

und Covarianteu eines Systems abh&ngen. 

Die vier willkürlichen Grossen, welche eine lineare Substitution 
mit sich führt, kann man ifh Allgemeinen so bestimmen, dass vier 
Coefficienten einer gegebenen Form n*®° Grades, f, nach der Trans- 
formation gegebene Werthe annehmen. Dabei müssen nur gewisse 
Werthsysteme ausgeschlossen werden, durch deren Auftreten "eine 
specielle Invariauteneigenschaft herbeigeführt wird ; wie denn z. B. die 
beiden ersten Coefficienten niemals gleichzeitig verschwinden können, 
ohne dass die Discriminante verschwindet, was durch lineare Trans- 
formation nicht erreichbar ist. 

Nehmen wir etwa irgend zwei der Verschwindungselemente der 
Function zu Grundelementen 1 = ^^ )2 = 0. Dann verschwinden in der 
transformirten Form das erste und das letzte Glied von /*, so dass das 
Product der neuen Veränderlichen i, . ly ein Factor von f wird. Indem 
wir noch diese Veränderlichen um constante Factoren passend ändern, 
köjinen wir es ferner erreichen, dass in der übrig bleibenden Function 
(n — 2)***' Ordnung die äussersten Coefficienten gegebene Werthe an- 
nehmen, wofern nicht etwa einer von diesen, oder beide, verschwinden,, 
was nur bei dem Verschwinden der Discriminante eintreten kann. Wir 
können also, wenn nur die Discriminante nicht verschwindet, mithin 
immer, so lauge die Coefficienten als ganz beliebig gedacht werden, der 
Function f die Form ^eben : 

(1) /■=Si?[g''-2 + xg"-3|;... + ()gi?«-3 + ^n-2]. 

Hier ist die Anzahl der Coefficienten von f nur noch gleich n— 3, 
um die Anzahl der Substitutionscoefficienten kleiner als die ursprüng- 
liche Zahl der in f enthaltenen Coefficienten. 

Wenn man sich f in der Form (1) gegeben denkt, so sind die 
Coefficienten x, A . . . beliebig und von einander unabhängig. Zwischen 
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diesen Coefficienten kann daher auch im allgemeinen Falle keine Be- 
ziehung stattfinden. 

Bildet man nun eine Invariante von /*, einmal aus der ursprüng- 
lichen Form {J)f einmal aus der transformirten Form (1) {J'), und 
ist r die Substitutionsdeterminante, so hat man 

d. h. J ist eine ganze rationale Function von r, x, A . . . ^. Man hat 
also den Satz: 

Alleinvarianten einer Form w*®** Grades /"lassen 
sich als ganze rationale Functionen von n — 2 will- 
kürlichen Grössen darstellen, von deren einer nur 
immer eine Potenz als Nenner auftritt. 

Führt man die Veränderlichen 5, iy in irgend eine andere Function 
ip der 2)*®" Ordnung ein, so behält diese p+l willkürliche Coefficienten. 
Daher gilt für simultane Invarianten der folgende Satz: 

Alle simultanen Invarianten eines Systems 
von Grundformen /*, 97, ^... lassen sich als ganze 
Functionen von so viel willkürlichen Parametern 
ausdrücken, als die Zahl der Coefficienten in diesen 
Formen beträgt, weniger 3. 

Es könnte nun die Frage entstehen, ob diese Parameter nicht 
bei solchen Darstellungen nur immer in einer geringeren Anzahl fester 
Verbindungen auftreten, so dass die Invarianten in der That nur von 
einer kleineren Anzahl von Parametern abhingen. Dass dies nicht so 
ist, sieht man aus folgender Betrachtung. 

Die Aufgabe, eine Form /' in die Form (1) zu bringen, ist völlig 
bestimmt und auf w.n — 1 verschiedene Arten lösbar, indem man je 
zwei der linearen Factoren von f z\jl Formen 5, ri wählt; diese Arten 

gruppiren sich übrigens in ^ Paare, so dass die Lösungen eines 

Paares sich nur durch Vertauschung von | mit iy von einander unter- 
scheiden. Hat man die linearen Factoren, welche benutzt werden 
sollen, gewählt und bezeichnet sie durch (> |, (Sri, so nimmt /* zunächst 
die Form an: 

und man setzt noch 
(2) Q'-'''=\> Q<i''-' = j' 
Man hat, um q und c zu finden, eine n(n— 2)*® Wurzel zu 
ziehen und demnach für jede der ■■ ' ^^ Lösungen noch n .n— 2 
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Unterfalle, welche aber in der That sich auf nur w — 2 reduciren. 
Irgend ein Coefficient nämlich der transformirten Function f besteht 
ausser einem bekannten Theile aus p"~*cr', was nach (2) in 

p""' ^ 1 

Übergeht und also rational von ql^ abhängt; diese Grosse aber ist aus 
(2) durch die Gleichung (n— 2)*«° Grades gegeben: 

(3) (9"."-' = n^.. 

a 

Man konnte hiemach die Aufgabe, f in die Form (1) zu bringen, 
sich in der Weise behandelt denken, dass man die Grösse r = (>" sucht. 
Diese Grösse, welche im Ganzen w.n— l.n — 2 Werthe annehmen 
kann, ist durch eine Gleichung von diesem Grade gegeben, deren 
Coefficienten ganze homogene rationale Functionen der gegebenen 
Coefficienten von f sind. Aber da immer n — 2 Werthe von r sich 
der Gleichung (3) wegen nur durch (w— 2)*« Wurzeln der Einheit 
unterscheiden können, so darf diese Gleichung nur Potenzen vonr"-' 
enthalten, d. h. sie muss die Form haben [p = w(n— 1)J: 

in welcher die A ganze homogene Functionen der Coefficienten von 
f sind. 

Zu jedem Werthe von z gehört nur ein System der Grössen x, 
A . . ., der Coefficienten von f in seiner transformirten Gestalt; und 
zwar sind diese Grössen bis auf die oben durch a, ... 2) bezeichneten 
Factoren, welche nur von der Wahl der |, iy, also von t"~^ abhängen, 
ffleich den Grössen 
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WO die JB, C . . . wieder ganze homogene Functionen der Coefficienten 
von /'sind, oder auch, indem man diese Gleichungen mit bezüglich 
mit der (n — S)**", (w — 4)*«° etc. der ersten multiplicirt, und die Po- 
tenzen von r mittebt der Gleichung (4) reducirt: 
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wo die jy, C ähnliche Bedeutungen haben. 

Denken wir uns nun auf f eine lineare Transformation angewandt^ 
so bleiben die linearen Functionen q^, öri völlig ungefmdert^ also 
auch die Coeßicienten a, h^ aus denen g, a sich bestimmten, und 
endlich; wegen der Gleichung (3), auch r"" '^. Durch eine lineare Trans- 
formation wird demnach keine der p Wurzeln der Gleichung (4) 
g^ndert, und die Quotienten 

A' Ä"' A' 

welche mtionale Functionen der Coefficienten von f sind, müssen 
diese Eigenschaft theilen. 

Femer haben die links in den Gleichungen (5) auftretenden 
Grössen 

V*' — 3 V vW — 4 2 

die Eigenschaft, sich durch a, ...6 und die («—2)*« Potenz voii r 
auszudrücken ; also durjh eine lineare Transformation von /* ebenfalls 
nicht geändert zu werden. Denken wir uns nun, durch eine lineare 
Transformation von /' gingen 7i', jB'^ . . . in B', B\ , . . über, ebenso 
C , C\ . .. in r, r\ u. 8. w. Man hätte dann beispielsweise aus der 
ersten Gleichung (5) 

®-|ä)(--')'-+(5'-.|')(.->-'+...+(5-^)=o. 

Diese Gleichung muss für die j) Werthe von t""^ bestehen, welche 
der Gleichung (4) genügen, und da diese im Allgemeinen sämmtlich 
verschieden sind, so würde man die p Gleichungen, welche so ent- 
stehen, als p von einander unabhängige homogene und lineare 
Gleichungen mit den Unbekannten 
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ansehen können und daraus schliessen, dass diese Unbekannten sämmt- 
lich verschwinden müssen, weil die Determinante des Systems, das 
Differenzenproduct der r"—^, nicht verschwindet. Man hat also 
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d. li. auch die Quotienten 

werden durch lineare Transformation nicht geändert. 

Nun wird im nächsten Paragraphen der folgende Satz nach- 
gewiesen werden, welcher zugleich die Invarianten in einem neuen 
Lichte erscheinen lässt: 

Jeder Quotient zweier Functionen P, Q der 
Coefficienten simultaner Formen /*, <p, tl^..., wel- 
cher sich durch lineare Transformation der Formen 
nicht ändert und dessen Zähler und Nenner homogen 
für jede der Coefficientenreihen sind, ist der Quo- 
tient zweier Invarianten. 

Aus den Gleichungen (5) folgt, indem wir diesen Satz als bewiesen 
voraussetzen, dass x, A... irrationale Functionen der Invarianten von 
/"sind. Da nun x, A... dem Obigen zufolge ein System von w — 3 
ganz willkürlichen Grössen bilden, so können auch die Invarianten 

B\ vB'g C\ ,C\ ^ ^ _ 

xp" ; Ti' ' ' *^ O' ^ O' . . . , W. S. W, 

nicht von weniger als n — 3 Parametern abhängen. 

Was nun die Grössen JB', -B/..., C", C/... selbst anbetrifift, so 
dürfen wir immer voraussetzen, dass wenigstens je einer der Quotienten 

IT' C 

in Zähler und Nenner keinen gemeinschaftlichen Theiler besitzt Da- 
her sind nach dem angeführten Hilfssatze B', C . . . Invarianten, und 
also auch alle jB',, Ci, . , Diese Grössen selbst hängen, ausser von den 
ersterwähnten w — 3 Parametern, noch von der Determinante der 
I, 7^ ab, von welcher sie eine Potenz als Factor enthalten. Von dieser 

B* • (J ' 

Determinante hängen die Quotienten -j^ , ^77... nicht ab ; denn durch 

lineare Transformation kann man der Determinante jeden beliebigen 
Werth geben, während jene Grössen sich nicht ändern. Diese Deter- 
minante ist also ein (m— 2)***' Parameter und die Invarianten J^i, d, ,. 
hängen also von m — 2 Parametern ab, was zu beweisen war. 

Ich will an den obigen Satz, unter der Voraussetzung, dass auch 
der Hilfssatz nachgewiesen sei, einige Bemerkungen knüpfen. 

Da alle Invarianten eines simultanen Systems nur von /c — 3 Para- 
metern abhängen, wenn A die Anzahl aller Coefficienten beträgt, so 
muss zwischen je Ä;— 2 Invarianten immer eine Relation 
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stattfinden. Man erhält also alle Beziehungen, welche zwischen 
den Invarianten eines Systems stattfinden, deren Zahl etwa i sein mag, 
wenn man i — lc + 3 Beziehungen zwischen A — 3 fest gewählten und 
je einer der übrigen ableitet. Diese Beziehungen werden im Allge- 
meinen nicht so beschaffen sein , dass man etwa alle übrigen Invarianten 
durch fc — 3 rational ausdrücken könnte; ja es wird im Allgemeinen 
kein System von 1c — 3 Invarianten existiren, welches dieser Forderung 
Genüge leistet. 

Da nach § 4. Co Varianten immer als Invarianten aufgefasst werden 
können, bei deren Bildung das System der Grundformen nur um eine 
lineare Form , das System der Coefficienten also um zwei vermehrt ist, 
so folgt daraus, dass alle Covarianten und Invarianten eines simultanen 
Systems immer als Ausdrücke mit k— l Parametern angesehen werden 
dürfen und dass also zwischen je Ä Covarianten, bez. In- 
varianten eine Relation existirt. Ist h die Gesammtzahl aller 
Covarianten und Invarianten des Systems , so giebt es also h — k+1 
von einander unabhängige Relationen, welche etwa wieder zwischen 
k—l fest gewählten und je einer anderen Form bestehen können. 

Wenn man die Veränderlichen 5; V einführt und nun die Co- 
varianten und Invarianten bildet, so kommt man in der That auf 
Functionen von k—l Parametern; zu den Ä— 3 bei Invarianten 
auftretenden kommen noch S und i^ hinzu. 

Bezüglich des ganzen Systems der Invarianten und Covarianten 
wird nun weiterhin der Satz nachgewiesen werden: 

MankannimmerÄ— 1 Covarianten und Invarian- 
ten so wählen, dass durch sie jede andere Covariante 
oder Invariante sich rational ausdrückt, wobei 
immer nur eine Potenz von einer jener /?— 1 Formen 
den Nenner bildet. 

Dieses System von k — l Formen lässt sich einfach angeben. 



i^ SO. Partielle Differentialgleichnngeiif denen die OoTarianten nnd 
Iiirarianten eines simultanen Systems genflgen« 

Der Zweck, den wir bei dem Folgenden im Auge haben, besteht 
in dem Beweise des im vorigen Paragraphen angeführten Hilfssatzes. 
Aljer bei der Führung dieses Beweises werden sich einige an und für 
sich interessante Momente ergeben. 

Bezeichnen wir durch P und Q zwei ganze rationale Functionen 
der Coefficienten simultaner Formen f, gj, ^..., homogen für jede 
der Coefficientenreihen. Dieselben Functionen^ aw^ d^w V^^^^^SSskx^x^'k^ 

Clcbflch, Theorie der biliären algobr. Formeu. '*2»V^ 
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der linear transformirten Functionen gebildet, seien P', Qf. Nehmen 
wir an, es sei für jede lineare Transformation mit nicht verschwin- 
dender Determinante 

und zwar mögen P und Q keinen gemeinsamen Theiler besitzen. 
Es folgt dann 

und da die transformirten Coefficienten lineare Functionen der ursprüng- 
lichen sind, so stimmen die Dimensionen von P und P' oder von Q 
und Q* in Bezug auf die Coefficienten der gegebenen Formen /*, 9?, ^ . . . 
überein; m kann daher nur noch eine ganze Function der Transfor- 
mationscoefficienten sein. 

Wir werden nun folgeüden Satz beweisen: 

Wenn eine ganze rationale Function P der Coef- 
ficienten von f, <p, ^..., welche für jede dieser 
Coefficientenreihen homogen ist, die Eigenschaft 
hat, dass die für die linear transformirten Fun- 
ctionen gebildete Function P' sich von P nur durch 
einen yon den Transformationscoefficienten ab- 
hängigen Factor unterscheidet, so ist dieser Factor 
eine Potenz der Transformationsdeterminante und 
P eine Invariante. 

Bezeichnen wir die Coefficienten der verschiedenen gegebouv^n 
Formen f, g?, ^ . . . beziehungsweise durch 
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die Coefficienten der transformirten Formen durch beigesetzte obere 
Striche. Ist n die Ordnung von f, und sind 

die Transformationsformeln, so ist 
(2) f^aoX.'^ + j a, a:,"-' a^g . . . = aol" + -j a\g"-«7;+..., 

und die a',- daher linear in den a,-, von der n**° Ordnimg in den a; 
ähnlich sind die doppelten Darstellungen von 9?, if; .. . 
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Als unabhängige Veränderliche können wir hierbei die folgenden 
Grössen auffassen: 

1. Die ursprünglichen Coefficienten der Formen fy 9, ^..., 
deren Gesammtzahl h sein mag. 

2. Die neuen Veränderlichen S, iy. 

3. Die Substitutionscoefficienten «, ß. 

Die neuen Coefficienten und die ursprünglichen Veränderlichen 
erscheinen als Functionen dieser Grössen. Aber es ist charakteristisch, 
dass die Ä' + 6 Grössen 0/, b, . , ., §, rj, «,, /3, nur in Ä + 2 Functionen 
«',, h\. . , Xi auftreten. Ich werde nun ein System von Differentialen 
angeben, welches man den unabhängigen Veränderlichen beilegen 
kann und für welches die Differentiale von a:^, x^ verschwinden, 
während die Differentiale der k Functionen a',-, 6',- . . . sechs einfache 
Werthesysteme annehmen. Setzen wir, indem wir durch dt irgend 
eine unendlich kleine Grösse bezeichnen: 

,3. da,^{pa,+qß,)dt d ß, = (ra,+sß,) dt 

^'^ da^^(pa^+qß.;)dt d ß^=^ {ra^+sß^)dt, 

so wird aus (1): 

dx, = a, [d^ + (pt+rri) dt] + ß, \dri + {qi+$ri) dt] 
dx,==a, [d^+(pi+r7j) dt] + ß, [dri+iq^+sri) dt] . 

Daher hat man 

rf 0^1 = 0, d 0^2 = 0, 

wenn man d^, dri aus den Gleichungen bestimmt: 

MX dl = ^{pl+rn)dt 

^^ d7j=^-'-(q^+S7i)dt. 

In diesen Formeln sind |), q, r, s noch ganz willkürliche Grössen. 

Sehen wir nun, welche Werthe die Differentiale der at, Vi... 
annehmen; wobei es hinreicht, eine der Formen, etwa /) zu betrachten. 

Wenn wir die Gleichung (2) differenziren und statt der Diffe- 
rentiale die oben angegebenen besonderen Werthe setzen, so erhal- 
ten wir: 

= ^''da'a+ji'^'r)da\... 

Setzen wir nun die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von 
g, 71 einzeln gleich Null, so finden wir för die Düttrentiale der a' 
folgende Aasdrücke: 
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+ n5a\ \ dt 

W.W — 1 , , r n—l.n—2 , . w— 1 , . w— l.w— 2 , 
-"^2 ««2 = h*- j-72 — />^'2+«^'— j— *'^^ + w. Y-2 ^^^ 



oder auch: 

da\= n{pa^+qa\) 

d a\ = (n— 1) (p a'i+g«'.) + {ra\, +sn\) 
(5) d a'. = (n-2) (j)a'2+g«'3) + 2 (r^\ +^^^''o) 



d a'n = w (r ^/'„_i + Ä a «). 

Differenziren wir nun die Relation 

in welcher P' dieselbe Function der a',- ist, wie Pvon den at, und w 
eine Function der «, /3 allein; an Stelle der Differentiale setzen wir 
die einfachen Ausdrücke (3), (5). Dabei bleibt P constant; dm wird 

__^aa, + — da, + ^^dß, + ^^dß, 

dm 



^«2 



Ci' ß. + </ A) U' + (!> «i + ? /?.) 

+ (»•«, + s ^.) f^ + (»•«, + s /?,) ^] rf/. 
Man erhält also, mit Beseitigung des Factors dt die Gleichung: 

(6) +(»• «1 + s/».)|^ + (»•«. + s/3.) ||] 

— ^ [ (n — h) {p (ih + q (h-^\) + Ä (r a'>i__i + s «a) ] . 

In der rechten Seite dieser Gleichung bezieht sich die Summe H 
auf die verschiedenen Coefficienten einer J^unction; die Summe S 
dagegen auf die verschiedenen Functionen /^, 9, ^...; so dass die 
verschiedenen Glieder dieser Summe sich ergeben, wenn man in dem 
ausgeschriebene Gliede statt der a die i, c..., und statt der Ord- 
nung n von f die Ordnungen von 9, ^ . . . setzt. 
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Die Gleichung (6) repräsentirt vier verschiedene Gleichungen, 
welche man erhält, indem man die Coefficienten von^>, q, r, s einzeln 
gleich Null setzt; nämlich die Gleichungen: 

Die Siibstitutionscoefficienten kommen hier explicite nur in den 
eingeklammerten Factoren der linken Seite vor. Geht man von der 
allgemeinen linearen Substitution zu derjenigen über, für welche 
x^ = lE,, x^=ri^ also überhaupt a', = a,-, Vi = 6, . . ., wird, so hat man nur 

zu setzen. Die eingeklammerten Factoren links gehen in gewisse 
numerische Werthe 

a^y,, {pL)^ß, (l|\=y, (^j^)=s 

über, welche weiterhin bestimmt werden sollen; und indem noch P' 
sich auf P reducirt, erhält man das folgende System partieller 
Differentialgleichungen, welchem jede durch dieGleichung 
P' z=m P definirte Function der Coefficienten von /, 9, ^... 
genügen muss: 

^^ p Q/ aP^ ,. dP ^ dP\ 

Es ist eine besondere Eigenschaft dieser vier Gleichungen, dass 
sie gemeinsame Losungen gestatten, deren Existenz wir aus der 
Existenz der Invarianten kennen. Aber sie gestatten dieselben nur 
für besondere Werthe von «, ß^ Vt^Pf . Ifi® y^ jetzt zeigen werden. 

Bezeichnen wir durch (P) und .^VylBlJffSOi^d zwei lineare Com- 
binationen der DifferentidoperatioiMB^ijBBM^j^ der rechten Seite 
dieser Gleichungen stehen; es m * 
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(9) 



wo 

^Ä = in — h) {p ah+g a/,+\) + h (r a>i_i + 5 a>4) 

Ä\ = (n— Ä) (p'a>i+2'^^+i) + h {ran^x + 5'«a) , 

und ähnlich Bh, Shj Ch, Ch-- -j den Functionen 9, ^ . . . entsprechend, 
während JP; 3, ^, 5, p', g', /, 5' ganz beliebige Grossen bezeichnen 
sollen. 

Die Operationen und V haben die Eigenschaft, 
dass 
(10) [V (P)] - V [0 (P)] - X (P) 

wieder ein Ausdruck der Form (P) oder V(P) ist, 
dass also, wenn man beide Operationen nach einan- 
der anwendet, aber in entgegengesetzter Reihen- 
folge, die Differenz der entstehenden Ausdrücke 
sich aus den rechten Theilen der Gleichungen (8) 
wieder linear zusammensetzt. 

Man beweist diesen Satz bequem in folgender Weise. Bei der 
Bildung der Gleichung (10) entstehen zwei Arten von Termen; die 
einen enthalten erste, die andern zweite Dififerentialquotienten. Die 
Glieder der letzten Art heben sich gegen einander auf, indem in der 
Differenz sich immer zwei Tenne der Form 

^-P c^F 

A/t Bk ,- — 7; Bk A/t 7. — ;-- 

zu Null vereinigen. Die linke Seite des Ausdrucks (10) hat also zu- 
nächst wirklich die Eigenschaft, nur erste Differentialquotienten von 
P zu enthalten; es bleiben dabei diejenigen Glieder von [V(P)] und 
V [0(P)] stehen, welche von der Differentiation der Coefficienten A^Ä ,., 
herrühren, so dass 

X(P)=g}||c0(^'o)-M'(A,)]+||l<l>(^\)-M'(^.)] + ...}. 

Da nun die Ah nur von den a>i, nicht aber von den Coefficienten 
der übrigen Functionen abhängen, so ergeben bei der Bildung von 
(-4'a) — V(^a) auch nur diejenigen Theile der Operationen 0, V 
etwas von Null Verschiedenes, bei welchen nach den an differenzirt 
wird. Es ist also 



da^ ' ' 80, ' » da^ '■ aa, 



• • • 
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und demnach: 



A=ii 







^{4 ££i_ J' ^\^ 

Um diesen Ausdruck nun in übersichtliclier Form darzustellen, 
bemerke man Folgendes. 

Die unter dem Summenzeichen der rechten Theile der Gleichungen 
(8) befindlichen Ausdrücke gehen, wenn man 

dP dP dP 

durch 

ersetzt, in die Ausdrücke 

d£ df d£ df 

^'dy,^ y^dy^ y^dyC '^'dy,^ 

in welchen /immer mit den Argumenten y^ , y^ geschrieben gedacht wird. 
Betrachtet man also die Gleichungen 

ap_ „ 

dP__n ^, 
(12) da,"}^' ^* 

dP n.w-1 



da^ 1.2 



y^n-2.^2 



"2 



als symbolische Gleichungen, welche die n^^ Dimensionen der y sym- 
bolisch definiren, so nehmen die Gleichungen (8) die symbolische 
Form an: 



dP=S" '^ 



df 

Die unter den Summenzeichen der Gleichungen (9) enthaltenen 
Ausdrücke erhält man, wenn man die in (8) oder (13) enthaltenen 
Ausdrücke mit p, g, r, s, bez. |/, ^, ^irJ^HlAlfi^^ ^^^ addirt; 
es ist also symbolisch: 





= 
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Da hierbei mir die Dififerentialquotienten von P, nicht aber die 
Coefficieuten ah symbolisch verändert sind, so kann man diese Aus- 
drücke in die Gleichung (11) einführen und daher symbolisch setzen: 

(15) X (P) 

Die beiden hier vorkommenden Summen 

c ttk c aic 

haben sehr einfach anzugebende Werthe. Denn die Gleichungen (12), 
welche symbolisch in Bezug auf irgend eine Function Psind, werden 
wirkliche, wenn man P durch /* ersetzt; jene beiden Summen sind 
also wirklich gleich den Ausdrücken (14), und die Gleichung (15) 
verwandelt sich demnach in folgende: 

Sd I df cf 

i^yi + s'y,)-^l{p yi + ry,)jj- + {qy,+sy,)j^^ 

SC ( ff df i 

(Q yi + ^" ^^^ ^ r^^' ^1 + '*' ^^) F^ + (^' ^1 + ^' y^) äi i * 

Bei der Ausrechnung dieser Ausdrücke sieht man sogleich, dass 
die mit zweiten Differentialquotienten von f behafteten Glieder sich 
aufheben, und es bleibt daher übrig: 
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(16) ^* 

Diese Formel beweist, dass wirklich, wie oben behauptet, der Aus- 
druck 

(17) X (P) = [V (P)] - V [0 (P)] 

sich aus den rechten Theilen der Gleichungen (8) zusammensetzt, da 
die Ausdrücke rechts in (13j, welche jene symbolisch vertreten, hier 
direct vorkommen. 

In Folge der Gleichungen (8) ist aber femer: 

(J)(P) = («p +ßq+yr +ds)P 
V (P) = {ap +ßq' + yr'+ ds') P, 
daher 

0[V(P)]-V[(t)(P)] 
= {ccp+ß^+rr'+ds)<i>{P)'-{ap + ßq + yr+ds)W{P):=0. 

Mit Hilfe der Gleichungen (8) verschwindet also der 
Ausdruck 

<t) [V (P)] - Y [0 (P)l 

identisch; es ist also auch fiir jede Function P 

X(P) = 

oder wenn man in (16) für die Summen ihre Werthe aus (13)' setzt, 
und den Factor P ausliisst: 

(18) = (r^- qr) {a-ö) + [{pr'- rp') + {rs'-sr')] y 

■k-[{qp'-p(i) + {s<i-qs')\ß. 

Diese Gleichung muss für alle Werthe von Pf q, r, s und p', q, 
r, s' bestehen; daher ist nothwendig 

(19) ' a = d, /S = 0, y = 0. 

• 

Die erste dieser Gleichungen findet man, wenn man 2;, p und 
s, s' gleich Null setzt, die zweite, wenn man r, r', und die dritte, 
wenn man q, q verschwinden lässt. 

Mit Hilfe der Gleichungen (19) verwandeln sich nun die Gleich- 
ungen iß) in folgende: ...^ ^.^ 
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cP . , .. cF dP 



(20) 



g / er , , .. cP , dP \ _ 

Q/ dP , ^ SP , SP \ ,. 

Q/" ^-P. »SP , SP \ „ 

Auch die Bedeutung der Grösse a ist aus diesen Gleichungen 
leicht zu erkennen. Addirt man die erste und die letzte, so findet 
man: 

Ist also P vom Grade ^^ , ^2 • • • beziehungsweise in den Coef- 
ficienten von /*, gj, ^..., und sind n^^ n.^ > , . die Ordnungen dieser 
Functionen, so verwandelt sich dies in: 

oder man hat: 

so dass a mit der in § 15. mit A bezeichneten Zahl (für Invarianten) 
übereinstimmt. 

Mit Hilfe der Gleichungen (20) ist es nun leicht, zu zeigen, dass 
jede Function P eine Invariante ist, und dass in der Gleichung 
P'=mP immer m eine Potenz der Transformationsdeterminante 
bedeutet. 

Da die Gleichungen (20) eine bestimmte Wahl der Veränderlichen 
nicht voraussetzen, so bestehen sie auch nach jeder linearen Trans- 
formation, d. h. sie hören nicht auf zu bestehen, wenn man P, a,- 
durch P', a'i ersetzt. Gehen wir also auf die Gleichungen (7j zurück, 
so können wir für ihre rechten Theile die Ausdrücke 

ar=^amP, 0, 0, aP'^amP 

setzen; und indem wir den Factor P auslassen, haben wir nunmehr 
folgende Differentialgleichungen für m: 

dm , dm 
«1^ ha« 5 — = ccm 

f. cm cm , 

dm , dm ,. 
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Bezeichnen wir, wie sonst, durch r die Substitutionsdeterminante 

so erlialten wir aus den obigen Gleichungen die Werthe der Differen- 
tialquotienten von logm: 





dlogm a dr 

c a^ r d «1 


dlogm a dr 
d a^ r da^ 


daher ist 


clogm a er 

Zß, r eß. 


dlogm a dr 
cß,r r dß,' 



d log m = acllogry m = c . r". 

Die Gleichung für P geht also in 

P'^cr^.P 

über. Aber für die identische Substitution «^ = 1, «2 = 0, ^^ = 0, 
ß.^=\, ist P=^P'y r=l, also auch c=l, und demnach 

r = r<^.p, 

daher P eine Invariante, was zu beweisen war. 

Hiermit ist denn auch zugleich der in § 79. ausgesprochene Hilfs- 
satz bewiesen. Denn demselben zufolge sollte ein6 rationale Function 

P 

der Coefficienten -^, welche durch lineare Transformation sich nicht 

ändert, der Quotient zweier Invarianten sein. Es wurde aber im 
Anfange dieses Paragraphen gezeigt, dass dann P, Q bei linearer 
Transformation sich nur um einen von den Coefficienten der Formen 
unabhängigen Factor ändern können, und soeben sah man, dass dieser 
Factor nur eine Potenz der Trans formationsdeterminante sein kann. 
Jener Hilfssatz ist also bewiesen. 

Den in § 79. ausgesprochenen Sätzen ist jetzt noch der folgende 
hinzuzufügen : 

Jede Invariante simultaner Formen /*, 9, ^ . . . 
genügt den vier partiellen Differentialgleich- 
ungen (20)*. — 

Es ist schon wiederholt erwähnt, dass die Covarianten unter 
simultanen Invarianten mit einbegriffen sind. Will man indessen die 
Gleichungen (20) für Covarianten so aufstellen, dass die der Differen- 
tiation nach den Veränderlichen entsprechenden Glieder abgesondert 
erscheinen, so braucht man nur, wenn x^^ x^\ a/j, x\ etc. die in der 



* Diese partiellen Differentialgleiehimgen gab Cayley in Grelle' s Journal 
Bd. 47. Sie bilden den AuagangBpmikt fitr Aro&hold's Begründung der Inva- 
riantentheorie (Borchardt*8 Joamal, Bd.ili^.yjMM^ andi die Abhandlungen des 
Verf. in Borchardt's Journal, Bd. W, P «^afaÄ»i> m. ^^ <jk^^ 
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Covariante auftretenden Reihen von Veränderlichen sind, aus den 
Summen links Glieder auszusondern, welche linearen Formen mit den 
Coefficienten Xs,, — ^iJ ^'2» ~^'i ^^^* entsprechen. Für solche Glieder 
ist w=l, und a^y a^ sind durch x^j —x^ etc. zu ersetzen. Es treten 
also aus den vier Summen (20) folgende Glieder heraus, in denen die 
Summenzeichen sich auf die verschiedenen Reihen von Veränderlichen 
beziehen : 

0^»aa;/ Ö^iaa;,' Ö^^po;,' Ö^iga;/ 

oder auch, wenn m, m' ... die Ordnungen der Covariante P in den 
X, x' . .. bezeichnen: 

Setzt man ausserdem in (20) Zw+« an Stelle von a, so erhält 
man für eine Covariante P die folgenden DiÖerentialgleichungen : 

J^(na, — + (n-l)a,— ...j -J^o:,— =«P 
g(na,f|+(n-l)a,||...) -S^i|| = « 

q/ aP^ ,. dP \ a dP j. 

Die Bedeutung der hier durch « bezeichneten Zahl ergiebt sich 
wieder, wenn man die erste und letzte Gleichung addirt, und es findet 
sich mit Beibehaltung der früheren Bezeichnungen: 

abermals übereinstimmend mit der Zahl k des § 16. 

Ich erwähne noch eines Satzes, welcher als eine Art veränderten 
Ausdrucks für die Differentialgleichungen (20) aufgefasst werden kann, 
sobald dieselbe sich nur auf eine Form beziehen. Bilden wir aus einer 
Invariante P einer Form f die Covariante 

Dass dies eine Covariante ist, folgt aus § 3., denn P ist nach 
den Coefficienten von f dift'erenzirt, und die Differentialquotienteu 
sind mit den Coefficienten der Form gleich hoher Ordnung 

(^2 ^1 - ^1 ^2)" 
(die z als die Veränderlichen angesehen) multiplicirt worden. Ver- 
möge der symbolischen Bezeichnung (12) geht Q in die Form 
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{yxy 
über, und schiebt man dies (n— l)mal über f=ax^, so erhält man 

. B = (i,x). oj— ' «, = -i (y, a;, - y, x,) (x, M) + x,^^^ 

Inzwischen nehmen die Gleichungen (20) nach (13) die sym- 
bolische Form an: 

so dass man identisch erhält: 

iJ = 0. 

Man kann also folgenden Satz aussprechen*: 

Bildet man aus einer Invariante P einer Form 
^ter Ordnung die Covariante 

n ^P n ^P n i ^^P n 2 2 _L 

so ist die (n— 1)*® Ueberschiebung dieser Covariante 
mit /"identisch Null. 

Die w*® Ueberschiebung würde 

dP dP 

also P multiplicirt mit einer Zahl geben. 

§ 81. Typische Darstellnng und assoeiirte Formen« 

Nach dem Vorigen kann man alle Invarianten eines simultanen 
Systems mit h Coefficienten durch Ä~3 Parameter ausdrücken. Man 
kann also auch alle Invarianten als Functionen von solchen ifc— 3 In- 
varianten auffassen ; zwischen denen selbst keine Belation besteht. 
Aber diese Functionen sind im Allgemeinen irrational. 

Ebenso kann man alle Covarianten durch Tc—\ Parameter dar- 
stellen ; man kann sich also alle Covarianten als Functionen von zwei 
Covarianten und Ä— 3 Invarianten, oder allgemeiner als Functionen 
von fc— 1 Covarianten denken. Auch diese Functionen sind im All- 
gemeinen irrational. 

Setzen wir die Bedingung der Rationalitat voran, so. können wir 
die Aufgabe stellen: 



* Ich verdanke denselben einer Mittheilung des Hm- 
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Alle Covarianten und Invarianten eines simul- 
tanen Systems sollen durch Ä + A— 1 Covarianten 
bez. Invarianten rational ausgedrückt werden, wäh- 
rend zwischen den letztern A Relationen bestehen. 
Diese Aufgabe wird auf unendlich mannigfaltige Weise gelöst 
durch die Theorie der associirten Formen.* 

Betrachten wir irgend zwei Covarianten der simultanen Formen . 
fy tpj if...y welche zwei Reihen von Veränderlichen enthalten, und 
zwar t/i, j/a liii^ar, rr^, x^ zu beliebig hoher Ordnung. Diese Cova- 
rianten g, Yi sind nach § 8. immer zusammengesetzt aus der ersten 
Polare einer Co Variante mit einer Reihe von Veränderlichen, und aus 
der identischen Co Variante (xy), haben also die Form 



K^'lf+^*lf)+^^^^^' 



wo M und K CoTariaHten mit einer Reihe von Veränderlichen sind 
und ft die Ordnung von M bedeutet. Die Ausdrücke 

0) 



5 = Si yi + Sä 



sind, wenn wir auf die Veränderlichkeit von x^, x^ für den Augen- 
blick keine Rücksicht nehmen, neue Veränderliche, welche wir mit 
Hilfe der Substitution (1) an Stelle von y^ und y^ einführen können. 
Wir erhalten dadurch die Formen /*, 9), ^..., wenn dieselben mit 
den Veränderlichen y geschrieben werden, transformirt in Functionen 
der 5; ^; deren Coefficienten von x^y x^ abhängen. Betrachten wir 
irgend eine dieser Formen, etwa /*, genauer, und führen die Trans- 
formation an derselben aus. Man hat 

Ist also symbolisch ^ 

/'(y) = «»", 

so ist die transformirte Form von f durch die Gleichung gegeben: 

Wir nennen diese Darstellung von f eine ty- 
pische**, insofern darin die Veränderlichen sowohl 
als die Coefficienten Covarianten sind. 



* Diesen Begriff stallte (in etwas speciellerer Fassung) Herrn ite auf, 
Cambr. and Dublin, math. Journal 1854 und Crelle's Journal Bd. 52. Vgl. 
auch Brioschi, Annali di matem. tom. L, S. 296. 

** Auch dieser Begriff rührt von Her mite her (vgL die in der vorigen An- 
merkung citirten Abhandlungen). Doch wandte derselbe ihn hauptsächlich in 
einer etwas andern Form an, indem er die linearen Factoren einer quadratischen 
Covariante, also irrationale Formen, als typische Veränderliche einführte. 
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Das letztere ist leicht einzusehen. In de^ Ausdrucke (2) kom- 
men w + 2 Coefficienten vor, die Grössen: 



Nun verhalten sich in Bezug auf lineare Transformationen die 
Coefficienten Si, S25 Viy V2 ^^® Coefficienten linearer Formen. Geht 
z. B. bei linearer Transformation g in g' = r^.g über, und sind 

die Transformationsformeln ; so hat man 

S' = l'i ^1 + S>2 = ^^ t 5i («n ^1 + «12^2) + 62 («21 ^1 + «22^2)1 ; 
also 

S'i = ^^ (Si «n + Sa «21) 
^'2 = ^^(5i «12+^2 «22)- 

Dies sind dieselben Transformationsformeln, welche für lineare 
Formen mit constanten Coeffiqienten oder für die Symbole a gelten, 
nur dass noch der Factor r^ hinzutritt. Hierdurch übersieht man so- 
fort, dass die Ausdrücke (3) die Invarianteneigenschaft besitzen. 

Den Gleichungen (2), (3) entsprechend, erhalten wir andere, 
welche sich auf 9), ^ . . . beziehen. Dabei bleibt D ungeändert; an 
Stelle der A aber treten andere Covarianten JS, C . . . Pie Anzahl 
aller A, B, C , . . ist gleich der Anzahl Je sämmtlicher in /*, 9, ^ . , . 
vorkommenden Coefficienten. 

Setzt man, wie oben als die allgemeine Annahme bezeichnet 
wurde : 

• '^=i;\y^i^+y^j^J+^^'^y^' 

wo K, L, Jf, JV^ Covarianten mit einer Reihe von Veränderlichen, 

;t, V die Ordnungen von M, N sind, so wird, wenn man die y durch 

die X ersetzt:/ 

g^ x^ + l^^x^ — M 

ri,x,+ ri^x^ = N, 
und man kann folgenden Satz aussprechen: 

Die i + 3 Formen 
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sind associirte Formen, d. h. solche, durch welche 
alle Invarianten und Covarianten des simultanen 
Systems /*, qp, ^... sich rational ausdrücken lassen. 

Bildet man nämlich irgend eine Invariante oder Covariante der 
Form f{y)y so erhält man im Falle einer Invariante dieselbe direct 
ausgedrückt durch D und die A^ B .. .\ im Falle einer Covariante kom- 
men in der Bildung auch noch 5? ^ vor. Da femer die Transforma- 
tionsdeterminante beim Uebergange von den ursprünglichen Veränder- 
lichen zu S, 1^ ebenfalls D ist, so wird, wenn man die ursprünglichen 
Coefficienten durch a, 6... bezeichnet, die Invarianteneigenschaft 
ausgedrückt durch eine Gleichung der Form: 

wo nur, wenn TT eine Invariante ist, links «/,, y^, rechts S, ly fehlen. 
Es wird also 

1. jede Invariante von f eine rationale Function der A, B . . . 
und von J5, und zwar ist der Nenner eine Potenz von D 
allein ; 

2. jede Covariante, geschrieben mit den Veränderlichen y^, f/^, 
eine rationale Function der A, B ... und von D, S, i/, und 
zwar ist der Nenner eine Potenz von J5 allein. 

Setzt man aber x^ x^ an Stelle von y^, y^j so verwandelt sieh 
die obige Gleichung in folgende: 

und man erhält also jede Covariante, geschrieben mit den Xj als 
rationale Function der A, B ... und von D, M, N, und zwar ist 
der Nenner wieder nur eine Potenz von D. 

Hiermit ist nicht nur der obige Satz bewiesen, sondern auch zu- 
gleich die Form gegeben, in welcher die Covariante TT durch die 
associirten Formen sich ausdrückt. Man erhält den Ausdruck 
einer Covariante (bez. Invariante) durch die associirten 
Formen, wenn man in denselben die Coefficienten durch 
die A, B...y die Veränderlichen durch Jf, -W ersetzt und 
durch die passende Potenz von D dividirt. 

Es handelt sich also zunächst nur noch um die Auffindung der 
vier Relationen, welche zwischen den Je +3 associirten Formen be- 
stehen müssen. Man findet dieselben, indem man die Covarianten | 
und rj für die transformirten Formen bildet, wo denn den Veränder- 
lichen x^, x^ die Ausdrücke M, JV, den Veränderlichen y^, y^, die 
Ausdrücke 5, i] entsprechen. Vergleichen wir die ursprünglichen 
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Bildungen von g , rj mit den aus der Form (2) von f gewonnenen^ 
so erhalten wir Gleichungen von der Form: 

wo P, Q, R, S ganze Functionen der A, JS... sind. Aus Ver- 
gleichung der Coefficienten folgen hieraus die vier gesuchten Re- 
lationen : 

(4) P=:D^, Ö = 0, Ä-O, S = D^. 

Man kann sich leicht überzeugen ^ dass diese Gleichungen vier 
von einander unabhängige Bestimmungen enthalten. Denn in Folge 
derselben sind 5, fj wirklich diejenigen Covarianten, als welche wir 
sie vorausgesetzt haben; wenn man also die D, A, B,., zunächst 
als ganz beliebig voraussetzt; und nur die Gleichungen (4) zwischen 
ihnen annimmt, so müssen die Gleichungen (2) und die entsprechen- 
den wirklich die gesuchten typischen Darstellungen geben , weil 
mit denselben Covarianten i, rj überhaupt nur eine Darstellung mög- 
lich ist. Es folgt daraus y dass auch die ^; 1^ etc. nur in Folge der 
Ilelationen (4) schon die symbolischen Ausdrücke (3) annehmen 
müssen y und dass also weitere Relationen nicht vorhanden sein kön- 
nen. Die Gleichungen (4) bilden also die einzigen vorhandenen 
Relationen ; und da es solcher vier geben muss, so müssen jene 
vier Gleichungen nothwendig von einander unabhängig sein. 

§ S2. Einfachstes System associirter Formen. 

Während die Gleichungen (4), welche zwischen den associir- 
ten Formen bestehen, im Allgemeinen verwickelter Natur sind, so 
kommt es doch vor, dass zwischen den associirten Formen einige in 
die Augen fallende Beziehungen von vornherein ersichtlich sind, und 
diese können dann die Relationen (4) des vorigen Paragraphen zum 
Theil oder gänzlich ersetzen. 

Eine besondere Beachtung verdient ein Fall — der einzige seiner 
Art — , in welchem eine Reduction der Bedingungsgleichungen (4) 
in sehr einfacher Weise eintritt, der Fall nämlich, wo eine der Co- 
varianten 5? Vf ^^^^ V) ^^^ ^^^ Coefficienten gar nicht abhängt, son- 
dern sich auf die identische Covariante (icy) reducirt. Ist 

(1) v^(i^y)r 

so wird 
(2) D = (gi?) = g,^, + g,a:, = Jf, 

und die Coefficienten A haben die Werthe (wie ähnlich auch die 
jB u. s. w,): 

C leb ich, Theorie der binUren algebr. FoTinei^. ^^ 
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Ferner ist N identisch gleich Null. Die Gleichungen JV=0, 
D = M ersetzen zwei der vier Gleichungen (4) des vorigen Para- 
graphen. In diesem Falle hängt also alles von den ifc + 1 Grössen 
A, B . , .j M ab, unter denen diesmal die gegebenen Formen selbst 
sich befinden. Bildet man 5 und ri für die transformirten Formen, 
so erhält man für 5 wieder eine Gleichung der Form 

und daher die Relationen 

(4) F^M^, (2 = 0. 

Aus der Bildung von i; aber findet sich nur die Identität 

und in der That können zwischen den Ä + 1 Covarianten (2) , (3) auch 
nur zwei Relationen bestehen, welche durch (4) gegeben sind. 

Bildet man nun eine Covariante oder Invariante für die ursprüng- 
liche und für die typische Form, so ergiebt sich eine Relation der Form 

Jlf^ . TT («0, «1 . . . ; 6o> *i • • •; • • •; Viy »«) 
und wenn man y^ = x^y ^2 = ^2 setzt, geht dieselbe über in: 

~T[{fy —Ay..,\ <p, — JB1...5 ...; Jlf, 0). 

Man bildet also die Darstellung von TT durch die associirten For- 
men, indem man statt der Coefficienten a, 6... die Ausdrücke 

statt der Veränderlichen aber M und setzt. Dies lässt sich noch 
anders ausdrücken. Setzt man Null für die zweite Veränderliche, so 
reducirt sich TT auf seinen ersten Coefficienten, multiplicirt mit einer 
Potenz von M. Indem man durch diese dividirt, kann man die Regel 
so ausdrücken: 

Man bildet eine Covariante, indem maninihrem 
ersten Coefficienten die a, 6... durch/*, —A^yA^,..] 
q), —Bxy JS2'.«; ... ersetzt und durch die passende 
Potenz von M dividirt. 

Bei einer Invariante tritt an Stelle dieses ersten Coefficienten die 
Invariante selbst 

Mau erhält also alle Formen als ganze Functionen der Ic Bildungen 

/ , Jiyj A^ • • • 5 9^ ; ^^i } -^t • • • 5 • • • 
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mit Neuueru, welche Potenzen einer (A+IV®" Grösse M sind. 
Zwischen diesen /j + l associirten Formen bestehen zwei Gleichungen 
(4), deren eine eine Potenz von M durch die übrigen Grössen aus- 
drückt, während die andere M nicht mehr enthält. 

Endlich kann man auch die Relationen (4) noch beseitigen, in- 
dem man die erste Polare einer der Formen fy 9, ^ . . . selbst als 
Veränderliche 6 einführt. Setzt man 






so ist die Transformationsdeterminante 

die Ausdrücke der B, C .,. erfahren keine wesentliche Abänderung*, 
al)er die ersten beiden A werden 

Man hat hier schon vier Relationen vor sich, nämlich 

welche die Stelle der vier Relationen (4) des vorigen Paragraphen 
einnehmen, und auf deren zwei man auch geführt wird, wenn man 
nach Analogie der Gleichungen (4) 5 filr die transformirte Function 
bildet. Man hat also den Satz: 

Setztman im Vorigen 

so lassen sich alle Covarianten und Invarianten des 
simultanen Systems durch die JB, C... und durch 
f, A^j ^3 • . A„, im Ganzen durch fc — 1 Covarianten, 
zwischen denen Relationen nicht mehr bestehen, 
rational so ausdrücken, dass' nur noch jedesmal 
eine Potenz von f im Nenner erscheint. 

Die oben gegebene Regel über die Bildung einer Covariante 
(bez. Invariante) drückt sich nun aber so aus: 

Man erhält eine Bildung TT, wenn man im ersten 
Coefficienten derselben die Coefficienten der ur- 
sprünglichen Formen durch 

ersetzt und durch eine entsprechende Potenz von 
f divLdirt. 

Es ist bemerkenswerih*! dais 4ie hier benutzte Transformation 
Immer möglich bleibt, wie ipdBJ^jjfa Functionen /*, 9, ^ . . . auch 

Öl* 
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gewählt sein mögen ^ da man immer voraussetzen darf^ dass von den 
gegebenen Functionen keine identisch verschwindet. 

Die letzte im Vorigen auseinandergesetzte typische Darstellung 
beweist den am Ende des § 79. gegebenen Satz. Denn in der That 
sind hier nur k — l associirte Formen vorhanden , durch welche alle, 
mit Nennern von der Form /"^, rational sich ausdrQcken, und Be- 
dingungen zwischen diesen Formen bestehen nicht mehr. 



g 83« Recnrsiongformel fttr die Coefftcienten gewisser tjrpischer 

Darstellnngen« 



Wenn man von der Substitution ausgeht: 



welche den zweiten und dritten der im Vorigen behandelten Falle 
umfasst, so kann man f&r die Bildung der dabei auftretenden typischen 
Coefficienten eine Recursionsformel angeben. Es ist genügend; 
au einer der Grundformen, etwa an /*, dies zu beweisen. Für den dritten 
und wichtigsten der oben behandelten Fälle crgiebt sich aus derselben 
das bemerkenswerthe Resultat, dass alle Coefficienten Ä durch f theil- 
bar werden. 

Die typische Darstellung war für diesen Fall in der Formel ent- 
halten : 

(2) M'>.f(y) = A,i''-^A,l''-^fl + **^^A,l''-W -+..., 
wo 

Aq = fl:r" = f 

(3) vl, = ax»-'(o5) 



Bilden wir nun den Ausdruck 

dAA^ dAA^ ^1 f dÄAdM dAkdM \ 

Wenn man für A^ seinen symbolischen Ausdruck einführt^ so 
geht dieser Ausdruck über in: 

wo der erste Theil rechts gleich {n—h)Ak^\ ist. 
Es sei nun symbolisch 



Typische Darstellungen. — §§ 82, 83. 325 

also 

gl == «1 «x^'-S '^i = «2 «^" ■' . (« 6) = (««) a^i'*-' . 
Demuacli wird 

'• >V * = (/t- 1) (aa) (a/J) «^ ••' ^/-' . 

Vertauscht man über rechts a mit ß und setzt dann für die rechte 
Seite die halbe Sumn^e des ursprünglichen und des neuen Ausdrucks, 
so hat man: 



dx. '* dx, " 2 



•/r_^-2/lJ»-2 



Der Ausdruck 
ist eine aus M entspringende Co Variante. Führt man diese ein, so ist 

uud daher aus (4): 

was die gesuchte recurrente Formel giebt; denn man erhält daraus Ah^\ 
durch Ak^\yAh u\id die Differentialquotienten des letzteren ausgedrückt: 

Wenn, wie im dritten Falle des vorigen Paragraphen, -3f = /, so 
wird M nichts anderes als die zweite üeberschiebung von f über sich 
selbst, welche hier durch is^bezeichnet sein mag: 
(7) Ac=(a6)«a,-2j^n-2^ 

und die recurrente Formel wird also: 

Es ist leicht ersichtlich, dass in Folge dieser Formel alle A durch 
Z' theilbar werden. Die ersten sind es, da ^ = /', -4.^=0. Nehmen 
wir also an, es sei gezeigt, dass Ak und Ah—\ durch /"theilbar seien; 
die Formel (8) lehrt dann, dass Ahj^x ebenfalls den Factor / enthalte, 
und demnach muss diese Eigenschaft allen A zukommen. Setzt man 
nämlich für jeden Werth von h 

An^f.iphj 
so ist 

9>ü=l; 9>i = 0> 
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sodauu wird 






oder, da der erste Theil wegen der Bedeutung der 5 identisch ver- 
schwindet: 

d 






Daher ist in (8) der Werth von Ahj^x wirklich durch f theilbar, 
und zwar erhält man aus jener Formel jetzt für die tp die Recursions- 
formel: 



(9) 






Durch Einfahrung der tp verwandelt sich nun die typische Dar- 
stellung von /*(«/) in folgende: 

und alle Covarianten und Invarianten von /"sind durch die 
?i— 1 Covarianten 

rational und zwar so ausdrückbar, dass nur jedesmal eine 
Potenz von f als Nenner erscheint. 

I 84« Die independente Darstellung der Functionen <p« 

Bei der grossen Wichtigkeit der Formen <p ist es wünschenswerth, 
sie auch independent darzustellen. Hierzu gelangt man auf fol- 
gende Art; 

Es ist symbolisch 

Ah = /•. tpk = t/,"-'^ {a g)'* (A >2J. 

Ich werde nun in zweien der Factoren (aj) für die 5 ihre sym- 
bolischen Ausdrücke (2) setzen. Alsdann ist 

/". q>h = «*"-* (ag)*-^ iah) {ac) 6,»-' c,"-«, 

oder wenn man die Identität II. § 15. anwendet: 

= /•. a,«-* ialf- \iaiy h,—^ - ^^ A . ^a_2 
= /• . { a,"-* (a g)*-2 (a 6)^ b.-^ ^ ^ A . <p Ä-2 1 . 

Bezeichnet man also durch ^ä die Covariante : 

welche von der Ordnung 

(»-l)(A-2)-[-n-A-l-w-2-:A(n-2) 
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ist, so hat man für (ph die Formel: 

(2) (ff, = ^Ä — ^ A . 9^-2. 

Diese Recursionsformel aber gestattet leicht die independente 
Darstellung der qp; denn indem man in (2) für ^k^'2 seinen Werth 
in (ph—i und ^ä_2 einsetzt u. s. w., erhält man: 

(3) qPÄ =- ^A — i A iph-2 + i A^ ^A-4 — J A^ ^Ä_ö . . . , 

eine Formel, welche die independente Darstellung der q) vollständig 
liefert, wenn man noch bemerkt, dass wegen der Gleichungen 9?^= 1, 
tp^ — O die Gleichung (2) für qpg ^^^ 9^3 giebt: 

93 = ^8 

9» = ^2 — ^ A. 

Die Gleichung (3) endigt also für ungerade h mit ^3; für gerade 
h kann man sie bis ^^, fortsetzen, aber dann ^o=l annehmen; oder 
man kann überhaupt den Gleichungen (1) noch ^ie beiden willkür- 
lichen Bestimmungen hinzufügen: 

(4) ^,= 1, ^,=0, 

und in der rechten Seite von (3) die Glied ier so lange fortsetzen, als 
die Indices nicht negativ werden. 
Bemerken wir noch, dass 

^2=(«^)'«-"-'6x"-^ = A, 

so können wir jetzt folgenden Satz aussprechen: 

Alle Covarianten und Invarianten von f sind 
rationale Functionen der n Covarianten 

/•, A, 1^3, ^4 . . . , ^„ [^A = (aby (ag)*-2 a.«-* &,»~2j^ 

wobei immer der Nenner nur eine Potenz von /* ist. 

Indem man das bei dieser Darstellung der q) angewandte Ver- 
fahren weiter benutzt, wird es nun möglich, allgemein ein einfachstes 
Formensystem anzugeben, durch welches man rational mit Potenzen 
von f im Nenner alle Invarianten und Covarianten ausdrücken kann. 
Die Untersuchung, welche wir zu diesem Zwecke ausführen, besteht 
aus zwei Theilen; in dem ersten werden allgemein Endformeln ge- 
geben, durch welche man die q) oder ^ auf ein einfacheres Formen- 
system zurückführt. Eine weitere Reduction, welche dann zweitens 
erfolgt, gestattet eine Angabe von Endformeln nicht mehr, liefert 
aber ein Formensystem, welches offenbar eine Reduction nicht mehr 
zulässt. 

Wenn man die oben für den Zusammenhang der q> mit den jf; 
entwickelten Gleichungen in eine, zusammenfassen will^ so kann dies 
folgendermassen geschehen. Die Gleichungen 
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9's = *s 
(5) q>^ = f^-^Aq>t 

9s = ^6-\^9a 



kann man sich bis in's Unendliche fortgesetzt' denken, wobei denn 
immer nur die n — 1 ersten Gleichungen für den vorliegenden Zweck 
eine Bedeutung haben. Multiplicirt man die Gleichungen (5) mit 1, 
e, e*... xmd summirt, so erhält man: 

9»» + 9>s « + 9*4 «* • • • = *8 + ^3 « + *4 «f* . . . 

-i A |1 + «* (9* + 9»»« + 9^4 «* •••)!» 
und daher: 

W 9'j + 9's« + 9»4« ••• = 1 + lAe» * 

Die Formen (p sind also die ersten n — 1 Coef- 
ficienten bei derEntwickelung des Ausdrucks rechts 
nach aufsteigenden Potenzen von e. 

Wenn wir nun die Formen ^2 ^^^ ^s ausnehmen^ so können wir 
für die übrigen tp Formeln aufstellen, welche den Reductiousfornielu 
(5) der q) ganz analog sind. Ist h^4, so kann man in dem Aus- 
drucke: 

abermals für zwei Factoren (aS) ihre Werthe einführen und erhält, 
ganz wie bei der Reduction der q): 

^f, = (a 6/ (a 6)*-* (a c) (a d) a*—* ftx'^^ c*"-» d,"~> 

= (aby (ag)*-^ a,»-* 6^—2 ^,«-2 ^^«-2 t(ac)2d,2_ ^ (^^d)^ aj\ 
= /". («6)» (ac)* (ag)*-* a,"-* 6;,"-*^ ^,»-2 _ ^ ^ ^^^.^ . 

Führt man also die Bezeichnung ein: 
(7) xk = (a hy (acy (al^ a,«-* ft^-^ ^^«-2 

so hat man die Gleichungen: 

*6 = /'-ZG-i^^6; 



und es sind daher, indem man ganz wie oben verführt, ^4, ^5 . . . 
die ersten n — 3 Entwickelungscoefficienten der Reihe: 
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Gauz ebenso kann man nun die Formen x^ behandeln, für welche 



Ä > 6. Setzt man 

(9) ^Ä = (a bf (acy (ad)* (aS)*-« a^:"-'^ ix»"^ c,"-« dx»-\ 
so hat man die Reductionsformeln : 

Z8 = /'-^8-i^Z6 



und x^^ Z? • • • 8^"^ ^^^^ ^^® w — 5 ersten Entwickelungscoefficienten 
des Ausdrucks: 

Indem man so fortföhrt, erhält man eine Reihe von Gleichungen 
(6j, (8), (10):. 

98+93 « +«P4 « • • • = \+lAe^ 

w,.w,«.^,2 _ -iA(»,+»»g>+Aa:4 + a:5g+a:«^^-) 

„.„..„-» _ - i A (X4+X.^) + /'(»«+»7^+»8g' -0 
Zu T Z7 « -f Zs * • • — 1 + l A «* 

Multiplicirt man dieselben der Reihe nach mit 



1, 



r^ 



Pifi 



l + iA«=" {l+iAgy\ (l+^AnY'"' 
und addirt, so bleibt, mit Weglassuug der sich aufhebenden Terme: 

(11) ff^ + tp^e + fp^e*... 

-|A t, + t,e , fs!HX4+lb,e) , /^g*(»,+fr,g) 
l+iA««"^(l+iA£!Y (l+iAÄ=0* (l+^A«")* "^■■" 

Mit Hilfe dieser Formel drücken sich die Functionen q> durch 
die Formen 

(12) A = il>^, ^3, Xi, 7k, »6> *7 • • • 

aus. Um die darin liegende Vereinfachung abzuschätzen, bemerke man, 
dass Grad (in den Coefficienten) und Ordnung (in den Veränderlichen) 
bei den tp die folgenden sind: 





9*2 


98* 


1 ■ 94 


9» 96 


97 


Grad : 


2 


3 


4 


5 6 


7 ... 


Ordnung : 


2n-4 


3n-6 


4n-8 


5«-10l6n-l'i 

> 


yT-^X,— \Nl .- -n 
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dagegen bei der neu eingeführten Reihe von Formen: 





t. 


1'3 


Xi 


Xi 


*6 


Grad: 


2 


3 


3 


4 


4 


Ordnung : 


2«-4 


3n-6 


3n 8 


4m 10 4n 12 



5w — 14 ... 
Entwickelt man die rechte Seite des Ausdrucks (7), so hat man 



und daher^ mit Rücksicht darauf; dass A = ^2* 

<)P3 = ^3 



WO das Bildungsgesetz minder tibersichtlich ist. 

Sprechen wir den in Obigem enthalteneu Satz folgender- 
massen aus: 

Alle Invarianten und Covarianten von f sind 
bis auf Nenner von der Form f^ ganze rationale 
Functionen der folgenden n Bildungen: 

f 

l^ = (aby (acy a^"-* &,"" * c,*— * 



n — i /. « — 2 



^g = (aby (acy (ady a^"-« fex"-*^ c^"-^ d, 

^^ = (ajp (acy (ady (a g) a^"-^ hs^-"" c,»--^dx"-2 



-2^ n-2 



§ S5« Das einfachste System associirter Formen« 

Eine viel wesentlichere Grad- und Ordnungserniedrigung der 
Formen ; durch welche sich alles ausdrücken lässt^ erhält man aber 
durch folgende Betrachtung. 

Die Formen V'g? %) X\7 Z5 • • m *^f welche oben alles zurück- 
geführt wurde, mit Ausnahme der letzten von allen, haben die 



Typische Darstellungen. — §§ 84, 86. 331 

Eigenschaft, dass jedes darin auftretende Symbol auch durch einen 
linearen symbolischen Factor vertreten ist. Denken wir uns die For- 
men der Reihe nach für n= 1, 2, 3 . .. entwickelt, so tritt also bei 
jedem folgenden Werthe von n nur eine wesentlich neue Form auf, 
die letzte; die anderen aber sind aus den Formen des um 1 niedrigeren 
n dadurch ableitbar, dass man in jedem der symbolischen Ausdrücke 
das Product aller seinen Symbolen entsprechenden linearen Factoren 
als Factor hinzufügt. So kommen bei n = 2 nur 

f=^aj und ^2 = D = (a6)8 

vor; aus diesen werden bei w = 3 die Formen 

/■= aj, ^^ = A = (rt by flf, bsy 
und es tritt die neue Form 

t,^-Q = -(aby(ca)bsCj 

auf u. s. w. Jede Covariante einer Form w*®' Ordnung, bei welcher 
alle Symbole auch durch lineare Factoren vertreten sind, kommt schon, 
mit je einem linearen Factor weniger für jedes Symbol, bei den 
Formen (w— 1)*" Ordnung vor, und ist dort durch f und die den 
Formen (w— 1)*®' Ordnung entsprechende Reihe von Formen ^, X-»«; 
mit einem Nenner f^ rational ausdrückbar; daher ist eine solche bei 
den Formen n*" Ordnung durch die entsprechenden Formen ^, x • • • 
ausdrttcklwr, d. h. man bedarf bei einer solchen Covariante nicht der 
letzten, bei den Formen n*" Ordnung neu auftretenden Bildung, 
welche zugleich nur in dem letzten Coefficienten ihrer typischen Form 
vorkommt. 

Man kann also sagen, dass jede Covariante, in welchei; 
jedes Symbol durch einen linearen Factor Vertreten ist, 
bereits durch die ersten w— 1 der Formen /*, ^g, ^3, Xa} Z5 • • • 
als rationale Function mit einem Nenner f^ ausgedrückt 
werden kann; ebenso jede Covariante, in welcher jedes 
Symbol durch das Quadrat des betreffenden linearen 
Factors vertreten ist, durch die ersten m— 2 der Formen 
ff tij ^37 Xi) Zs • • • ^- s. w. Da aber umgekehrt aus den letzten 
Formeln des vorigen Paragraphen ^^ durch /*, (p^] ^3 durch /*, ^g, 9)3; 
X4^ durch f, tp^j 9?3, tp^ etc. als ganze Functionen dividirt durch Po- 
tenzen von f ausgedrückt werden können, so kann man in dem soeben 
ausgesprochenen Satze auch statt der ersten *n—l, n — 2 etc. der For- 
men fy ^2, ^3, x^, Zs • • • iiiinaer sagen: die ersten w — 1, n— 2 etc. 
Coefficienten der typischen Darstellung. 

Man kann daher nun auch den letzten bei den Formen n*«' Ord- 
nung auftretenden Coefficienten y« oder die ihn vertretende Form 
der Reihe /*; ^3; ^3, ;t4; Zs • • • ^^ dieser R^\Vi^ ^\ä^ ^\jä '«xässx^ 



332 Siebenter Abschnitt. ^ 

Form ersetzen, welche sich von der ursprtinpflicheu durch ein Glied 
unterscheidet, in welchem jedes Symbol durch einen linearen Factor 
vertreten ist und welches also schon als rationale Function mit einem 
Nenner f^ durch die vorhergehenden Glieder der Reihe ausgedrückt 
werden kann. Dann aber überzeugt man sich leicht, dass durch Zu- 
ftlgung solcher Terme die betreflfende Form wiedeirholt durch /' theilbar 
gemacht und also auf eine nach Grad und Ordnung wesentlich niedrigere 
Covariante zurückgeführt werden kann. 

Betrachten wir zunächst den Fall, wo n gerade ist. In diesem 
Falle ist die neu hinzutretende Bildung von der Form 

{ahf {acy {ady . . . {amf &,"-^ Cx"-' rf.r"-* m^^^-'K 

Setzen wir dann für {acyhj seinen Werth: • 

so brauchen wir davon nur den Term 

zu berücksichtigen; denn das von den übrigen Termen Herrührende 
enthlilt den symbolischen Factor a^ h^Cx - - - und kann also übergangen 
werden. An Stelle der obigen Form kann man also eine setzen, 
welche den Factor 0^^" = /' •enthlilt, und mit üebergehung desselben 
bleibt dann die Form übrig: 

Verfährt man nun mit {ad)^bj ebenso wie oben mit {abyhje^, 
so kann man, mit Hinweglassung von Termen, welche übergangen 
werden dürfen, und mit Auslassung eines Factors f, statt der obigen 
die Form einführen: 

(fl hf {acy . . . (amy bs^'-^Cx"-'^ . . . m,»-l 

n — 2 

So kann man, da die Zahl der Symbole b, c . . , m gleich — ^ — 

ist, fortfahren, bis man zu der Form 

(a6)»-2(amp6,^mx»-2 • 

gelangt. Bei dieser kann man noch einen Factor (am) (^ durch 
(a&)mjr + (6w) a, ersetzen und den letzten Theil auslassen, weil er 
axbxVtix enthält. Es bleibt also 

{aby-^ {am) b^ m^"-^ 

Da nun w— 1 ungerade ist, so erhält man durch Vertauschung 
von a mit fc, indem man für den obigen Ausdruck die halbe Summe 
zweier gleicher einführt: 

i (a6)«-^ Wx«-* t («^) ^x — (bm) a, | 
:=\laby. ma:" = i/'.(a6)». 
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Es bleibt also endlich die einfachste Invariante (ab)" der Form m*** 
Ordnung übrig; und diese ist das einfachste Gebilde, welches als 
neue Form eingeführt werden kann. Bei den Formen höherer Ordnung 
treten für sie die Covariaüten 

ein. 

Alle geraden Formen geben, wie man sieht, bei dieser Unter- 
suchung nur zu Covarianten oder Invarianten Veranlasisung, welche 
in den Coefficienten vom zweiten Grade sind. So trat bei den Formen 
zweiter Ordnung (ah)' auf, bei den Formen vierter Ordnung (nhy. 

Gehen wir nun zu dem Falle eines ungeraden n über. Hier ist 
die zu betrachtende neue Bildung: 

(aiy (acf . . . (amy (ag) 6,"- ' c,"-^ . . . mj'-^ 

Wir können, indem wir ganz wie oben verfahren, an Stelle die- 
ser Form die Form 

(aly-'^(al)l. 

einführen, die Functionaldeterminante von (aft)""^ a^ft, mit/". Für 
Formen von höherer als der w*«° Ordnung tritt an Stelle derselben 

(ah)—'(al)aj''-'ls\ 

was nicht aufhört (bis auf einen numerischen Factor) die Functional- 
determinante von f mit der Form zweiten Grades in den Coefficienten 

(aiy-'aj-bj^ 
zu sein. 

Und so können wir denn endlich folgenden Satz aussprechen: 

Alle Covarianten und Invarianten einer Form f 
von der n*®" Ordnung sind durch die folgenden ein- 
fachsten Formen als rationale Functionen mit Nen- 
nern f^ darstellbar: 

1. / selbst, 

2. die Formen zweiten Grades in den Coefficienten 

(aby a,''-2 6.^«-2, (aby a^"-^ 6^"-^ _^ 

3. die Functionaldeterminanten der letzteren 
mit f. 

Von diesen Formen sind die unter (2) angeführten von den Ord- 
nungen 

2n--4, 2n-8, 2n-12..., 

die unter (3) angeführten von den Ordnungen 

3n-6, 3n-10, 3n-14.... 

Die letzteren sind sammtlich Formen ungeraden Glv^Nx^kkRX"^. 
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§ 86. Methode zur Berechnnng der Coefflcienien 9>- Die typischen 

Darstellangen bis znr sechsten Ordnung. 

Um nun wirklich die Coefficienten (p und damit auch alle anderen 
Invarianten und Covarianten durch das vorhin angegebene einfachste 
System auszudrücken, kann man folgenden Weg einschlagen.* 

Der grösseren üebersichtlichköit wegen bezeichne ich die Formen 
des einfachsten Systems associirter Formen durch ^, r, so dass 

6^^{aby a/"-* fear"-* r^ = {abY {ac)aa:'*-^ 6t"""^ ^^"""^ 



} 

wo denn 6^ die früher durch A bezeichnete Form ist. Man bilde nun 
diese Ausdrücke für die typische Form. Nach einem in § 82. gegebenen 
Satze hat man^ um eine Govariante für die typische Form zu bilden, 
nur in dem ersten Coefficienten derselben die Coefficienten von f 
durch die Coefficienten /*, 0, A^j — -4g . . . der typischen Form zu 
ersetzen und durch eine passende Potenz von / zu dividiren. Da in- 
zwischen gezeigt wurde, dass 

so kann man diesen Satz jetzt dahin aussprechen, dass in jenem 
Coefficienten die Coefficienten von f durch die Ausdrücke 

(1) 1; 0, q)2, 93 ••• 

zu ersetzen sind und sodann durch eine passende Potenz von /"clividirt 
werden muss. 
Ist nun 

/. ji j^ W I Yl , Yl — 1 2 2 I I n 

/ — ^0 *^1 "i ^ ^1 ^1 ^ä • j ö ^2 "^i ^2 + • ' • "T ^n ^2 y 

und setzt man zugleich 

30 erhält man durch Bildung der ersten Ueberschiebung von f mit ff^: 

T,=(a,a;i"-"+...)K('V"-"-' + .-)-K^i"-'+--)(SiWa;i*"-'"-' + --) 
=(a, So« - rtoSi"* ) V—*'-» + . . . 



* Ich verdanke die hier folgende Methode einer schriftlichen Mittheihing von 
Herrn lirioschi. 



Typische Darstellungen/— §86. 336 

Man erhält daher r,-, wenn mau in dem Ausdrucke «^ 5/^) — «j s^,<'^ 
statt der a die Grössen (1) einsetzt und durch eine passende Potenz 
von f dividirt. Dabei aber ist a^ durch 0, a^ durch 1 zu ersetzen; 
man braucht also , statt im ersten Coefficienten von t/ diese Ersetzung 
vorzunehmen, dieselbe nur an — 5^^'^ dem negativ genommenen zweiten 
Coefficienten von öi, auszuführen. 

Nun ist, als (2i)*® Ueberschiebung von f über sich selbst: 

/ „. . W--2/ ,. , \ 

1 I ^1 *^1 • 1 ^ ^1 ^2 • • • I 



\aii-.\ a:^"-*' + !L_i a^i ar,«~2/-i 3;^ . . . j 






( ,. . n — 2i « 9.- 1 \ 



daher 



... 2i . ^2i.2i-l 

V = <^0 ^a "" y ^1 ^2'-^ + i~2"~ ^^ Ö2/--2 . . . + «2/ «0 

m 2/ , 2i.2e-l 
V = «ü ^2i+i — Y «1 «2i H j— 2 — «2 ^2i-i . . . + an<i^ , 

oder, wenn man gleichartige Terme zusammenzieht: 

Syf») == 2 < a^^ au — y «i 02,-1 H y-g — ö^a^s»-« • • • ' 

(-1)« 2i.2i-l...i + l ^ 

"*■ 2 • 1.2...i ^' 

., 2i-l . 2i.2i-3 
V' = <^o02i+i j — «102,-1 j— ö — a^a2i-i 

2/.2i-1.2i-5 ,, ,,,2i.2i-l...f + 2.1 
j^ 2 3 Ö3^'-2 ... + C— 1} r— 2 ^ a, 0^4.1. 

Setzt man nun hierin die Grössen (1) an Stelle der a, so werden 
die Ausdrücke rechts von der Ordnung der Ausdrücke 92/ ii^id 921+I7 
also beziehungsweise von den Ordnungen 2?' (n— 2) und (2/+1) (n— 2) 



ÄK 



■ T^L S- SfS'j. »Ifcr^id ö^ nüJ r,- toc den f^rdnongcii 3a — 4 t 
%% —i% — 'I «ind. EHe KinziLmfazeiMiäL Pofeiu£]i Toa f sind also: 

t« tf*: = ^ =— =2i — 2 

m 

bei r,: '-^ = - = 2$ — 2, 

m 

TUkd die Aoädrüd^e der tf, r doreh die ^ werden dmdi die Gleich 
ongen gegeben: 

-,, , ^2#.2#-l 2i.2i-1.2i-2 

r-iy 2i.2i-l...i+l , 
+ -^2 TTTTT ^ 

^. , . 2#.2i-3 2i.2i-1.2i-5 
^i -r ' = T^-i T j "2 — Vi V-s«-! ^ 2 3 ^ ^•"" 

2i.2i— 1 ...1 + 2. 1 

+ ...(— ly . 223 — • — ~ ^P« v*+*- 

Diese Formeln gestatten es , saccessiTe die rosebiedenen ^ dnrd 
die tf, T auäzadr&cken, nnd indem dieses möglich wird, geben sie zn* 
gleich einen anmittelbaren Beweis dafar, dass aUe Covarianten und 
Inrarfanten von f als ganze rationale Functionen Ton f ond den 0, r, 
nur jedesmal durch eine Potenz von / diTidirt, ansgedröckt werdeii 
können. 

Da die ip hier snccessire berechnet werden, so enthalt ^i noi 
die tf bis cff, die t bis zu r,_i einschliesslich; dagegen enthalt g>2i^\ 
die 6 bis zn öt nnd die r bis zu r. einschliesslich. Inzwischen bemerkt 
man, dass die Differenz 

die frfiheren g) nach den obigen Formeln nur bis zu 92^—2, und dasi 
die Differenz 

die q> nor bis zu qi2i—\ enthalt Daher kann die erste Differenz, weni 
man alles durch die ö, x ausdrückt, diese Grossen nur bis zu i§i^\ 
ti—2f die zweite Differenz dieselbe nur bis zu 0i^i, r,— 1 enthalten 
Und man hat also den Satz: 

Die Ausdrücke der typischen Coefficienten ^ 
haben die Form: 

wo die TT ganze Functionen bezeichnen« 
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Die Gleichungen 

i ^3 /"^ = 9>ß + 15 9>2 9^4 - 10 9>3^ 

1 ^4/^ = 9?8 + 28 gj^ 9>6 -56 9>3 9>5 + 35 94* 



1^2/^ = 9'5 + 292 9>3 

^3/'*=97 + 9929>5 -5gJ394 

•f 4 /^ = 9^9 + 20 9?2 97 - 28 9?3 9« + 14 9?^ (p^ 



geben aufgelöst folgende Ausdrücke der ersten 9: 

<3P4 = i^./^-i<^i' 
9^5 = 'f 2 /^ — ^1 '«^'1 

<3Pc=i^3/''-¥<^1^2r+V^.' + 10V 
97=-^3/'' + (^^1^2-t^l^2)r + *<^l'l^l 
<P8 = i<^4/^-(7(yi<^3 + V<^2')/'' + (^<^l'<^2 + 56T,T,)/^ 

-(HF<^/-196(T,T,^) 



Die fraglichen typischen Darstellungen werden daher für die 
ersten Ordnungen folgende: 

n==2. Hier wird ö^ = D, also 

wie in § 33. 

w = 3. Es wird (y^—A, r, = — ^, also 

Alle Invarianten und Covarianten von f drücken sich also durch 
f, A, Q aus. In der That bleibt nur noch R übrig; bildet man das- 
selbe für die rechte Seite nach der ausgerechneten Form (§ 34. Anm.), 
so hat man 

Die Vergleichung der Ordnungen giebt A = 2, also 

-£t — — p } 

was nichts anderes als die Gleichung (7) des § 35. ist. 

n = 4. Man hat • 

ClebBch, Theorie der binären algebr. Eormeti. 
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also 



^./•Ü/) = S* + 3ffr-»/- + 4r§>;3+(^-iff*)V- 



Alle Covariantcn und Invarianten drQcken sich also durch f, H, 
T, i aus. Es ist nur j noch übrig, und indem man es für die rechte 
Seite bildet, findet man 

10- 
2 



i./-l = 6. 



fr 



? T 
2 



iP 3 m 



also A = 3, und 



i=3 



■^HP-H^-2T^ 
P 



was die Formel (1) des § 42. ist. 

w = 5. Man hat, indem nach Analogie des § 73. die übrigen 
Bezeichnungen beibehalten werden, nur noch die neue Form 

q = (a&)* (ca) «x iJ c^^ = (pi) cj" ix^ 

hinzuzufügen; dann \si x^ = — q, 

und die typische Darstellung wird: 

w = 6. Hier tritt die Invariante A—G^ (§'^60 liinzu, und die 
typische Form wird: 



^ § 87. Anwendong der typischen Darstellung anf die Lögnng Ton 

Oleichnngen. 

Wenn man unter x^, x^ irgend welche constanten Werthe ver- 
steht, so hat die Substitution 

die Eigenschaft, die Gleichung f=.0 von ihrem zweiten Terme zu 
befreien. 
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1. Bei quadratischen Gleichungen, wo nach §86. die neue Form 

f(.^)f(y) = l'+^v' 

wird, hat man an Stelle von /'(y) = sofort die reine quadratische 
Gleichung 

also 



oder 



l = ±j/-^v, 



» 

und daher, was auch Xi, x^ sßin mögen: 



i^' = - 






was mit der in § 33. gegebenen Lösung übereinstimmt. 

2. Bei cubischen Gleichungen wird nach § 86. die neue Gleichung : 

(1) S^ + tASiy»+giy3_0. 

Diese Gleichung kann, wie in §44., durch entsprechende Modi 
fication der in § 38. gegebenen Lösung, oder direct durch die Car- 
danosche Formel gelöst werden. Man erhält dann 



wo s eine dritte Wurzel der Einheit ist, und, durch Einsetzen in (1), 
nach den gewöhnlichen Kegeln: 

P' AB =-|, 

daher sind A^ und B^ die Wurzeln der Gleichung 
und es wird 



^'-Wh^' 



8 



'W- 
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daher 



Aber nach der Theorie der cubischen Formen ist 



B 
2' 



Die Grossen A und B sind also durch die Gleichungen 

^=i(c-/-//-f) 

nebst der Bedingung 

(5) ^^ = -|> 

welche die Wahl der Cubikwurzel von B^ an die von A^ knüpft^ 
gegeben; sodann aber findet man nach (2) ^ aus der Gleichung: 

Die Lösung giebt, ganz analog der für die quadratischen Gleich- 
ungen aufgestellten, eine unendliche Anzahl gleichberechtigter Auf- 
lösungen, welche nur durch die Wahl des willkürlichen Parameters 

— von einander verschieden sind.* 

Eine andere Darstellung der Auflösung der cubischen Gleichungen 
(l) erhält man, indem man für die x eines der Werthepaare a, ß 
setzt, für welche A verschwindet. Die Gleichung (1) verwandelt sich 
dann in eine reine cubische Gleichung, und man hat daher 

wo die dritte Wurzel jeden ihrer drei Werthe annehmen kann. Die 
Lösung der cubischen Gleichung nimmt also dann die beiden For- 
men an: 

3. Bei biquadratischen Gleichungen ist die transformirte Gestalt 
nach § 86.: 

(7) 0^i' + 3Hi^ri^ + 4:nn' + (}Y^i^')'i'' • 

* Gundelfinger, Math. Ann. Bd. 3, S. 272. 
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Setzt man nun, nach Euler's Methode: 

(8) ^ = A + B+C, 

SO kann man die Gleichung (7) in folgende drei zerlegen, welche 
dann die Grössen Ay B, C vollständig bestimmen: 

T 
ABC =-^ 

(9) A^ + B^ + C^ =-iH 

A^B^ + B^C^ + C^A^^^ — ---^. 

Daher sind A^j B^, C^ die Wurzeln der cubischen Gleichung 

(10) ;js+jH^*+('!^*_i^)^_^*=o, 

während ausserdem zwischen A, B, C selbst die Zeichenbestimmung 

(11) ABC==-j 
besteht. Setzt man aber in (10) 

(12) - = -^^ 

und führt dadurch die neue Unbekannte m ein, so verwandelt sich, 
wenn man zugleich die Identität 



r*=-i(ff»-iff/«-(/^), 



berücksichtigt, die Gleichung (10) in die cubische Besolvente des 
§ 44., nämlich 

• • 

(13) ^3_|^_^^0. 

Man hat also, wenn wieder m, w', m" die Wurzeln dieser 
Gleichung sind: 



(14) B=y- 



H+m f 



H+m'f 



2 ' 



wo für die Vorzeichen der Quadratwurzeln noch die Bedingung (10) 
besteht. 

Man sieht, dass A^ B, G niehts mdmEM^jik^ Werthe 

welche die irrationalen quadratisohen CoiiiHHHHlBL f ^So. ^^»s^ 
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beliebige Wertbepaar x^, x^ annehmeii. Daher kann man diese 
Lösung der biqaadratischen Gleichung endlich in folgender Form 
schreiben*: 

(15) ^ yiTC^iJ + yarC^g) ^,,, (^) + ^(a;) + xix), 

WO 

(16) +'P{x).±t(x). + x(x) = -^' 

Für die wirkliche Darstellung der Losung haben die hier er- 
wähnten Formen vor den im Frühem gegebenen wesentliche Vorzüge- 
Ich will die Formeln (15), (16) auf eine an und für sich interessante 
Gleichung anwenden, die Modulargleichung für die Transformation 
dritter Ordnung der elliptischen Functionen. Nach Fundam. 8. 23 ist 
dieselbe 

(17) ü*-t;* + 2wt;(l-M«t;«) = 0, 

4 4 

WO u = yx, t; = |/A, und wo x den gegebenen, A den gesuchten 
Modul bedeutet. Führt man den reciproken Werth t des Multipli- 
cators M ein, so geschieht dies mittelst der linearen Transformation 
(Fundam. S. 25) 

(.8) t=''-±^, 

uud die Gleichung (17) verwandelt sich dadurch in 
(19) f=t*-6P + 8{l-2x')t-3 = 0. 

Für dieselbe ist » = 0, 

l -1 

-1 2(l-2x«) 

-1 2(l-2x«) -3 

wenn x'* = l — x*; daher aus (13) 

(21) m = y^ = 2y4:x»x'*. 

Zugleich ist 

(22) H=-2t^ + 8{\-2x^)fi-12fl + 8(i-2x*)t + l6x^x'K 

Setzt man also in (15) a;, = 1, Xi = 0, so hat man: 



(20) i = 6 



= 96 X» x'*, 



(23) < = ■^= ^1 - ^^4 x'' x'» + z/l - e v"* X* x'* + ^1 - *«^4 x» x'* , 



* Aronhold in Crelle's Journal, Bd. 62. 
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um die Zeichenbestimmung (IG) zu finden, muss man noch den 
ersten Coefficienten von T (weil a;j = 1 , x^ = 0) bilden, welcher gleich 

1 

-2 2(1-2x2) 

ist. Die Vorzeichen der Wurzeln sind also so zu nehmen, dass 



= 2(1-2x2) 



7/1-1^4 x2 x'« . x/l - £ J/'4 x^x'^ . j/l-e^y^i x^ x'^ = 2x^-1. 



§ 88. Andere typische Darstellong des Formensystems der Formen dritter 

nnd vierter Ordnung. 

Wenn es sich darum handelt, nicht nur die Grundform, sondern 
auch ihre Co Varianten in typischen Veränderlichen darzustellen, so 
können andere Substitutionen, als die im Vorigen behandelten, den 
Vorzug einfachster Eigenschaften besitzen. Bei den Formen dritter 
Ordnung ist es die Substitution 

(1) | = AxA^, ri = {xy), 

bei den Formen vierter Ordnung die Substitution 

(2) g = l'x»r„ i? = (xy), 

welche am einfachsten zum Ziele führt. In beiden Fällen haben die 
neuen Veränderlichen die Eigenschaft, Null zu geben, wenn man sie 
dem Prozesse d unterwirft, so dass, um Q, resp. H zu finden, es nur 
nöthig ist, die Coefficienten der typischen Darstellung von /"die- 
sem Prozesse zu unterwerfen, während andererseits A und T unmit- 
telbar aus den Formeln des § 86. gefunden werden. Doch ist 
es auch für die ersteren Formeln nicht erforderlich, auf den Prozess d 
zurückzugehen, wenn man sofort die Darstellung der zusammen- 
gesetzten Formen xf+XQ, bez. xf+XH unternimmt. Zur Be- 
stimmung der Coefficienten in deren Darstellungen führt die recurrente 
Formel des § 83. 

Es sei nämlich F==F/^ irgend eine Form, und 

l = 9x^~^9y, ^ = (^y) 

eine aus Anwendung einer beliebigen andern, nur nicht linearen. 
Form g? entspringende Substitution. Es wird dann 

und daher 
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wo 



B^^F.^ 



(3) jB,=j;«-«(j^g) 



Die Methode^ eine recurrente Formel für die B zu finden, kann 
nun aus § 83. ohne Weiteres entlehnt werden. Denn da a. a. 0. eine 
Beziehung zwischen den dort durch f, M bezeichneten Formen in 
keiner Weise benutzt wurde, so bleibt das Resultat auch für den vor- 
liegenden Fall bestehen, in welchem f, M nur durch F, q) ersetzt 
werden. Man hat also die recurrente Formel: 

wo die Covariante 

(5) = (9><)o')>,«->'^-» 

bedeutet. Ich wende dieselbe jetzt auf die fragliche Darstellung der 
Formen, dritter und vierter Ordnung an. 

1. Cubische Formen. Zunächst wird durch Anwendung der 
Substitution (1) nach § 86. : 

(6) A.A(y) = 6* + |i?». 

Sodann ist 

(7) A^xf+lQ) = B,i,»-3B,l^ri + SB,iri^-B,ff, 
und zwar hat man nach (3), (4) (<l) = i?): 

B, = xf+kQ 

^ ^ l d.xf+lQ d£i d.xf+XQdA 
' *j ^x^ dx^ dx^ dXi 

= X (oA) a,« A;r + A (C A) (?^« A, 

^icQ-^lf [§36.(3).] 

-B. = I [x (Ö A) (^J A, - 1 A (a A) aj A,] + ^ iJ (x/ + A Q) 
-»3 ^ [x (« A) «** A, + X (« A) (^JAs] + It(xQ-^!Lf) 



= -|(x«-|a/). 
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Die typische Darstellung von x/'+A^ wird also: 
A3 (X/-+ A <>) = (X/-+ A <?) (l» - ?^ I ,'j - (^x (2- 1 a/) (3 g« 1, - I if ). 
Sie zerfällt in die beiden Gleichungen: 

^'f=f {v-^iv')-Q (3 1* 1J - 1 1»=') 

2. Biquadratische Formen. Zur Darstellung von T mittelst 
der Substitution (2) benutzen wir die letzte Gleichung des § 86., in- 
dem wir T an Stelle der dort durch f bezeichneten Form treten lassen. 
Es ist zunächst zu erörtern, was an Stelle der dort durch ff, T, i, 
(/, A bezeichneten Formen zu setzen ist. Hierzu benutzt man die 
Formeln des § 43. Bezeichnen wir durch I und J die nach den y 
genommenen Invarianten der Form 

H.f{y)-f.H{y), 

welche aus ini, jxl dadurch hervorgehen, dass -H für x, —/"für A 
gesetzt wird, so hat man nach § 43. (7) för die in § 86. durch H 
bezeichnete Form den Ausdruck: 

Die in § 86. durch T bezeichnete Form ist die erste üeberschiebung 
dieser Form mit T: 

_ jl JdT dl dT dl \ 

\2,Q.^\dx^ dx^ dx^ dxj 
^_ _1 i^f^T cf dTdf\ dl/dTdH dTdH ^ 

Aber nach § 42. (2) hat man : ^ 

dT^ df_ _dT_ d£ _ . dQ(H,-f\ 

d x^d x^ d x^d Xx dH 

dT dB dTdH_ dQ{Hy-f) 

dx^dx^ dx^dx^'" df ' 

und der gesuchte Ausdruck wird also: 

^ 8f dH dH df i 

"^laA dx d« "dl 

= ^J. (§41.) 
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Die an Stelle von i (§ 86.) zu setzende vierte Ueberschiebung von 
T über sich selbst verschwindet nach § 43. identisch; ebenso also auch 
die an Stelle von q (§ 86.) tretende erste Ueberschiebung dieser Form 
mit T. Dagegen wird die sechste Ueberschiebung Ä von T über sich 
selbst, nach § 43.: 

Da aber für x^H, k = — f, T^ in — iö übergeHt, und nach 
§41.: 

V6 ^ ) 6 •^''^' 

so wird auch 

Wenden wir jetzt die letzte Formel des § 86. an, so erhalten wir für 
T die Darstellung: 

(9) T^.T(y) = §«-^^/g^i^« + f Jgs^^_^72g2^4 

Um die Darstellung von xf+XH zu finden, wendet man wieder 
die Formel (4) an. Es ist 

Dabei ist 

B, = xf+XH, ^={TTfT.^TJ^=^-^~. 

Man vereinfacht die Aufsuchung der folgenden Coefficienten sehr 
durch folgende Vorbetrjchtung. Setzen wir der Kürze wegen 

u^xf+kH 

wo Q immer mit den Argumenten H, —f geschrieben gedacht wird, 
so ist 

IJ 1^ - 1? Si = 4 fx (a T) a,3 T,* + A {HT) HJ T,*] , 
oder nach § 42. : 



Typische Dantellungen. ■ 



s.=i 



■ a'g 

'iE'' 






^U~ — 



(dfdT SH_dT\] 



'^{"aHef dp)\ix,ax, »x,exj] 



1/ a'O ,JüL\»n_(' a'o a'g^^gl 



Der ia der grossen Elammer befiudliche Ausdruck kaan aber 
auch die Form erhalten ; 

e'g a'a a'g a'O 

' SU' SßH dH'^'dHdf 

8'a 8'n_ a'g a'g 

"apif 87* s ff» /■"*"' sf 

I a'g a'g 

1 aif" a/'aif 

a'g a'g 

la/'aif if 

so daas endlich 

(11) 



.JCr+i-H) 



-3/(»/-+Aff) |§41.(8)), 



a» ' 



8i, 



8, 21« 



Hieraus folgt, dass man setzen kann: 
(12) Bi = au + Div, C„-l, A=0, 

wo C'i und Dil ganze Functionen von f, H siud, welche x, A nicht 
mehr enthalten. 

In der That, es verwandelt sich die recurrente Formel (4) mit 
Anwendung der Gleichungen (lOj, (11) in: 



C/,+, u + Dh+ 



,7.CC,^,»+ZI._,«), 



24 (4-*) 
eine Gleichung, welche sofort in die beiden zerfällt: 



i-;Aai, " 






'24(4-*) 
64 



7A_ 



24(4-;,) 

Betrachtet man aber die C und D, wie oben angegeben, als 
Functionen Ton f uDd^^i^^ju» ist weiter : 



"-*C 
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~ ^^\ df dH dH df) 
df dH dH dff' 

und die recorrenteu Formeln werden also: 

n - __2i?^aQ aD>,aQ, „ j 5A ^^^ 

*+'~ 3(4-A)j dfJH~dH'df^^'' |~24(4-A)^^*-'- 

Führt man nun aus (12) die Werthe Cy,= 1, 1)^ = ^ ein, so erhält 
mau weiter: 

C, = 0, D, = -i, 

^» = -72läFä5-F^"g7J"T2 (vgl. oben) 

"^ 48 

^"" 18 Va/'^fi^ dHdf) 8.24 
n _ 2 (dl gQ g/ gQ\ J"_ «^ 
«~ 3.48\g/"gif glTg/"/ 18~36' 

Es bleibt nur noch der erste Theil von C^ umzuformen. Man hatte 
mit Bezug auf x, A als Veränderliche in § 41. 

««i = — 3 Aß 
ixi = — 3 ^fl . 

Setzt mau also fQr den Augenblick symbolisch 

so wird 

»xi =: — 3 (wM)')* w» ufx = — 3 A«* 

J*k = - 3 (m; A) «;«* A« = - 3 ^,», 
mithin 



/gj ctg 
*VgxgA 



'''"' |i|^) = -3«>«')(^«*«'.« = -|A.«A.- 

= -i*xi». [§ 35. (2).] 
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Setzt man also x = Hy A = — /*, so ergiebt sich 

dfdH dHdf * ' 

und somit: 
(15) C, = g. 

Fassen wir nunmehr alles zusammen, so haben wir: 
Die typische Darstellung von x /*+ A if wird also : 

r* [«/W + '-ff*)] - («/■+»Ä) (s'+|p >i' - f $11'+ p •;•) 
+ (»l|-'47)i*«''-Ä5''+ä4 

oder man hat: 

I J I^ 









df 



§ 89. Ueber die Aufgabe 9 zu gegebenen Elementen ein letztes zu finden, 
80 dass eine bestimmte Inyariante des ganzen Systems yersciiwindet« 

Im Folgenden werde ich eine Anwendung der typischen Dar- 
stellungen geben, welche für die Untersuchung der Natur von Invarianten 
von der grossten Wichtigkeit ist. Um nämlich die Bedeutung des 
Verschwindens einer Invariante J zu erkennen , welche einem Systeme 
von Formen /*, 9 . . . simultan zugehört; kann man die Elemente^ 
welche den Gleichungen f=^0, ^^ = 0... zugehoren, bis auf eines 
(etwa von f) als bekannt voraussetzen und uww 4\fe "^^cä%^ '^^^5^^«^:'. 
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Wie bestimmt man das letzte der Gleichung /'=0 
zugehörige Element so, dass eine gegebene simul- 
tane Invariante J Yon f, ^ . . . verschwindet? 

Man kann in Folge dieser Fragestellung f als das Product einer 
unbekannten linearen Form ly mit einer gegebenen Form F einer um 
1 niedrigeren Ordnung ansehen; und indem man diesen Ausdruck rj.F 
in die Invariante, welche verschwinden soll, an Stelle von f einfahrt, 
erhält man aus J = eine Gleichung für das Verhältniss der Coef- 
ficienten von ly, eine Gleichung von ebenso hohem Grade in Bezug 
auf diese Unbekannte, als «7 es in Bezug auf die Coefficienten von 
/ war. 

Diese Gleichung hat in vielen Fällen bemerkenswerthe Eigen- 
schaften und dient dazu, die Eigenschaften von J zu beleuchten. Ich 
will zunächst nur zweier Fälle gedenken, in denen das Resultat von 
vornherein klar und daher eine Untersuchung weiter nicht nöthig ist; 
ich meine die Fälle, in denen J eine Resultante oder Discrimi- 
nante ist. 

Wenn J die Resultante von f und ^ ist und wir voraussetzen, 
dass die Resultante von F und <p nicht verschwindet, so kann J nur 
dadurch verschwinden, dass rj ein Factor von g? wird. Ist also symbolisch 
^=:^j^"»^ so ist die gesuchte Gleichung 

Ist J die Discriminante von f und verschwindet n^ht schon 4ie 
Discriminante von F, so kann J nur gleich Null werden, wenn tj 
Factor von 2^ ist, und die gesuchte Gleichung ist also, wenn jP^jP^"— * 
gesetzt wird: 

Um nun in anderen Fällen die gesuchte Gleichung zu finden, 
werde ich durch x das Verschwindungselement von iy bezeichnen, so dass 

und werde in Fy g? . . . als zweite Veränderliche 

^^F.-'-^Fy 
einführen. Man hat dann nach § 83. 

n— l.w— 2.n— 3 ^„ - « 

(n rx3 — ^»s-v-.., 
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Die Form f aber kann durch den Ausdruck gegeben angesehen 
werden : 



^^^ n-l.w-2.w-3 



^Jgg"- 4^3...l 



1.2.3 
und die Coefficienten der transformirten Form f sind also : 

0, 1, 0, 3g?jj; —493, ^9a 

Waren nun ursprünglich ao, «j ...; 6^, ft^ ...;... die Coefficienten 
von /*; 9 . . . , und 

^ 

SO erhält man nur eine Potenz von F als überflüssigen Factor, wenn 
man statt der Coefficienten a, 6 . . . die der Darstellungen (1), (2) setzt. 
Die gesuchte Gleichung ist daher: 

^ TT (0,1,0, -Syg...;!?^,—^^. ..;...) 

Ich werde diese Art, die Endgleichung zu bilden, auf Fälle an- 
wenden, in welchen es sich nur um Invarianten einer einzigen Form 
f handelt. 



X 



I. 

Zu drei gegebenen Elementen soll ein viertes 
gefunden werden, so dass für die Gruppe aller ent- 
weder i oder J verschwindet. 

Man hat für F eine Form dritter Ordnung in der typischen 
Darstellung (§ 86.) 

zu setzen. Soll nun i verschwinden, so hat man in der Gleichung 

i = 2 (ttQ «4 — 4 a^ «3 + 3 Oj,*) 

zu setzen: 

«0 = 0, «1 = 1, a^ = 0, a3 = |A, «4 = — 4^. . 

Man erhält also 

A = 0, 

und hat den Satz: 

Es giebt zu drei gegebenen Elementen immer 
zwei, deren jedes mit denselben ein cyclisch pro- 
jectivisches System bilden kann; dies sind die Ver- 
schwindungselemente der zur Gruppe der drei ge- 
hörigen Covariante A. 



«0 


«1 


o« 


«1 


<h 


«s 


a, 


<h 


«4 
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Soll dagegen j verschwinden, so hat man in 

j = 6 
jene Werthe der a einzusetzen, und findet also 

Dies giebt den Satz: 

Zu drei gegebenen Elementen kann man auf 
drei Arten das vierte harmonische bilden. Diese 
drei vierten harmonischen Elemente entsprechen 
der zu der Gruppe jener drei gehörigen Co Variante Q. 

Man kann hiernach die in § 39. gegebene geometrische Inter- 
pretation der cubischen Formen in folgender Weise ergänzen: Zu den 
Elementen der Gruppe construirt man die drei vierten 
harmonischen, welche Q bilden. Sie geben mit den ersten 
drei Paare einer Involution, und indem man deren Doppel- 
elemente sucht, erhält man die Elemente von A. 

n. 

Zu vier gegebenen Elementen soll ein fünftes 
gesucht werden, so dass eine der Invarianten der 
Gruppe aller fünf verschwindet. 

Bemerken wir zunächst folgendes Allgemeine. Wenn wir eine 
der vier Invarianten Ay By Cy B verschwinden lassen, so erhalten 
wir Gleichungen der Ordnungen 4, 8, 12, 18. Nun können nach 
dem Vorigen sich diese Gleichungen nur durch rationale Functionen 
der zu der Form vierter Ordnung gehörigen Covarianten F, H, T 
ausdrücken, welche von den Ordnungen 4, 8, 6 sind. Da noch T^ 
durch JP, H ausdrückbar ist, so folgt, dass 

-4=0 auf eine lineare Gleichung zwischen F, H, 
B = auf eine quadratische Gleichung zwischen JP, H, 
C = auf eine cubische Gleichung zwischen Fy H, 
2i = auf Ty multiplicirt mit einer cubischen Gleichung zwischen 
i^und H 
führen muss. Daher hat man den Satz: 

Die Aufgabe, zu vier gegebenen ein fünftes 
Element so zu bestimmen, dass A, By C oder 2J* 
verschwindet, führt jederzeit auf algebraisch lös- 
bare Gleichungen. 



• Ebenso, wenn etwa M oder N verschwinden soll. 
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* 

Und zwar kann mau hinzufügen, dass die Lösungen sich immer 
gruppenweise aus den Quadrupeln der Reihe x.F -{• k H zusammen- 
setzen, welche nur (bei T=0) gelegentlich, wenn ein solches Qua- 
drupel in ein doppelt zu rechnendes Paar ausartet, durch dieses selbst 
ersetzt werden kann. 

Da nach § 86. hier: 

F^ . F{y) = 1^ + ^Hl^,f^4:Tlrf + (^^ - | ifA V, 

SO hat man, um die Gleichungen -4=0 etc. nach der oben gegebenen 
iVlethode zu bilden, statt der Coefficienten von /* folgende Ausdrücke 
zu setzen: 

0, 1, 0, ?-^, -4r, 5(^'-|^«). 

Bezeichnen wir durch «',/, A etc. die Covarianten der Form 
fünften Grades, gebildet für die rechte Seite der typischen Darstellung 
und für S, ri als Veränderliche, so haben wir: 

^^ A=-'2i{H{biF^ + &H^)+\2T^, 

oder, wenn wir für T^ seinen Werth aus der Formel: 

setzen : 

(4) A' =- 48 F^ {AiH-^jF). 

Die vier Elemente, für welche -4 = 0, werden 
also aus der Gleichung gefunden: 

= AiH^jF. 
Man erhält sodann, indem man/ nach § 73. bildet: 

(5) j' = &Un^ + [Qm -^-^)l^ri-^HTlu' 



, /8jF^ iF^H „A ,) 
•+(-1) 4 ^T\> 



und daraus 
,a^ '-OR-j VmSF+ASiW-26i'F^ 

+ ij2 (12. 18 j FH^ - 24 iH^-m ij F» + ^^t^HF^\ , 

mithin durch zweite Ueberschiebung von r und i': 
(7) If = 2F* 1 18 {AiH-jFy - 125 F^ {P-öj*) \. 

C lob 8 oh, Thoorio der biu&ren algebr. Formen. 23 
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Beilliufig ergiebt sich aus (4), (7), dass die Invariante achten 
Grades 

immer und nur dann verschwindet, wenn zwei der vier gegebenen 
Punkte zusammenfallen oder wenn der fünfte mit einem von jenen 
zusammenfällt. Daher ist A'^ — 64JB'die Discriminante der Form 
fünfter Ordnung. 

Die Gleichung B' = ist zwar quadratisch für H, -F, zerfallt 
aber, wie man sieht, sofort in zwei Factoren, so dass man den Satz 
aussprechen kann: 

Die 2.4Elemente, für welche£=^0, werden aus 
den beiden durch verschiedene Wahl der Quadrat- 
wurzel entstehenden Gleichungen 



gefunden. 
Sodann ergiebt sich aus r' seine Discriminante 
C = 8 F^ \H^ (8.4^81^+24.25 A8f) -^ H^ F .48 . 81 .i^j 

-HF^(l.48.48if+^^^A+F^{25.80t^j+8.24.32f)\. 

Die 3.4 Elemente, für welche C=0, werdenalso 
aus der cubischen Gleichung 

0=JT3 (8. 48*3+24.25. 48/) -fi'« 1^.48. 81 i^j 
-HF^(7.48A8.if+^^^A + F^2o.80ty+8.24.32f) 

gefunden. 

um schliesslich R zu erhalten, bilden wir aus i' und r die erste 
Ueberschiebung : 

^' ^ 10 F^ [12 i^T {-48 jH+5t^F) 

+ iri {-12. \2.4.jH^S6i^mF+48,3ijHF^+25i^F^) 

+ 12ri^T (24 jH^ + ~ i^HF-32ijF^)] , 

sowie, da cc = — {ijyjx war, aus i und j die zweite Ueberschiebung 

a:=^bF^[-^Til+\48HjF-'24im + bi^F^ri]y 
und haben dann aus Il=^{&af die Bestimmung: 

K - 250 . 12 . T JP^ [- fi'^ 48 . 48 (48/+ 14*3 j) 
+ &.48E^F{24i^j^+li^)-^.2^MFK%^j 
+ F'' (G25/«+32. 48.8*8/)]. 
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Die 18 Elemente, für welche Jt verschwindet, 
bestehen also 

1. aus den 6 Elementen von T=0, 

2. aus drei Quadrupeln, welche durch die cubische 
Gleichung 

- 48,243. HFH*j+F^{ß2öt^+32.^.S.i^f) 
gefunden werden. 

Wenn der fünfte Factor der Gleichung fünften Grades ein Factor 
von T = ist, so heisst dieses nach der Theorie der biquadratischen 
Formen, dass er einem Doppelelemente einer der Involutionen entspricht, 
welche durch die Zerlegungen der gegebenen vier Elemente in zwei 
Paare gegeben sind (vgl. § 51.). Man sieht also, dass R ver- 
schwindet, wenn ein Factor der Gleichung fünften Gra- 
des bei einer bestimmten Sonderung der anderen vier in 
zwei Paare eines der zu beiden Paaren gleichzeitig har- 
monischen Elemente ist. Wir werden auf diese Eigenschaft von 
R bei einer anderen Gelegenheit in Zusammenhang mit der Auflösung 
der Gleichung fünften Grades zurückkommen, welche für J? = 
in algebraischer Form möglich wird. Aber R verschwindet offen- 
bar nicht nur, wenn der hier bevorzugte fünfte Factor den vier 
gegebenen gegenüber die angeführte Eigenschaft hat, sondern auch 
noch, wenn dieselbe für einen der vier gegebenen Factoren ein- 
tritt, gegenüber der Combination der drei andern gegebenen und des 
gesuchten. Dieser Fall ist es, bei welchem in dem oben gegebenen 
Ausdruck von R nicht der Factor T, sondern der in H und /* cubische 
Factor verschwindet. 

Wir können nunmehr die Gleichung JB = auch auf eine Be- 
ziehung zwischen Doppelverhaltnissen zurückführen. Bezeichnen wir 
durch a, b zwei von fünf Punkten, durch c, d zwei andere, durch 
X den fünften. Es verschwindet jB, wenn ein sechster Punkt y 
existirt, so dass x, y sowohl zu a, 6, als zu c, d harmonisch sind. 
Unter dieser Voraussetzung bestehen die Gleichungen 

(ya)^_(^ (yg) _ {xc) 
m {xby (yd) (xd)' 

Aus diesen erhalt man eine Beziehung zwischen x, a, b, c, d, 
indem man y eliminirt. Multiplicirt man die zweite Gleichung links 
in Zahler und Nenner mit (ab) und wendet die Identität § 15. IV. an, 
so erhält man: 

(yä) ibc) - (yb) (ac) _ (xc)^ 
i3fä){bd)^(!fb){ad)'^ (xd^' 



or 
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daher, indem man das Verhältniss {y(i):{yb) ans der ersten Gleichung 
einträgt : 

{xa) (b c) + (xb) (g c) _ (xc) 

[xa) {bd) + [xb) (ad) "" "" Jxd)' 
oder 

(8) (xa) (xd) {bc) + (xb) (xd) (ac) 

+ (xa) (xc) {bd) + {xb) {x c) {ad) = 0. 

Diese Gleichung ist quadratisch in x und liefert die oben durch 
Xf y bezeichneten Punkte. Sie ist ferner symmetrisch für a, b einer- 
seits, für Cy'd andererseits, und endlich für die Paare a, b und c, d 
als solche. Die linke Seite der Gleichung nimmt also durch Vertauschung 
der a, b, c, dy X im Ganzen nur 15 verschiedene Ausdrücke an; das 
Product aller ist vom Grade 18 in Bezug auf jede der Reihen und 
stellt bis auf einen numerischen Factor die Invariante R der Form 

fünften Grades 

{ay) (by {cy) {dy) {xy) 

dar, welche durch ihre Verschwindungselemente gegeben ist. 

Uebrigens kann man mit Verletzung der erwähnten Symmetrie 
die linke Seite von (8) in mannigfacher Weise einfacher darstellen, 
z. B. in der Form 

2 ( {xb) {xd) {ac) + {xa) {xc) {bd) I.* 

Eine andere Frage, deren Losung die vorliegenden Formeln ohne 
Weiteres ergeben, ist die nach dem projectivischen Charakter 
desjenigen Systems von fünf Elementen, welches durch 
vier beliebige (jF=0) und ein fünftes gegeben ist, für 
welches die zu jenen vier gehörige biquadratische Co- 
Variante (-ff) verschwindet. In diesem Falle muss eine gewisse 
Invariantenbeziehung eintreten. Man erhält sie, wenn man in den 
obigen Ausdrücken von A', B', C" überall H=0 setzt und dann 
F, ij j eliminirt. Auf diese Weise erhält man leicht 

welches die gesuchte Beziehung ist. 

* Die Zerlegung von jR in diese Factoren gab Hermite in Borchardt'a 
Journal, Bd 59, S. 304. 



Achter Absclmitt. 

Typische Darstellung von Formen ungerader Ordnung 

mittelst linearer Covarianten. 



S 90. Typische Barstellhng Ton Formen 9 deren eine weni^tens von 
ungerader Ordnung ist, mittelst linearer Corarianten. 

Im Vorigen (§ 81.) haben wir typische Darstellungen gebildet, 
indem wir als Veränderliche zwei Covarianten §, rj mit zwei Reihen 
von Veränderlichen x^, x^ und y^, y^ einführten, deren letztere nur 
linear auftraten. Die simultanen Functionen f, (p . . ., geschrieben mit 
den y, Hessen sich dann als Functionen von ^, ri ausdrücken, deren 
Coefficieuten Covarianten waren, mit einem gemeinschaftlichen Nenner, 
welcher gleichfalls Covariante isi 

Ist wenigstens eine Form des Systems von ungerader Ordnung, 
so kann man, so lange ihre Coefficienten nicht besonderen Be- 
dingungen genügen, an Stelle von $, r^ lineare Covarianten setzen 
und erhält dann /*, q> ... ausgedrückt durch diese, während die Coef- 
ficienten der typischen Darstellung Constante, also Invarianten wer- 
den. Da man m %, r^ hier stets nur eine Reihe von Veränderlichen 
hat, so wollen wir diese durch x^, x^ bezeichnen. Ist D die Deter- 
minante von I, 1^, so hat man also 

D« . /^» = [(g 12) . a.]» = I (ai?) I, - (a I) i?,h 

wo Ak die Invariante 

bedeutet, und wo 2) = (gi^); analog bei den übrigen Formen des 
Systems. 

Ich werde zunächst beweisen, dass im Allgemeinen eine Form / 
von ungerader Ordnung w(>3) wenigstens zwei lineare Covarianten 
besitzt, deren Determinante nicht verschwindet. Es genügt, wenn 
für irgend eine besondere Form (2A + 1)*®' Ordnung dieses ^-axAv^ -^xrÄw* 
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Denn bildet man mittelst allgemeiner Prozesse zwei lineare Covarianien^ 
einer solchen speciellen Form und findet, dass deren Determinante 
nicht verschwindet, so kann um so weniger die Determinante der- 
jenigen linearen Covarianten verschwinden, welche vermöge derselben 
allgemeinen Prozesse aus der allgemeinen Form (2Ä+1)*" Ordnung 
entstehen. 

Man kann nun lineare Covarianten leicht wirklich bilden, wenn 
man in einer Form. (2A+1)*«' Ordnung nur die beiden ersten, die 
beiden letzten und die beiden mittleren Coefficienten beibehält, alle 
übrigen aber gleich Null annimmt; ja man kann auch noch diese 
übriggebliebenen Coefficienten symmetrisch gleich annehmen; die 
weitere Bestimmung derselben bleibt vorbehalten. Ausgeschlossen ist 
nur der Fall der Formen dritter Ordnung, für welche die beibehal- 
tenen sechs Terme nicht mehr alle verschieden sind; dass aber für 
diese keine linearen Covarianten existiren, wissen wir bereits. Es sei 
also Ä>>1,* 

f^a (a;2A+i +1/^^4-1) + (2Ä+1) 6 {x^'^y+y'^^x) + kc (jc*+V+!/*+»x*), 

wo k der Kürze wegen für den Binomialcoefficienten 

,_ 2A+1.2ft... ft+2 
1.2... A 

gesetzt ist. Bilden wir nun die quadratische Covariaute ^, deren 
Symbol {ahY^ a^hs ist. Wir erhalten sie nach § 30. aus den durch 
2A+1.2Ä.2Ä— 1 ...2 dividirten 2 A*«° Difierentialquotienten von /J 
welche folgende sind: 

ax + by, bx, .,., cy, c{x+y), ex, ..., by, ay + hx] 

und es wird also 

il^^2\{ax+by)iay+bx)-'2h.b^xy + {-l)^-^QC^xy 

+ (-l)A|c«(a;+y)*l 

. =(2ab + öc^){x^+y^) + 2\a^+b^'-2hb^+{-\)''-^QC^ 

+{-i)^öc'\xy, 
vfo Q, o die Binomialcoefficienten 

_2A^2A--_1^. . Ä+2 _ 2A.2A-1... A+1 

^^ 1.2...Ä-1 ' ^^ 1.2... A 

bedeuten. Nun kann man offenbar die Coefficienten a und 6 so be- 
stimmen, dass 

2ab + 0c^ = O, a2 + 6«-2A6^ + (-l)^-'pc2 + (-l)*ac«=il. 



* Einer leichten Modification bedarf die folgende Rechnung auch noch für 
A = 2; da sie indessen auf der Üand liegt, kann sie hier übergangen werden. 
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Dann ist 

und indem wir ip wiederholt zweimal über /"schieben, brauchen wir 
(von einem nicht verschwindenden Zahlenfactor abgesehen) immer nur 
f zweimal nach x und y zu diflFerenziren. Daher erhalten wir zuletzt 
die lineare Co Variante 

und indem wir diese noch einmal über ^ schieben, die zweite: 

fi^cix-y). 

Man hat also zwei lineare CoVarianten vor sich, deren Determi- 
nante nicht verschwindet. Es ist dabei nur auf die Leichtigkeit der 
Bildung, keineswegs darauf Rücksicht genommen, ob § und tj in den 
Coefficienten von f möglichst niedrig seien, was keineswegs der 
Fall ist. 

Es hat also, wenn n>3, schon eine einzelne Form ungerader 
Ordnung im Allgemeinen zwei lineare Co Varianten der verlangten Art, 
also auch jedes System, in welchem sie auftritt. 

Enthält ein System ausser geraden Formen nur eine lineare oder 
cubische Form, oder beides, so überzeugt man sich leicht, dass man 
üeberschiebungen von Potenzen derselben über einander oder über 
die Formen gerader Ordnung bilden kann, welche im Allgemeinen 
die erforderlichen linearen Covarianten liefern. 

So sehen wir denn, dass bei einzelnen Formen von w = 5 an 
aufwärts typische Darstellungen dieser Art im Allgemeinen möglich 
sind, bei Systemen, sobald überhaupt wenigstens eine Form ungerader 
Ordnung auftritt, und zwar geschieht dies auch bei specieller Wahl 
der Coefficienten immer so lange, als noch zwei lineare .Covarianten 
existiren, deren Determinante nicht Null ist. 

Ist wieder k die Anzahl aller in der gegebenen Form ihrer Ord- 
nung nach vorkommenden Coefficienten, so treten in der typischen 
Form Ä+1 Invarianten auf; zwischen diesen müssen vier Relationen 
bestehen. Man findet sie, wie in § 81. angegeben ist, indem 
man nämlich die Covarianten 5> V a^s der • typischen Form bildet 
und dann die Bedingungen dafür aufstellt, dass diese | und rj 
selbst seien. 

Es folgt daraus sofort folgender Satz, welcher für die Invarianten 
eine ähnliche Bedeutung hat, wie für Invarianten und Covarianten 
zusammen die oben aus der typischen Darstellung gezogenen Folgerungen: 

Alle Invarianten eines simultanen Systems/*, 9? . . ., 
welches wenigstens eine Form ungerader Ordnung 
enthält; lassen sich als Brüche darstellen^ der^\s. 
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Zähler ganze rationale Functionen von gewissen 
(bei einer einzigen Form n*®' Ordnung von n+l) In- 
varianten sind, während im Nenner jedesmal eine 
Potenz einer bestimmten (i+l)*®° steht. 

Diese Jc+1 Invarianten, durch welche hier alles ausgedrückt wird, 
haben verhältnissmässig hohe Grade in Bezug auf die Coefficienteu 
der constituirenden Formen. Will man aber durch einfachere In- 
varianten alle anderen rational ausdrücken, so bedarf man dazu im 
Allgemeinen einer grösseren Zahl. 



8 91. Znrückführung der Coefflicienten solcher typischen Darstcjlungren 

auf niedrigere Invarianten. 

Schon im vorigen Paragraphen zeigte sich als nächstliegendes 
Beispiel der Fall, wo die zweite lineare Covariante als erste Ueber- 
Schiebung der ersten linearen Covariante g mit einer quadratischen 
Covariante ^ entstand. In diesem Falle kann man gewisse Reductions- 
formeln aufstellen, welche dazu dienen, die grösste Zahl der typischen 
Coefficienten auf niedere Invarianten zurückzuführen. Es genügt hierbei 
eine Form des Systems zu betrachten. 

Möge die quadratische Covariante ip jetzt eine ganz beliebige sein ; 
immer wollen wir in Verbindung mit f die folgenden, der Ordnung 
nach absteigenden Covarianten betrachten, welche durch wiederholte 
zweite Ueberschiebung von ip über f entstehen: 



Die Ä, Bj C, D . . . sind dabei durch folgende Formeln gegeben : 

Bk - (ail^y {a g)'»-2-«r (a r^y 

Cu =(ai^)2(a^')'(ö6)'""*-^ (ßnf 



Nun ist 
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daher 

oder nach der Identität II. des § 15.: 

Aber es ist 

setzen wir noch 

so haben wir die Relation 

Aus dieser Gleichung erhalten wir sofort Relationen zwischen 
den Äk, Bk " , wenn wir in derselben x^ durch a^, x^ durch —a^ 
ersetzen und sodann die Gleichung mit den Ausdrücken 



multipliciren. Es ergeben sich dann folgende Beziehungen, in deren 
jeder eine höhere Invariante in niedere zerlegt erscheint: 



Mit Hilfe dieser Formeln drücken sich schliesslich die Coefficienteu 
der typiischen Darstellung von f durch folgende m + 3 Invarianten aus : 

A, Dj Aqj A^y Bqj 2?j, Cy, Ci..., 

welche grösstentheils von wesentlich niederer Ordnung sind als die 
Coefficienteu der typischen Form. 

Alle Invarianten von f allein sind daher gleichfalls rationale Fun- 
ctionen dieser w + 3 Grössen, deren Nenner nur Potenzen von D sind; 
und da die übrigen Formen g? . . . noch beliebig gewählt werden 
können, so sind die Invarianten von f auf unendlich viele Weisen 
80 darstellbar. 

Betrachten wir insbesondere eine Form f ungerader Ordnung 
m = 2w+l für sich, und sind g, 17 lineare Co Varianten dieser Form 
allein, so hat mau nach den Betrachtungen des vorigen Paragraphen 
durch w+1, nach den jetzigen durch w? +2, aber verhältnissmässig 
niedrige, Invarianten alle anderen rational so ausgedrückt, dass nur 
Potenzen von einer derselben in den Nennern auftreten. 
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Ich will als Beispiel die Formen fünfter Ordnung benutzen. .Für 
diese hat man die Coefficientenreihe zu betrachten: 

^59 -^4; -^3; ^) ^19 ^OJ -^39 ^29 ^19 ^0 5 ^^19 ^OJ 

und man hat die Relationen: 

A^-\-DB^ + iAÄ^ = B^ + DC, + ^AB,==0 
A, + DB, + ^AÄ, = B, + DC, + ^ABo=-0. 
A^ + DB, + ^AA, = 

Mau drückt daher alles durch 

P9 ^9 ^09 ^19 ^09 ^19 (^09 ^\ 

mit Hilfe folgender Formeln aus: 

A, = ^DB,--{AA, B,=^-DC,-^^AB, 

^^^ A,=^D^C, + DAB, + \AKi, 

A^ = D^Ci-+ DAB, + \ A^A,, 



§ 92. lieber die Bedingungen) anter welchen Formen durch lineare 
Substitution in einander übergefQhrt werden können. . 

Mit der soeben behandelten Classe typischer Darstellungen steht 
in genauem Zusammenhange die Frage , ob zwei gegebene binäre 
Formen oder Systeme von solchen durch lineare Transformation in 
einander übergeführt werden können, und wenn dies der Fall sein 
sollte, auf welche Weise die Ueberführung geleistet werden kann. 

Um zunächst die Wichtigkeit dieser Frage in das rechte Licht 
zu stellen, knüpfe ich an den Begriff der sogenannten canonischen 
Formen an, welcher in specieller Fassung schon in § 49. benutzt 
wurde. Unter einer canonischen Form versteht man eine voraus- 
bestimmte Gestalt, welche einer oder mehreren Formen durch lineare 
Transformation gegeben werden soll, und bei welcher die Coefficien- 
ten vorherbestimmte rationale Functionen von so viel willkürlichen 
Parametern sind, als das Formensystem von einander unabhängige 
absolute Invarianten besitzt. In solcher Weise war 5^ + if eine cano- 
nische Form für eine cubische (§ 38.), war ^^ + 6xl^if + ri^ (§ 49.) 
eine solche für eine biquadratische Form ; 5^ + iy^ und ^ 6* + fii^ 
waren canonische Formen für zwei simultane quadratische Formen • 

(§ 57.). 

Das Problem , einem vorgelegten Fuuctionensystem eine bestimmte 
canonische Form zu geben, zerfallt in zwei Theile, in die Bestimniung 
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der in den Coefficienten enthaltenen Parameter, und in die Bestimmung 
der linearen Substitution. Was erstere angeht, so hat man für sie 
die Gleichungen, welche aus der Gleichsetzung der absoluten In- 
varianten für die gegebene und die canonische Gestalt der Formen 
entspringen [vgl. die Gleichung (6) in § 49.]. Diese Gleichungen ent- 
halten der Voraussetzung nach eine ihrer Anzahl gleichkommende 
Zahl von Unbekannten, die Parameter der canonischen Form. Ist die 
canonische Form richtig gewählt, so müssen diese Gleichungen lösbar 
sein, und werden dann im Allgemeinen zur Bestimmung der Parameter 
hinreichen. Sollten diese GleichuÄgen aber einander widersprechen, 
so ist die angenommene canonische Form überhaupt im Allgemeinen 
nicht zulässig. 

Sind die Parameter der gedachten Gleichungen gemäss bestimmt, 
so handelt es sich um die Bestimmung der Substitutionscoefficienten. 
Man kann leicht hinreichend viele Gleichungen für die Substitutions- 
coefficienten in folgender Weise erhalten. Zunächst bildet man irgend 
eine Invariante iiir die gegebenen {J) und für die canonische Form 
(J'). Da eine Gleichung der Form 

zwischen beiden besteht, so findet man daraus die Transformations- 
determinante. Ist femer 9 (a;^, x^ eine Covariante der gegebenen, 
qp'd, iy) die entsprechende Covariante der transformirten Formen, so 
hat man auch 

Eine solche Gleichung besteht unabhängig von den Werthen der x^ , x^y 
und sie enthält keine Unbekannten mehr, als die in 5i ^ linear auf- 
tretenden Substitutionscoefficienten. Entwickelt man daher beiderseits 
nach Potenzen von a;^, x^ und vergleicht die Coefficienten, so erhält 
man Gleichungen für die Substitutionscoefficienten. 

Aber es entsteht die Frage, ob diese Gleichungen immer ver- 
träglich sind. In der That hat man hier genau das Problem vor sich, 
welches im Eingange bezeichnet wurde. Die Coefficienten der ge- 
gebenen und der canonischen Formen sind jetzt bekannt; die absoluten 
Invarianten beider sind einander gleich; es entsteht die Frage, ob 
oder wann unter solchen Verhältnissen eine lineare Substitution an- 
gegeben werden kann, welche die gegebenen Formen in die cano- 
nischen überführt. 

Betrachten wir, ganz abgesehen von der Anwendung auf cano- 
nische Formen, die im Eingange gestellte Frage, so bleibt immer 
Vorbedingung für die Möglichkeit einer solchen Ueberführung die 
Gleichheit der absoluten Invarianten, d. h. entsprechend gebilde- 
ter Quotienten von Potenzen von Invarianten, deren Zähler und 
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Nenner gleichen Grad in den Coefficienten besitzen. Sind z. B. i, j 
die Invarianten einer biquadratischen Form f, i', / die einer andern 
/', so ist die noth wendige Bedingung, welche erfüllt sein muss, damit 
/ durch lineare Substitution in f übergeführt werden könne , 

oder besser, so muss eine solche von Null verschiedene Grösse 
gefunden werden können, dass 

3 =3'^, 

wo dann r die Determinante der Substitution ist. 

Aber diese Bedingung, wiewohl nothwendig, ist picht immer hin- 
reichend. Sobald nicht /, j, bez. l\ / gleichzeitig verschvrinden und so- 

bald -^, ^ von 6 verschieden sind, so haben nach §50. (1) die vier 
«/ •/ 

durch /'=0 oder f' = dargestellten Elemente dieselben völlig be- 
stimmten Doppelverhältnisse, unter denen der Werth 1 nicht vor- 
kommt, so dass zusammenfallende Elemente in den Gruppen nicht 
existiren. Bei der Gleichheit der Doppelverhältnisse sind dann die 
Formen linear in einander überführbar; man braucht nur nach § 49. 
/' und f auf die Form 

/■(^.,*-.)-p[l*+V+6|-S^'}'] 

zu bringen, wo —^—, eine Wurzel der Gleichung [§49. (6)] 

2{p^ + iq^Y ^ __ i'^ 

ist, und 

ist dann die lineare Substitution, mit deren Hilfe / in /" übergeht. 

Wenn aber-T: = -;75 = 6, oder wenn / = 0, i = 0, i^O, /=0, 

so sagen die Invarianten nur aus, dass in einem Falle zwei, im 
andern drei Wurzeln jeder Elementengruppe zusammenfallen. Aber 
dabei ist nicht ausgeschlossen, dass nicht im ersten Falle noch ein 
zweites Paar von Wurzeln sich bei einer Gruppe vereinigen kann, 
ohne dass dies bei der andern zu geschehen braucht, und im zweiten 
Falle kann sich bei einer Gruppe noch die vierte Wurzel mit den 
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drei ersten vereinigen, ohne dass dies bei der andern zu geschehen 
braucht. Man sieht also, dass in diesem Falle, obgleich die 
Invariantenbeziehung stattfindet, doch die UeberfÜhrung der einen 
Form in die andere durch lineare Substitution unmöglich werden 
kann, so dass in diesen Fällen eine genauere Untersuchung der Eigen- 
schaften von f nothwendig wird. 

Aehnlich ist es schon bei den cubischen Formen , wo freilich, da 
keine absolute Invariante existirt, eine Vorbedingung wie die oben 
gedachte, nicht zu erfüllen ist. Damit zwei CHbische Formen linear 
in einander transformirbar seien, genügt es schon, dass ihre Inva- 
rianten JR, K von Null verschieden seien. Denn wie in § 38. gezeigt, 
kann man den Formen f, f dann immer die Form geben: 

r(yi,y.) = r + ^'S 

und indem man nun die lineare Substitution 

1 = 1% n=n 

anwendet, wird f in f übergeführt. Auch hier wieder hört diese 
Möglichkeit auf, nothwendig zu bestehen, sobald R ^^und dann noth- 
wendig auch K) verschwindet. Denn dieses umfasst sowohl das 
Zusammenfallen von zwei wie das von drei Elementen einer Gruppe, 
und die Transformation wird unmöglich, sobald f und f sich nach 
dieser Richtung verschieden verhalten. 

Im Allgemeinen kann man nun hier folgenden Satz aussprechen: 

Wenn zwei Formensysteme /*, g).,.; /^, 9' ... gleiche 
absolute Invarianten besitzen; wenn ferner das 
System f, 9... zwei lineare Covarianten 5, V ^^^ 
nicht verschwindender Determinante besitzt und 
die entsprechenden g^, i^y des Systems /^, (p\ . . eben- 
falls eine nicht verschwindende Determinante 
haben, so lässt sich durch die lineare Substitution 

in welcher ft, v Constanten bedeuten, das System 
/*', 9' . . . in das System f, 9) . . . überführen. 

In allea anderen Fällen ist eine besondere Untersuchung nöthig ; 
doch betriflFk sie immer nur sehr specielle Formen, da das Nicht- 
vorhandensein zweier linearer Covarianten von nicht verschwindender 
Determinante immer schon eine grössere Anzahl von besonderen 
Werthen der Invarianten voraussetzt. 

- Damit lineare Covarianten existiren, muss man voraussetzen, dass 
wenigstens eine der Formen jedes Systems von ungerader Ordnung 
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sei. Denn wir nehmen ausdrücklich an, dass die linearen Cova- 
rianten, von denen hier Gebrauch gemacht wird, durch allgemein 
anwendbare Bildungsprozesse entstehen, und also bei allgemeiner 
Wahl der /*, ^ . . . immer vorhanden sind. Solche können aus lauter 
Formen gerader Ordnung niemals entstehen, wahrend allerdings bei 
specieller Wahl der Coefficienten auch lineare Covarianten (etwa 
indem eine sonst quadratische Covariante in rationale Factoren zerfallt) 
auftreten können, welche indessen hier ausgeschlossen bleiben. 

Ein entsprechender Satz für ein System von lauter geraden For- 
men wird weiter unten gegeben werden. 

Der Beweis des obigen Satzes wird folgendermassen gefQhrt. Da 
g, rj eine nicht verschwindende Determinante D haben, so kann man 
sie zur Herstellung einer typischen Form benutzen, und erhält: 



(1) 



D«. f{x^, X^) = Än Ix« — j ^-1 Ix"-' 17a: + ..., 



sowie entsprechend: 

(2) 2>'-.r(yi,y2)=^'nr/-f^'n-ir,»-^v, + ...; 



n 



analoge. Gleichungen gelten für (p, tp' etc. 

Nun wird vorausgesetzt, dass die absoluten Invarianten beider 
Systeme einander gleich seien, oder, was dasselbe ist, dass zwischen 
den Invarianten des einen imd den entsprechenden des andern Gleich- 
ungen bestehen, wie zwischen den Invarianten gegebener und linear 
transformirter Functionen. Sind also n, w' . . . die Ordnungen von 
f, 9..., J eine Invariante, welche in Bezug auf die Coefficienten 
jener Functionen die Grade g, (/'... besitzt, J' die entsprechende 
für f, 9)'..., so muss eine allen Invarianten gemeinsame Grösse r 
existiren, so dass (vgl. § 16.) 

(3) J' = J.r 2 . 

Seien femer Tc, k' ... die Grade von |; i, T . . . die von iy. Dann 
sind in Bezug auf die einzelnen Functionen fy 9 . . . die Grade von 
D, Any Än-\ . . . folgende: 





f 


9 


• • • 


D 


Ä + Z 


Ä'+r 


• • • 


An 


wA- + 1 « h' 


• • • 


An-\ 


(n-l)ÄH-i + l 


{n-\)Tc'-\-V 


• • • 


An-i 


(n-2)Ä;+2JH-l 


{n-2)Ti' + 2l' 


• • • 
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Man hat also, der Gleichung (3) entsprechend: 

A\ =An r ^ 

(4) ii((ii-l)J^ + /+1) + n^(n-1)fc^+/')4- ... 

n((w- 2)1^ + 2/ + !)+ n'((ii-- 2)^+2/0-1-... 
^'„_2 = ^„_2.r 2 



Dividirt man also die Gleichung (2) durch 



ii(^+/)-f n^(fr' + r)... + l 



SO erhält man 

(5) ^^^ÄÜÖ=^(&)-_»^.,(&)"-(^) + ..., 

WO 

(, = 2 7' *' = — ^- — • 

Diese Zahlen p, (T sind für die verschiedenen Functionen /*, 9 ... 
ganz symmetrisch gebildet; setzt man also 

2p~1 

« 
so geben (5), (1) und die analogen Gleichungen: 

r^ij y2)=/'(^ü ^2); 9 (^u y2) = 9>{^u ^2) etc. 

Die Gleichungen (6) bilden also eine lineare Substitution, ver- 
möge deren das Functionensystem f, <p' , . . in das Functionensystem 
f, 9? . . . übergeführt wird. Die Gleichungen (6) haben ganz die 
Form, welche in dem oben ausgesprochenen Satze angegeben wurde, 
und zugleich sind die dort durch ft, v bezeichneten Zahlen hier völlig 
bestimmt. 

Es entsteht nur noch die Frage, ob r auch, wie in (3), (4) vor- 
ausgesetzt wurde, wirklich die Determinante der gefundenen Substi- 
tution ist, also die Determinante der Coefficienten, mittelst deren 
sich die x linear in den y ausdrücken. Nennen wir diese vorläufig 
Sy und bilden wir von den beiden Seiten der Gleichungen (6), indem 
wir sie als Functionen der x betrachten, ihre Determinanten. Wir 
haben dann 
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Aber die erste der Gleichungen (4) können wir schreiben: 

Aus Vergleichung dieser Gleichung und der vorigen findet sich sofort 

s = r, 
was zu beweisen war. 

Endlich ist noch zu untersuchen, ob die Substitution (6) nur eine 

oder mehrere üeberführungsarten ergiebt. Man sieht leicht, dass sie 

in der That eindeutig bestimmt ist, bis etwa auf einen allen Sub- 

stitutionscoefficienten gemeinsamen Factor. Ihrer Entstehung nach 

aus (5) kann man nämlich die Formeln (6) auch so schreiben: 

Vr 



vy — / — 5j 



(7) 

WO j/r in beiden Gleichungen dieselbe Bedeutung hat. Nun kann 
man femer mit Einführung der Zahlen q und a den Gleichungen (4) 
die Form geben: 

-An — 1 — -A» — 1 . " ^ 



Aus der zweiten und dritten dieser Gleichungen findet man 

und dies in Verbindung mit der ersten Gleichung zeigt, dass r^ und 
T^ bis auf einen gemeinsamen Factor + 1 gegeben sind. Hieraus 
geht hervor, dass die rechten Seiten der Gleichungen (7) wirklich 
bis auf einen gemeinsamen Factor völlig gegeben sind, und zugleich, 
dass dieser Factor nur noch eine Einheitswurzel sein kann. 

Dass solche Einheitswurzeln in gewissen Fällen schliesslich beliebig 
hinzutreten können, sieht man an einem Beispiel sofort ein. Ist z.B. die 
Ordnung aller Functionen /*, qp . . . durch 3 theilbar, so wird jede 
lineare Substitution, welche ein solches Formensystem in ein anderes 
überführt, diese Eigenschaft noch behalten müssen, wenn man allen 
Substitutionscoefficienten dieselbe dritte Wurzel der Einheit zum 
Factor giebt 

Was die Anwendung auf die oben angezogene Theorie der cano- 
nischen Formen angeht, so sieht man, dass die Herstellung einer 
canonischen Form immer zulässig ist, sobald erstlich die aus der 
Gleichsetzung der absoluten Invarianten entspringenden Gleichungen 
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einander nicht widersprechen, und sobald zweitens für die gegebene 
und die canonische Gestalt der Formen Paare entsprechen der linearer 
Covarianten von nicht verschwindender Determinante existiren, und 
zugleich sind dann durch die Gleichungen (6) die Substitutionsformeln 
in einfachster Weise gegeben. 

1 98« Anwendung^ auf Formen fünfter Ordnung. Besondere Fälle derselben.* 

Wenn wir diese Betrachtungen aaf die Formen fünfter Ordnung 
anwenden, so zeigt sich, dass aus der Gleichheit der absoluten In- 
varianten die Möglichkeit der Transformation immer folgt, sobald 
nicht je zwei der vier linearen Covarianten (§ 74.) «, ß, y, d eine 
verschwindende Determinante haben. Nach den Formeln § 75. (3), 
(4), (6) sind die aus jenen Formen gebildeten Determinanten: 

n^ -KT 't> t> na- MB NB- MG 
M, N, JR, -R, 2 , g • 

Man sieht also, dass die Ausnalimefalle nur eintreten, wenn zu- 
gleich M=0 und N=0, wo dann wegen § 75. (1) auch R verschwin- 
det. Es sind dieses also die einzigen Fälle, in welchen keine der 
oben angedeuteten typischen Darstellungen mehr möglich ist. 

Wir wollen hier wie in den folgenden Anwendungen zunächst 
immer die Ausnahmefälle charakterisiren , sodann aber die typische 
Darstellung für diejenigen Fälle behandeln, in denen sie möglich ist. 
Sehen wir also zunächst, welchen Umfang und Charakter diese Aus- 
nahmefalle hier haben. 

Nehmen wir an, dass M und N verschwinden. Man kann dann 
folgende Sätze beweisen: 

1. Wenn M und J?" verschwinden, verschwindet 
O" identisch. 

Betrachten wir nämlich die Gleichung 

Mt — Ni = {iaY xj — {taY ij = \{ia) r* + (r a) ix\ {it) a^ 

so sehen wir, dass mit M und N entweder a oder ö verschwindet. 
Ist a identisch Null, so folgt dasselbe für -9' = — i**Oa)- Ist aber 

d = ('d^a)^^ = 0, so, verschwinden ^— und ^— für x^^a^, x^^ — a^y 

C X* C Xa 

d. h. a muss ein Doppelfactor von d" sein, daher •9' = ft a*. Inzwischen 
lehrt die Gleichung 

^ ^jjjy (ja) 0"«) = jx/x ijJ (/«)' - 1 ujy «x^l 

* Für diesen nnd den folgenden Paragraphen vgl. die Abb, von Hm. Gordan 
und mir, Annali dl Mat., Ser. IL, Vol. 1. 

Clebsch, Theorie der biliären algebr. Formen. 24 
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dass in diesem Falle, wo d = 0, 0*- fta* war: 

also wenn a nicht NiiU ist, was schon vorhin ^ = gab, muss 
r = — ft^a^ sein. Aber auch i hat wegen Jlf=(*a)^ = den Factor 
«, daher nxuss die erste Ueberschiebung %^ von r mit i verschwin- 
den, was zu beweisen war. 

2. Wenn M und %• identisch verschwinden, so 
verschwindet auch a. 

Es ist nämlich 

was unter der gegebenen Voraussetzung sofort auf « = führt. 
Aus den beiden Sätzen 1. und 2. folgt nun sofort: 

3. Wenn M und N verschwinden, so verschwin- 
det auch a identisch. 

In den zu untersuchenden Ausnahmefallen existirt also überhaupt 
keine lineare Covariante mehr. 

Da O" identisch verschwindet, so können die Functionen r und i 
sich nur um einen constanten Factor unterscheiden, wenn nicht eine 
oder beide verschwinden. Der Fall, wo i identisch verschwindet, ist 
der zuletzt zu behandelnde, da in ihm auch die Covarianten J, r, er, 
verschwinden. Aber auch r wollen wir zunächst von Null verschieden 
annehmen, und wollen endlich auch annehmen, dass i kein Quadrat, 
also nicht ,4 = sei. Wir behandeln also den Fall: 

I. « = 0, r, i, A von Null verschieden. 

Denken wir uns die Factoren von i als Veränderliche eingeführt, 
so dass 

(1) i = 2|iy 

(2) i=--iJg''^ + 3g|«iy + 3rgi?2 + 5f, 

so giebt die Bedingung a = — (Ji)^ = 0: 

(3) i=l)|» + M'- 
Femer, wenn 

(4) /"=- « g5 + 56 S' 1/ + 10 f S"« if + 10 (I !=■' ^^ + f) r I V + </ »f 
gesetzt wird: 
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also im Vergleich mit dem vorigen Ausdruck: 

Bildet man nun i für den Ausdruck (4), so hat man: 

und daher, damit dies mit (1) ühereinstimme: 

Es folgt hieraus noth wendig, wenn nicht j, also auch t, iden- 
tisch verschwinden soll: 

a = 0, g = 0, 

(6) f=5^7i{hi' + efi'). 

Man kann diese Form von f in der Weise auffassen, dass f als 
Product einer cubischen Form mit ihrer quadratischen 
Covariante erscheint.* Von diesem Gesichtspunkt aus will ich die 
Frage jetzt direct untersuchen und zeigen, dass dann wirklich immer 
/ die verlangten Eigenschaften hat, ausgenommen wenn die Discri- 
minante der cubischen Form verschwindet, wo dann noch speciellere 
eintreten. Sei also (p eine cubische Form, ^^=(tpq)')^ ^^q/j^ ihre 
quadratische, § = (g? A) 9)x* A^ ihre cubische Covariante, i2=(AA')* 
ihre Discriminante. Haben wir 

oder symbolisch 

aa:^ = 6AJ(pJ, - 
so ist 

i=(afcyaxfcx = 2(A6)(9)6)3A,6^ + 3(A6)2(g?6)2 9^6, 

= 5 ( A 6) (9 bf A, fc, - 3 (9 A) ( A 6) (9 bf b^\ 

Der mit 5 multiplicirte Ausdruck ist die erste üeberschiebung 
von A über {([pb)^ b:r^ = aj , der mit 3 multiplicirte die dritte Üeber- 
schiebung von Q mit f. Man kann also schreiben 

(7) i = b (A G>) A^ cj^ - 3 {Qbf V, 

wo 

(8) ö = (96)3i,«. 

Schieben wir nun g?==qpV dreimal über f:=bAx^ fp:^y so er- 

li alten wir 

Gl = i [3 (9)' A)2 (9)» <|p^2+ 6 (9)' A) (<]p»2 9,, A, + {q>'q>f AJ]. 

Das letzte Glied verschwindet, weil es durch Vertauschung von 
9? mit 9?' das Zeichen ändert, das zweite, weil es in 6(A'A)A', A« 



* Geometrißch: Unter den fünf Punkten, welche /" repraaentiren 
liegen drei mit den beiden übrigen cyclisch-projectivisch. 

24* 
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übergeht, das erste endlich, weil (g^'A)^^^ nach der Theorie der 
cubischen Formen identisch Null ist. Daher hat man o = 0, und 

(9) i = -3((2fc)3 6.2. 
Nun ist ganz ebenso wie (o gebildet wurde: 

Da {QAY Qar identisch Null ist, so verschwindet das erste Glied. 
Der zweite Theil der Klammer ist 

6 (09) . {QA) {Q<p) A, 9. = 3 {Q(p) [{QAY q>s' + {Qtpf AJ-{<pAy QJ]. 

Mit Hinweglassung verschwindender Glieder wird er 3 {Q<pY A,^, 
was sich mit dem dritten Tenne der Klammer vereinigt, so dass 

{Qhy W = 2 ((2<p)3 A,2 = _ 2 jR . A, |§ 35. (4).] 
und also 

(10) i = 6E.A. 

Daher ist wirklich i ein Factor von /*; nur wenn ü = (), verschwindet 
i identisch. 

Man erhält nun weiter: 

j = - {aif aJ = -ßR. (a A^ aj 
- - 3 jR . t(A A')* 9/ + 6 (A A') (<p AO A. 9).^ + 3 (<p AO^ A,2 9,}. 

Das letzte Glied verschwindet, weil (<pA')^q)x identisch Null ist; 
das mittlere wird 

( A AO (<p A') A, q>/ = i ( A A')^ . (p.\ 
also 

(11) j=^-i2R.{AAy(pJ = -12IP.(p, 

Es ist also auch (wenn nicht 2Z = 0) ; ein Factor von f, 

' ^ " 72 JR3 *^ ' 

femer i bis auf einen constanten Factor die quadratische Covariante 
von j, wie es sein sollte. 
n. Der Fall 

a = 0, -4 = 0, r und i von Null verschieden, 

führt auf einen Widerspruch. Denn da in diesem Falle i ein Quadrat 
ist, kann man setzen 

(12) e = 5^ 

man hat also, wenn 

(13) j^pV + Sqi^n + ^rrji^ + srj^, 

aus a = — (iO* = 0: 

= rg + si/, 
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also r — 0, s = 0; und wenn 

(14) f=aS,^ + 5b^^f]+l0cl'ri'+\0d^^ri^ + 5e^V' + 9V'y 
so hat man « 

daher im Vergleich mit dem Vorigen 

Bildet man nun i, so erhält man 

also im Vergleich mit der angenommenen Form von i: 

l=:(-86rf+30(S7?)S = cd, = d*. 
Hieraus folgt rf = 0, also J = — c?^, daher 

Man hat also den Satz: 

Wenn « und A verschwinden, ohne dass i ver- 
schwindet, so verschwindet auch r, daher auch B, 
Cy und /'hat einen dreifachen linearen Factor. 

Dass auch umgekehrt bei einem dreifachen linearen Factor von / 
die Ausdrücke r, A, li, C verschwinden, folgt sofort, da sich für 
a, 6, c keine Bedingungen ergeben haben. Der dreifache Factor 
kann durch Bildung von i immer gefunden werden. 

Es entsteht nun die Frage, welche Eigenschaften f besitzt, wenn 
wir zwar A von Null verschieden, dafür aber ausser a auch 
r identisch Null annehmen, während j noch als von Null ver- 
schieden gedacht werden soll. Aber nach der Formel § 75. (10) 
hat man für diesen Fall nothwendig A.j = 0. Die obigen Annahmen 
sind also unmöglich, entweder wird man auf -4 = 0, also auf den 
vorigen Fall zurückgeführt, oder auf j = 0, und man kann den Satz 
aussprechen : 

Wenn « und r verschwinden, so ist entweder i 
ein Quadrat, oder muss verschwinden. 

III. Der Fall, wo j verschwindet, aber i nicht, und auch 
i kein Quadrat ist, führt das Verschwinden von r, B, C, a selbst- 
verständlich mit sich. Setzt man 

f= ai^ + 5b i^ri+ 10 d^Ti^ + 10 dl^fl^ + 5 eirj^ + grj^y 
so wird 

j = -(af)^a,« = 4(gi?)Mfeg« + 3cg«i2-t-3dg7?« + ci?»}; 

es muss also 6 = 0, c = 0, d = 0, ß = sein, oder man hat den Satz: 
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Wenn ^* verschwindet, ohnedass iNull oder ein 
Quadrat ist, so ist f die Summe zweier fünfter Po- 
tenzen, deren Argumente die linearen Factoren von 
i sind. * • 

Auch das Umgekehrte ist unmittelbar ersichtlich. 

IV. Ist j identisch Null, i ein Quadrat, aber von Null 
verschieden, so hat man ähnlich wie oben: 

also c = 0, d = 0, 6' = 0, fir = 0, 

Hieraus ergiebt sich aber i==0 und daher der Satz: 

Wenn j verschwindet und .4 = 0, so ist auch 
i = und /'hat einen vierfachen linearen Factor. 

Der Fall i = ist hierbei zugleich mit erledigt; denn mit i ver- 
schwindet auch ^' und Ay und i = führt also immer auf einen vier- 
fachen linearen Factor von f, sowie umgekehrt die Existenz eines 
solchen immer i = macht. 

Hiermit ist die Anzahl der besonderen Fälle erschöi)ft, die beim 
Verschwinden von a noch denkbar sind. 

9 94. Typische Darstellungr der Formen fünfter Ordnung mittelHt 

linearer Covarianten. 

Es bleibt übrig für die Fälle , in denen M und N nicht zugleich 
verschwinden, die Coefficienten der typischen Darstellung durch unsere 
fundamentalen Invarianten auszudrücken. Um alle Fälle zu umfassen, 
muss man einmal 

(1) g=a, i? = (i«)ix-/3, D^-M, 
das zweite Mal 

(2) 1 = «, i? = (ra)Ta- = y, D=-N 

setzen; denn eine dieser Substitutionen muss der Voraussetzung nach 
möglich sein. Beide Fälle sind unter denen enthalten, für welche in 
§ 91. die Coefficienten bereits auf einfachere Formen zurückgeführt 
wurden. Setzt man 

(3) g = a, i? = (V'«)V'*, D = ~(^«)-, 

wo ip irgend eine quadratische Covariante bedeutet, so ist 

(4) D^f=A,^^-^öA,l^'ri + 10A,i'ri'-^^^AVri^+bA,^fi^-A,fj, 



* Geometrisch: Die fünf /" repräsentirenden Punkte sind cyclisch- 
proj ectivisch. 
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und zwar 

wo A, -4y, A^, B^y B^, C^i, Cj die Formen werden: 

A=(^^')S A = (««)•% A, = {aay(ari) 
(()) B,^{aty {aa)\ B, = (a V)- (««)* («i?) 

Die Bestimmung der letzten sieben Invarianten bleibt für ^ = i 
und V' = r auszuführen. 

Es ist wesentlich nur die Bestimmung des in beiden Fällen 
gleichlautenden Coefficienten -4,j, welche einige Schwierigkeiten macht. 
Um diesen Ausdruck darzustellen, werde ich zunächst einige der 
Theorie der Formen fünfter Ordnung angehörige Sätze ableiten, 
welche sich den in § 75. gegebenen anschliessen. 

Die zweite Ueberschiebung von /"mit -O* ist 

{ad^y aj^^= (ar) (ai) {it) aj = (at) (ai) aj { (ar) i» — (ai) r.rl. 

Das erste dieser Glieder entsteht aus 

{arf aj ==-^Aj--ia |§ 75. (10).] 

durch Ueberschieben mit i, und es ist also 

(ar)2 {ai) aj ix = -' ^A. (j{) i* — i i • («**') *'^ 

Dagegen ist, weil j = —{aiyaj, das zweite Glied: 

— (ar) (ai)2 a^^ t, = U'^)js^ ts = Q 
die cubische Covariante von j. Man hat also schliesslich : 

(7) {a^yaJ==^^A.Ui)Ja:'ix + '-§ + Q. 

Die dritte Ueberschiebung von f mit «^ bildet sich nun 
folgendermassen. Es ist, da cc = — (Jiyjjp: 

aj {aaf = - a,^ {aaY {jif (aj) = - aj {aj) \ {aj) (ai) + {ai) (Ja) \K 

Von den drei Tennen, welche die Ausführung des Quadrats giebt, 
verschwindet der erste identisch, weil er den symbolischen Factor 
\ajf enthält (§ 75.). Es bleibt also : 

aJ (a«)3 = - aJ (aj) (atf (jaf - 2 a/ {aj^ {a i) {ai) {ja) , 

oder, da jj {ja) = — 0-, (ai)'^ aJ = — j, t^ (ui) -= — ß: 

(8) aJ {aa)^ = ^j/ {j^) (^a) - 2 aJ {a ^y^ {aß). 
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Betracliteu wir zunächst das erste Glied rechts. Es ist 

js' U^) (^«) =js U^) I ü«) ^x - (i.^) «xt. 

Der erste Theil dieses Gliedes ist {^^')^x^'xf also Null; der 
zweite wird, indem man — iVO'") ^^^ ^ setzt: 

Man hat also 

Sodann hat man, um das zweite Glied in (8) zu erhalten, nur (7) 
über ß zu schieben und findet: 

aj {a»y {aß) = ~ {ji) jj,« m + 2isj. (jß) \ + ^ iAiß)+ Q^^Qß)- 
Nun ist: 
is' m (ji) ^j^' (iO Ui) (*"«) = ijj (iO { (ji) (i'a) - (JO (ia) { 

i j.^ (iß) - i.ix (i/3) t (ji) = -i, (ii)^ . /5 = « ß, 
ix {iß) = ** (ii') {i'cc) = — ^A.a. 

Was endlich ö^* ((^/5) betriflft, so ist in der Theorie 'der cu bischen 
Formen bewiesen (§ 35.), dass für die Polare Qx^ Qy der Ausdruck 

gesetzt werden kann. Daher ist 

oder, da alles mit (jrf Multiplicirte nach der Theorie der cubischeu 
Formen identisch verschwindet: 

Qs' m) = 0>)ix (jß) r. = (jr) (ji) (ia)j^ r, 
= 0' ^) Ui) ^x [(i«) ix - 0**) «x] 
= - (^'^) (^i) ix tx + (ccx) Tx . «*; 
weil nun femer 

und nach der Theorie simultaner quadratischer Formen 

(^r)« = 0, (^^7 = (§ 57.), 

so hat man 

Qs'{Qß)=^B»-ay, 
daher endlich: 

und aus (8): 

(9) aj (aay = (^Ä^-B) d'+ay-^lÄaß, 

Man controlirt die Coefficienten dieser Gleichung, indem man die 
Ausdrücke {aiy^aay, (arY(aaf auf doppelte Weise bildet. 
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Schieben wir (9) noch einmal über a, so erhalten wir 

(10) cr,(aay=(|^*-^).(J+(|^-^)«, 

WO ö={^a)d'x die in § 74. so bezeichnete lineare Covariante ist. 
Nach den Formeln § 75. (4) erhält man endlich hieraus für den Coef- 
ficienten ÄQ = (aaY den Ausdruck: 

(11) A, = {iA»-B).R. 

Es hat keine weseiitliche Schwierigkeit, nunmehr die Coefficienten 
der typischen Darstellungen zu berechnen, welche mau erhält, indem 
man i oder t an Stelle von ^ treten lässt. 

Erste typische Darstellung. il> = i. 
Aus (10) folgt, da T} = ß wird: 

= iiA^-B) (<J/S) + (^ - ^) (« ß) 

^fiAi T,^ NA-MB ^^{N MA\ 

-Ki-ä. Ji) 2 ^\2 3 J" [§75.(3) (6).l 

Femer hat man: 

Bo = (a if (a «f = ( j a)»= - (d «)» = — E 

B, = {aif (aaf (aß) = {ja)' Uß) = -(*«) {»ß) 

= - (dß) = - i {NA-MB) [§ 75. (6).| 

Co = {aif {ai'f {aa) = {aa) = 
C\ = {a 0« (a iy{aß) = {aß) = - M. 

Zweite typische Darstellung. ^ = r. 
Man hat t} = y, D={a'y) = — N, A = (7. Ferner aus (10): 

A, = {aY){aa)*={iA^-B){Sr) + {^-^)('»y) 

= {iA^.B)M^-{^-^)K 

So = («r)« (oa)« = — J 4 C/a)» = -J ^ E. [§ 75. (10).] 

-Bi = (at)«(aa)»(ay)= - 1 ^ (ja)« (jy) --^ (ia)« (ay) 

= lA{»a){»y)+^{ya) 

= iA {dy) + ^{ya) = f {NB -MC) + fN. • [§ 75. (4), (6).] 

Co = (ar)« (aO* (oa) =- | ^ C/r)» (^a) - 1 (jt) («t) (ta) = ^ B. 

C, = (ar)« (ar')« (ay) = - 1 ^ (Jr)« (jy) - f (ir) (ar) (iy) - ^ (ir)« (ay) 

= "3 i(»T)(a^)M- 
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Nur der letzte Term bedarf einer Bemerkung. Trägt man für y 
den Werth (Td)ta: ein, so wird 

— (ir) («t) (iy) = (ir) (ar) {ir) (at) 

= (ixY {ax' i' ^ ^{iaf (xx'f =^- li N -- ^MC\ 

so dass endlich: 

JBN+MG 



C, = - 



3 



Charakteristisch ist für diese Darstellungen vor allem, dass 
siimmtliche Coefficienten mit geradem Index den Factor 
R enthalten. Man hatte dieses von vornherein schliessen können, 
denn der Grad aller dieser Coefficienten ist von der Fbrm 4 7*+ 2, und 
da alle fundamentalen Invarianten ausser R einen durch 4 theilbaren 
Grad besitzen, so müssen jene Coefficienten nothwendig die Form 
R . F{A,BjC) haben. Dies ist von Wichtigkeit für die Erkennung des 
Charakters, welchen die Gleichung /'=0 hat, wenn die Invariante JK 
verschwindet. In diesem Falle verschwinden A^^y -4^,, Aj^ und /"geht in 
die Form über: 

f= a (G a^+K a^ß^+L ß% 

Es ist also a = eine Lösung von f=0 und der übrigbleibende 
Factor vierter Ordnung enthält nur noch die Quadrate, so dass man 
folgenden Satz aussprechen kann: 

Wenn ii verschwindet, ohne dass Jlf und ^gleich- 
zeitig beide verschwinden, so ist a ein Factor von /" 

f 
und der Quotient -V wird durch die Substitution 

jsf=^ oder = -^ eine quadratische Function von 0. 

Die Auflösung der Gleichung f=0 hängt dann also nur noch 
von einer quadratischen Gleichung ab. 

Der obige Satz lässt sich in folgender Weise umkehren: 

. Ist die fünfte Wurzel einer Gleichung fünften 
Grades eine Wurzel der zu den übrigen vier Wur- 
zeln als Wurzeln einer biquadratischen Gleichung 
9) = gehörigen Form T<p, so verschwindet R (vergl. 
§ 89.). 

Hierdurch ist in der That der obige Sachverhalt ausgedrückt; 
denn die Veränderlichen (oben a, ß, bez. «, y), durch welche (p auf 
nur gerade Potenzen reducirt wird, sind die Factoren eines der drei 
quadratischen Factoren von Tq,, daher auch a, der fünfte lineare 
Fj*ctor von f^ ein linearer Factor von T<p. 
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Um die ümkeLrung zu beweisen, könneu wir davon ausgehen, 
dass im allgemeinen Falle, wenn Tq, den Factor $ hat, q) die Form 

annehmen kann (§§ 48., 49.); abgesehen von Fällen, wo Tq> identisch 
verschwindet und welche hier nicht zu berücksichtigen sind, tritt eine 
Ausnahme nur ein, wenn qp die Form'g'^i/ annimmt, wo dann alle 
linearen Factoren von T^^ gleich g werden. Man hat also /' nur unter 
den beiden Formen 

/*= a^, x^^+\0 a,, x^^ x} + 5 a^ x^^ x,^j /*= 5 x^^ x^ 

zu untersuchen. Im letzten Falle aber (§ 93. IV.) verschwinden alle 
Invarianten, also auph 7?-, der erste bleibt zu untersuchen. In diesem 
Falle aber übersieht man sogleich Folgendes: Durch die Substitution 

X ^'== X^j X' 2 = X^j 

deren Determinante — 1 , ändern die Formen ungeraden Charakters 
ihr Zeichen, geht also 11 in — B über. Aber die Coefficienten von /* 
bleiben unverändert, also auch JB, mithin hat man Ii=—U oder ü=0, 
wie zu beweisen war. 

Geometrisch bedeutet dieser Fall, dass von den fünf Elementen, 
welche den Wurzeln von f^=^0 entsprechen, eines ein Doppelelement 
einer Involution sei, welche durch zwei aus den vier übrigen gebildete 
Element^paare bestimmt ist. 

Ausser den beiden obigen Darstellungen kann man noch eine 
dritte typische Darstellung untersuchen, bei welcher a, d die Ver- 
änderlichen sind und li der Nenner wird. Diese Darstellung hat den 
besonderen Charakter , dass alle Coefficienten durch R theilbar werden, 
so dass, indem man den ganzen Ausdruck durch 11 dividirt, rechts 
und links nur noch ganze Functionen von A, ß, C erscheinen. Ein 
Theil der hierbei auttretenden Bildungen wird im folgenden Para- 
graphen zur Verwendung kommen. 

8 95. Darstellang einer Form fünfter Ordnnng durch die Summe von 

drei fünften Potenzen. 

Ich werde im Folgenden die Aufgabe behandeln*: 

Eine gegebene Form f der fünften Ordnung soll 
in die Gestalt gebracht werden: 

wo I, 5', 5" lineare Functionen sind. 
Diese Aufgabe ist, wie man sehen wird, im Allgemeinen, und 
zwar auf eine Art lösbar; nur ist erforderlich, dass die Invariante C 

* Sie ist in anderer Weise gelöst in Salmon, Lessons, 2^ ed. S. 137. 
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nicht verschwinde, was denn vorausgesetzt werden soll. Ich werde 
bei der Form, welche ich der Lösung gebe, auch noch voraussetzen, 
dass R nicht verschwinde. 

In diesem Falle nämlich kann man sich 8 und a als Veränder- 
liche eingeführt denken und kann daher die Gleichung des Problems 
in folgender Form schreiben:* 

(2) f= % (ß^maf + x' {6-^iriay> + x" (tf-m"«)». 

Dass es zweckmässig ist, gerade 8 neben « einzuführen, wird 
das Folgende lehren. 

Wenn wir auch links 6 und a einführen, also, da {ßoL)^^^ und 
demnach 

i{ . «jp 1= (a a) tf — (ad) a 
wird, 

(3) 7i5./'=[(aa)d-(ad)a]5 

setzen, so erlialten wir aus Vergleichung von (2) und (3) die folgenden 
Gleichungen, welche den Inhalt des Problems vollständig ausdrücken: 

(aa)5 =JJ5(x +x' +x" ) 

[aa/ (adj2 ^ jj5 (^m^ + x'w'^ + x"m"2) 
(aay {aöy = R^ (xw^ + x'm'» + x"m"3) 
(aa) (aSy = R^ (xm^ + x'm'^ + x"m"^) 
{ady = «5 (xm^ + x' w'5 + x"w"ö). 



(4) 



Es sind dies sechs Gleichungen mit ebensoviel Unbekannten 
X, x', x", w, m', m", um deren Auflösung es sich nunmehr handelt. 

Wenn man aus je vier aufeinander folgenden dieser Gleichungen 
die Grössen x eliminirt, so erhält man die drei Gleichungen: 

(5) Jlf.(aa)2 = 0, M.{an){ad) = 0, M.{a8y=-0, 

wo M den symbolischen Ausdruck bedeutet: 



(6) M= 



(««)' 


1 


1 


1 


{aa)*{ad) 


m 


m' 


m" 


(aa) {ady 


m* 


m* 


m"* 


. (aSf 


»t' 


m'» 


m"3 



Die Gleichungen (5) kann man in eine einzige zusammenfassen; 
denn indem man dieselben der Reihe nach mit 



2 



k 



multiplicirt und dann addirt, erhält man 

= -af . [(aa) (J^- (ad) a^Y^^M. a,« . {ady, 
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oder mit Hiuweglassung des Factors (ad)- = 7?^, welcher als nicht 
verschwindend vorausgesetzt wird : 

(7) = J!f . a^2. 

Diese Gleichung ersetzt die Gleichungen (5) vollständig, sohald 
man festsetzt, dass (7) für alle Werthe der x erfüllt sein solle; 

Wenn man in M aus der ersten Verticalreihe den Factor {aaf 
herauszieht, so geht der übrigbleibende Factor von M in eine Deter- 
minante über, welche nach bekannten Sätzen das Differenzenproduct 
der vier Ausdrücke 

{ad) 

{aay ' ' 

ist. Das Differenzenproduct der m kann man auslassen, indem man 
diese als sämmtlich verschieden ansieht. Multiplicirt man das Product 
der übrigen Differenzen mit (aay, so sieht man, dass man an Stelle 
von M den Ausdruck: 

(8) iLf'=[(ad)-m(aa)] ](ad)-m'(aa)] [(a*)~ w"(aa)], 
und an Stelle von (7) die Gleichung 

(9) = M\aJ 

setzen kann. 

Die rechte Seite von (9) ist die dritte üeberschiebung von f mit 
der Form 

(10) 9)= (*~ma) (d-m'a) (*-m"a). 

Es muss also (p eine solche cubische Covariante sein, dass seine 
dritte üeberschiebung mit f identisch verschwindet. Durch diese 
Bedingung oder durch die drei in den Coefficienten von q> linearen 
Gleichungen 

(a9))^aj* = 0, (a^y a^ a^^O, (a9?)^a2^ = 0, 

ist aber (p bis auf einen constanteu Factor völlig bestimmt; und da 
andererseits, wie aus § 75. bekannt ist, die Covariante j diesen Be- 
dingungen genügt, so kann man 

setzen. 

Die Grossen m, m', m" sind also die drei Wur- 
zeln der cubischen Gleichung, welche entsteht, 
wenn man iuj = die Veränderlichen tf, a einführt 

und dann — als die Unbekannte betrachtet. 
a 

Da man die m als verschieden voraussetzt, so darf die Discrimi- 
nante C der Gleichung j = nicht verschwinden. 
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Die Argumente der drei in dem Probleme geforderten fünften 

Potenzen sind also die linearen Factoren von j] indem wir sie in 

der Form 

S—mcc, d—m'a, 6—m'a 

annehmen, haben wir die absoluten Werthe ihrer Coefficienten fixirt; 
es bleibt dann übrig, die Coefficienten x zu bestimmen. Hierzu führen 
die drei ersten Gleichungen (4), nachdem durch Erftlllung von (5) 
die drei letzten Gleichungen (4) Folgen der drei ersten geworden sind. 
Dieselben geben die x linear und also eine eindeutige Losung der 
Aufgabe. 

Um nun die cubische Gleichung aufzustellen, müssen wir in j 
die Veränderlichen tf, a einführen. Es ist 

wo 

Ji = 0'«)* (i*) 

Da nun nach § 75. 
so ist 

Ji = 0«)* 0«) =-(*«) {» d) = - (tf d) = 

oder da d = ('9^a)*,: 

J, = - (*d) (»»') (»'a) = - ^ (_»»y (da) = -}iNB. f§ 75. (8).] 

Es bleibt noch «^3 zu bestimmen. Nun ist mit Benutzung des 
Ausdrucks von d: 

Js^-usy u») (*«) = 0«) o>) [0«) (**) + 0'*) (*«)], 

oder wenn man im ersten Theil wieder =6" iur j^^^^ja) einführt: 

j,=- (»'S) {»d) i»'&) + R . (jö) u»f' 

Der erste Theil verschwindet identisch, da er bei Vertauschung 
von d" und d^' das Zeichen wechselt; sodann aber ist, indem man fiir 
-9^ seinen Werth -9^ = (ir) i^^* einführt: 

Od)0d)* = (jd)00 0t)0r) 

- (iO (it) I (ir) (iS) + O'i) (<Jt) }. 

Hier verschwindet nun rechts der erste Theil nach der Tlieorie 
der cubischeu Formen, weil er den symbolischen Factor O'r)^ enthiilt; 
der zweite enthält den Factor {jiy und wird also, da 
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ist * 

= («r) iSx) - {ßv) = \ {NB-MC). [§ 75. (6).] 

So ist denn 

J,==^{N]i-MC), 

und die Darstellung von j wird mit üebergehung eines Factors Jl: 

(10) Rij^ — d^ 2" 2 

Die Grössen t», m', m" sind also die Wurzeln der cubischen Gleichung 
,,,. ^^3N NB-MC ^ 

Die einfache Form dieser cubischen Gleichung ist es, welche es 
zweckmässig erscheinen lässt, gerade die Covariante S neben a in dem 
Ausdrucke des Problems einzufilhren. 

Setzt man für die Wurzeln der Gleichung (11) die Ausdrücke: 

so wird 



, , 3 NB-MC 



(13) 



daher 



2 



N 



^,,_,.,.A1B-_MCI^^ 



oder wenn man bemerkt, dass nach § 75. (7) 

„ AC-B' 

= ^{M*C-2MNB+N*A) 
CR* 



[§ 75. (1).] 
Es ist also 

(14) V ^ ^LJ 

„^j/ NB-MC Rj/ C 
r 4 2''^ 2' 

wo die Cabikwurzeln durch die zweite Gleichung (13) an einander 
gebunden sind. 
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Da durch (12), (14) die Grössen m völlig gegeben sind, so bleibt 

es übrig, die linearen Gleichungen zur Bestimmung der x, die drei 

ersten Gleichungen (4) noch genauer zu untersuchen. Mit Benutzung 

der Gleichungen § 94. (9), (10) und § 75. (3), (4), (6) erhält man 

sofort : 

(aa)5 = (|^2_^)jj 

(-)Mad)=-(f-^)iJ 

Daher vrerden endlich, nach Division mit JJ, die Gleichungen 
zur Bestimmung der x: 

^jg^ R^ixm +x' m' +x"m" ) = ^- ^ 

U* (xm«+x"m"»+ x' m' *) = ^, 
wodurch x, x', x" in einfachster Weise vollkommen gegeben sind. 

9 96. Behandlang des Falles» wo C= 0. üeber die Lösnng der Gleichungr 

fünften Grades für diesen FalL'^ 

Ich werde jetzt untersuchen, wie die Betrachtungen des vorigen 
Paragraphen sich modificiren, wenn C verschwindet. Lässt man C 
gegen Null convergiren, so geht die Gleichung (11) des vorigen Para- 
graphen, mit Vernachlässigung von C^, in 

(1) o = (»»-,B)(«H-|y+^(m-B) 

über und die drei Wurzeln der Gleichung werden also 

m =B 

m = — -?r- + o 

(2) 2 ^ 

S 

wo o die gegen Null convergirende Grösse 



(3) «=^_3^ 



bedeutet. Sodann verwandelt sich (immer vorausgesetzt, dass iJ nicht 
verschwindet) die Gleichung (2) des vorigen Paragraphen mit Ver- 
nachlässigung höherer Potenzen von o in: 



* Vgl. eine Mittheilung des Verf., Göttinger Nachrichten 1871, S. 103. 
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oder wenn man 

(4) x'+x" — Xy (x'— x") = — ^ 

setzt, in: 

(5) f^yc(d-Ba)'' + x(d+^\' + 5tLa.(s+^y- 

Die Grössen x, k, (t aber werden aus den Gleichungen (15) des 
vorigen Paragraphen bestimmt, welche nun die Gestalt annehmen 

E*(x + l) =^A^-B 

(6) B*[xB-l-^-i.) =-3--2 

Inzwischen wird, da C=0: 

„ AC-B* IP 

^= 2 ^"2" 

^^^ M=2AB-2C==2AB 

R^=^-^{AN^-2BMN-[-CM^) = -lAB*; 

und indem man nur für den letzten Ausdruck der Kürze wegen R^ 
beibehält, kann man die Gleichungen (6) durch folgende ersetzen: 

P,/ „ kB \ 2A^B , B» 

U^\xB + A.-^-\-fi\ = — g— . 

Da der Voraussetzung nach B, nicht verschwindet, so können 
nach (7) auch A und B nicht verschwinden, und die letzte Gleichung 
durfte daher durch B dividirt werden. Die Gleichungen geben auf- 
gelöst; 

Ji' X = I A* 

E^X = -B 
B* 

Man hat also für f in diesem Falle den folgenden einfachen 
Ausdruck : 

Clebich, Theorie der binüreu algebr. P'ornien. 2o 
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Nun ist aber 



■B«=f !(*+!«)- (*--B«)j; 



setzt man daher 

so nimmt die Form fünften Grades -die Gestalt an: 

(10) iJV=i^U»-i5S,?«-|,,s. 

Dieses ist die Form, auf welche mittelst einer hohem Substitu- 
tion Jerrard jede Gleichung fünften Grades zu bringen gelehrt hat, 
in welcher nämlich die Terme ^^rj, 6^1?^, i^if fehlen. Es geschieht 
dies also im vorliegenden Falle, wo (7=0, mit Hilfe einer linearen 
Substitution, und man kann den Satz aussprechen: 

Wenn die Invariante C verschwindet, so geht 
die Form fünfter Ordnung durch die Substitution 

in die Form 

über, in welcher drei Glieder fehlen. 

Her mite hat die Gleichung fünften Grades 

(11) a:^-x-a = 

mit Hilfe der Theorie der elliptischen Functionen in transcend enter 
Weise auflösen gelehrt.* In dieser Weise ist also jede Gleichung 
fünften Grades auflösbar, für welche die Invariante C verschwindet, 
indem f=0 aus (10) durch die Substitution 

in die Gleichung (11) übergeht, wahrend zugleich 
(13) ^ = ^j/^S'- 



* Mit Hilfe des Jerrard 'sehen Satzes, dass mittelst einer hohem (Tschim- 
hausen'schen) Transformation und mit Auflösung von GlBichungen, deren Grad 
den dritten nicht übersteigt, jede Gleichung fünften Grades in die Form (11) 
gebracht werden kann, löst Her mite auch die allgemeine Gleichung fünf- 
ten Grades. Doch ist fBr den algebraischen Theil der Untersuchung eine voll- 
stUndige Darstellung für jetzt noch nicht möglich. 
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Die Gleichung (1 1) führt leicht auf den allgemeinen Ausdruck der 
Discrimiuante einer Gleichung fimften Grades. Denn da diese in den 
Coefficienten nur vom achten Grade ist, so kann sie C nicht ent- 
halten, wird also nicht geändert, wenn man C verschwinden lässt. 
Man kann diese Discriminante also, ohne die Allgemeinheit zu be- 
einträchtigen, aus der Form (11) bilden. Soll die Gleichung (11) 
aber zwei gleiche Wurzeln haben, so muss 

also 

sein; und indem [man hier den Werth von a aus (13) einführt, 
hat man 

so dass -4^ — 64i? die Discriminante ist, wie oben S. 354 gefunden 
wurde. 



§ 97. Typische Darstellang iweier simaltaneu Formen zweiter und dritter 

Ordnung mittelst linearer Corariimten. 

Die in §§ 90 — 92. auseinandergesetzten Principien der Einführung 
linearer Covarianten und der Untersuchung über die Möglichkeit, 
gegebene Formen linear in einander zu transformiren, mögen nun 
noch auf einige Beispiele simultaner Formen angewandt werden. 

Das einfachste Beispiel bildet die simultane Untersuchung einer 
quadratischen (/*) und einer cubischen Form (9). Das Formensystem 
ist für diesen Fall in § 59. entwickelt worden; ich beziehe mich auf 
die dort gebrauchten Bezeichnungen. Es wurde dort gezeigt, dass 
die vier linearen Covarianten 

(1) jp-(aa)2«,, q=Q)p)K, r=^{aQyQ^, s==(br)K 

die Determinanten besitzen: 

{pq) = -{apy = -F, {pr)==L=^ ^^— , 

{rs)=-N=EL--lFR~ 

Zwischen den fünf fundamentalen Invarianten D, E, F, B, M 
besteht die einzige Beziehung 

(3) M^ = '-i\DL^'-2ELF+RF^. 

Man sieht daraus, dass die sechs, aus den Coefficienten der 
linearen Covarianten gebildeten Invarianten (2) immer sämmtlich, 

25* 
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und nur dann srimmtlich verschwinden , wenn F und L verschwinden. 
Man hat daher den Satz: 

Typische Darstellungen der simultanen Formen 
fy (p mittelst linearer Covarianten sind nur mög- 
lich, so lange die Invarianten 2^, L nicht beide ver- 
schwinden. 

Und 

Eine quadratische Form f und eine cubische 
Form q) können immer mittelst typischer Formen 
gleichzeitig in zwei andere Formen /^, 9)' linear 
übergeführt werden, so lange die absoluten In- 
varianten beiderseits gleich sind, und die Inva- 
riantenpaare Fy F' und L, L' nicht gleichzeitig 
verschwinden. 

Untersuchen wir zunächst, was das gleichzeitige Verschwinden 
von F und L für «die Formen /*, 9) aussagt. Es ist L nichts anderes, 
als die Resultante von f und A ; daher müssen f und A einen Factor 
gemein haben, vorausgesetzt, dass nicht etwa A identisch verschwin- 
det, also 9? ein vollständiger Cubus ist. Unterscheiden wir also 
folgende drei Fälle: 

1) f ist kein Quadrat, 9 kein Cubus. 

2) f ist ein Quadrat, 9) kein Cubus. 

3) 9 ist ein Cubus. 

1) Im ersten Falle sei f^=2x^x^y 

q) = u X{^ '\'^ ^ x^ x^-^-Z y x^x^'\' 8 x^. 
Man hat dann 

t^^2\[ay~ß^x,^ + {aS^ßy)x,x^ + {ßd^y'^)x^^ 

Daher wird 

F=^{apy^-8ßy = 0, 

und ausserdem, da A mit 9) einen Factor gemein haben soll, 

{ay-ß^)(ßS-y^ = 0. 

Hieraus folgt, dass entweder ß und a y^, oder y und d ß^ ver- 
schwinden muss, also entweder /5 = 0, y = 0, oder j8 = 0, a = 0, oder 
y = 0, d = 0. Dieses führt also auf folgende Fälle: 

1. f stimmt mit der quadratischen Covariante von tp bis auf einen 
numerischen Factor überein (/5 = 0, y = 0). 

2. q) hat einen Doppelfactor, welchen f zugleich einfach besitzt. 

2) Ist / ein Quadrat, so sei f= x^^ 

<p = a Xi^ -1-3/3 a'i^ x^ + 3yx^x^^ + Ö x/. 
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Es wird 

P =yxi + dx^, 

daher geht F={apy^O in * = 0, L = in ßS-y^^O, also in 
y = () über. Dies führt auf den zweiten Fall von 1. zurück. 

3) Ist (p ein Cubus, so sei 

fc=z ax^^ + 21x^X2 + c x/, (f = X{^] 

man hat A = 0, so dass die Gleichung L = von selbst befriedigt 
ist, und 

also c = 0. Mithin ist der dreifache Factor von tp zugleich einfacher 
von /*, und auch dies ist unter dem zweiten Falle von 1. enthalten. 
Man hat also den Satz: 

Das gleichzeitige Verschwinden von F und L 
tritt immer und nur in folgenden zwei Fällen ein: 

1) wenn /"sich von der quadratischen Covariante 
von (p nur um einen numerischen Factor unter- 
scheidet*; 

2) wenn <p einen Doppelfactor hat, welcher zu- 
gleich einfacher Factor von /"ist 

In allen andern Füllen ist also eine typische Darstellung mittelst 
linearer Covarianten möglich; in allen andern Fällen zieht die Gleich- 
heit der absoluten Invarianten zweier analoger Systeme immer auch 
die Möglichkeit der linearen Transformation nach sich. 

Wir haben daher zwei typische Darstellungen zu untersuchen, 
von denen immer eine möglich ist, so lange überhaupt von einer 
typischen Darstellung gesprochen werden kann. Bei der ersten sind 
|> und g, bei der andern p und r die neuen Veränderlichen. 

Erste typische Darstellung. 

Man hat 

FKf=^ {apY. g^- 2 (ap) {aq).pq + { aqf .p' 
^ ^ FK(p== {apf. q^-3 {apf {aq) .pq^ + ^ap) {aqf.p^q - {aqf.p^ 

Nun ist 

iapy=F, (ap)iaq) = (gtq)=0, 

{aqy=^{ab){ac) {hp){cp)=^\{abyicpy+(acf{lpy- (&c)» {apf} = ^' 



* GeometriBch : Die Punktgruppe von qp ist zu der von /"cyclisch 
projectivisch. 
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Die erste Gleichung (4) giebt also nach Division mit F: 

(5) F.f=q' + ^pK 

Auf dieselbe Weise, wie soeben der Coefficient (aq)* umgestaltet 
wurde findet sich auch: 

(« «)« «, = (ß a) (« b) iap) {bp) «x = i I (« «)» (bp)* + (« 6)« {apf 

-(««»)* («i>)*t«x 
^F.p-^D.iapya^ 

und daher 

/ß^ («3)* («!>) = -^i> •(«!')=' 

^ ^ (ag)» = - F» - i D . (ap)* («9), 

SO dass die beiden letzten Coefficienten des zweiten Ausdrucks (4) 
hierdurch auf die beiden ersten zurückgeführt sind. 

Was nun diese beiden Coefficienten angeht^ so erhalt man sie 
leicht durch Betrachtung des Ausdrucks (apY a^. Indem man für ein 
]) seilten symbolischen Ausdruck setzt, hat man 

(apy a, = {aß)\ap) {ßaf a, = («^) (|8a) |(«a) (^i>) + (a/3) (pa) j «.. 

Vertauscht man im ersten Theile rechts a mit j8, so kann man hier- 
für setzen: 

• (7) («l>)*«, = (a^)M(/5a)(i)a)«.-i(^a)(«a)i>t 

Den ersten Theil dieses Ausdrucks kann man nun auf r zurück- 
führen, indem man nach § 59. (7) r in der Form 

benutzt. Es wird dann 

(Aa) (^a) Ax= (Aa)^p + (Aa) (|?A) a^ 

= Ep -f (rcf) üx = -Bi> — 5, 
und also aus (7) 

(8) {apf a^ = ^Ep^s. 

Schiebt man diese Form über p oder q, und benutzt die Gleich- 
ungen (2), so erhält man: 

(apY = — (sp) = — M 
(^^ {apy{aq) = ^E{pq)-{sq) = ^J^^^; 

daher auch aus (6): 

{aq)Http) = ^DM 
(10) («2)8 ^-F»-^D{I)L-EF). 

Und die typische Darstellung von <p wird also: 
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(11) F^(p = -Mq^-i {DL-EF)pq^ + i DMp^ q 

+ (F-' + ^lDL-EF])p\ 

Setzt man noch der KQrze wegen 

(12) P=DL-EF, 

SO sind alle Coefficieuten der typischen Ausdrücke (5), (11) rationale 
Functionen von 

(13) F, M, p, n, 

und man hat also den Satz: 

Alle simultanen Invarianten von /'und g? lassen 
sieh durch F, M, P, D rational ausdrücken, und 
zwar so, dass nur eine Potenz von F im Nenner 
steht. 

Es ist leicht, dies durch Angeben der wirklichen Ausdrücke zu 
bestätigen. Denn nach (3) ist 

^2M^D=^{DL-EFy + {DR-E')F^, 

oder 

Daher hat man zunächst 

aus den Gleichungen 

P=DL^EF, M^ = -^(I)L^--2ELF+RF^) 

aber findet man* weiter 

^, I)L~-P ,, 2ELF-~2M^-'DL^ 
(15) L = — j^- , It JT5 , 

so dass, wenn man den Werth von L aus (14) einsetzt, wirklich 
alles durch die Grössen (13) auf die angegebene Weise ausgedrückt ist. 

Zweite typische Darstellung. 

Führt man die linearen Covarianten j[> und r ein, so hat man, 
da {j)r)=L die Determinante der Substitution ist: 

L'.f ^{apYr^^-2iap){ar)pr+{arYp' 
^^"z ^LKq)=^ {apY r» - 3 {apf (ar) r^p + 3 (ajp) {arYrp* - {arYpK 

Unter den Coefficienten von f sind (apy = Fy {api){ar) = M 
schon bekannt; ferner aber ist [vgl. (2)J, da s = (ar) a^: 

(ar)2=(5r) = i^. 

Für /"erhält man also den Ausdruck: 
(17) i2 f=Fr'-2Mpr + Np\ 
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Von dc?ii Coefficienten des Ausdrucks für q) erhält mau die beiden 
ersten sofort, indem man p oder r über die Gleichung (8J schiebt; es 
wird dann 

(18) (apy=^-M, (iap)\ar)=^jipr)-(sr) = ^EL-N. 

Um die beideu andern Coefficienten zu finden, entwickelt man 
die Form (^ury Uf. Nimmt man r in der Form 

so ist 

^ary a, = (a A) (a A') (pA) (pA') a, 

= (« A)* (p AJ «, - {. (A A'J* (apy «x 

da der mit dem Symbol (aA)* behaftete Theil nach der Theorie der 
cubischen Formen identisch verschwindet. 
Nun wird daher: 

(arf (ap) =- ^ (sp) = -g— , 

Und somit wird die typische Darstellung von y: 

(19) -L\<p = -Ä{r>-'d &■ - N\pr' -\-^lt Mp'^r 

+ 2(-2— ^)^- 

8 98. Typische Barstellung zweier simul tauen cubischen Formen. 

Zwei simultane cubische Formen besitzen, wie in § 61. gezeigt 
wurde, im Ganzen acht lineare Co Varianten. Wenn alle diese bis 
auf constante Factoren identisch sein sollen, so dass eine ty[)ischc 
Darstellung mittelst linearer Covarianten nicht mehr möglich wird, 
so müssen die silmmtlichen Unterdeterminanten des Ausdrucks 2Q- 
[§ Gl. (12)] verschwinden; denn dieselben geben nach den Gleichungen 
(19), (22) desselben Paragraphen die aus den Coefficienten der Aus- 
drücke Pj z und der linearen Formen 

(AÄ)A.r, (0ä)0x, (V;r)V, 
(Ai))A,, (01)) 0., (ViOVx 

zusammengesetzten Determinanten. Es ist leicht zu zeigen, dass dann 
überhauj^t die acht linearen Covarianten sich höchstens noch um con- 
stante Factoren unterscheiden können. 
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Erstlich verschwindet daun auch Q, also (p7c). Verschwinden beide 
Covarianten p, n identisch, so verschwinden auch alle anderen sechs 
linearen Covarianten [vgl § 61. (10)]. Verschwindet nur eine, etwa j), 
so bleiben die Covarianten 

3r, (tcA) Ajry (;rV)V^, (;rA)(AV)V,. 

Aber weil (7cAy = 0, (äV)^ = 0, so sind die Ausdrücke (jrA)Ax und 
(jrVjV^ entweder Null, und also auch (äA) (AV) Vx = 0, oder sie 
sind von jr nur um einen constanten Factor verschieden, also etwa 

(äA) Ajr==m3r, 
daher auch 

(ä A) (A V) Vo: = w (jr V) Vx, 

also auch diese Covariante nur um einen constanten Factor von « 
unterschieden. Verschwindet auch p nicht identisch, so reducireu 
sich ebenso die Covarianten 

(jjA)A.„ (pV)V., (i>V)(VA)A, 

auf j>. In allen Fällen giebt' es also nicht zwei lineare Covarianten, 
welche sich um mehr als einen constanten Factor unterscheiden. 

Untersuchen wir nun den Inhalt der in dem Verschwinden der 
Unterdeterminanteu von 2 Q'^ enthaltenen Bedingungen genauer. Wir 
unterscheiden drei Fälle. 

I. Die Discriminante einer der beiden Formen f und (p sei von 
Null verschieden. Man kann dann setzen: 

f= x^ + x^) fp = ax^ -^-dhx^ x^ + ^cx^ x^ + d x^y 
also 



A = 2 a?! ^2, Q^cx^ + {a + d) x^x^'\'h x. 



2 

2 } 



V = 2 j (ac - h^) x^^ + (arf - bc) x, x^ + (6d - c") x^\^, 

p = — 2(1x^ + x^. 

Daher verwandelt sich die Gleichung (Ap)^ = in &c = 0; und 
wenn also etwa 6 = ist, geht Q = in c = über. Man findet also 

(p = ax^ + d x^. 

Da sogleich Q = x^ — x^, so ist tp eine lineare Combination von 
f und Q. Daher kann in diesem Falle eine lineare Covariante, welche 
zugleich eine solche für f vWein sein müsste, nicht existiren. 

2. Die Discriminanten beider Formen verschwinden, aber we- 
nigstens eine der Formen ist kein Cubus. Man kann setzen: 

f=z^x^ x^y q>=^ax^ + ^h x^ x^ + ^cx^ x^ + rfo?/, 

also 

A = — 2 x^^y Q = — 2bXj^ — cXiX^ + dx^y 
y = |2 {ac-¥) Xy^+iad-hc) x^ x^ + (6rf- c^) V* 

p~ — 2{cx^ -^dx^. 
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Die Gleichung (Ap)* = reducirt sich auf d = 0, und sodann 
Q = auf c = 0. Daher ist wieder p = 0, und (p hat die Form 

(p = aXi^ + 3bXi^ x^ 

Da diesmal Q=z2x^y so ist wieder tp eine lineare Combination von 
f und ö; wie oben. 

3. Beide Formen sind Guben. Dann verschwinden A und V, also 
auch p und it und alle anderen linearen Co Varianten. 
Man kann also folgenden Satz aussprechen: 

Die typische Darstellung zweier cubischen For- 
men /, tp mittelst linearer Covarianten ist nur un- 
möglich, sobald die ersten beiden linearen Co- 
varianten p, 7C identisch verschwinden; und zwar 
geschieht dies in folgenden beiden Fällen: 

1. Wenn eine der Formen eine lineare Combi- 
nation der andern und ihrer cubischen Covariante 
ist.* 

2. Wenn beide Formen Cuben sind. 

Abgesehen von diesen Fällen führt also bei 
zwei Paaren von cubischen Formen f, (p und f, (p' 
die Gleichheit der absoluten Invarianten die Mög- 
lichkeit mit sich, die Formenpaare linear in einan- 
der zu transformiren. 

Von besonderm Interesse ist hier offenbar die Darstellung der 
typischen Form durch p und ä; diese allein werde ich untersuchen. 
Da (^p7t) = — 2Q, so hat man die Formeln : 

--8QKf={a7tY.lfi-3{a7tY{ap),p^7C+3{a7c){apy.pn^-{apf.7t^, 
^^ -8QK(p^[a7ty.p^-S{ajty{ap),p^7C+3{ajt){apY.pn^-{ap)\7t\ 

und es bleiben also zum Zwecke der typischen Darstellung die acht 
Coefficienten rechts zu untersuchen. Aber es ist leicht zu zeigen, 
dass die acht Coefficienten dieser Formen sich auf eine viel geringere 
Zahl reduciren. Es ist nämlich mit Benutzung der Formeln § 61. (5) : 

ian)aj'+(ap)aj = 2(eay(aa)as^ + 2{eay{aa)^s^ • 

==2(aa)t(ea)2ax2-(0öP«ar'}=2(a«)2ex|(e«)a,+(0a)a,t 

Aus der Gleichung 

(a3r) aj + (ap) aj = 
folgt aber sofort: 



* Geometrisch: Die Punktgruppen beider Formen sind zu dem- 
eelbcn Punktepaar cycliach-projectivisch. 
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(a^y (ap) + (ajr) (ap)^ = 
(uTty +(«3r)2(a|})=0. 

Mau kauu also setzen: 

(2) (a 7t) (apy = - (fl jty iap) = C, 

- (ap)^ = (« «) («JP)^ = -D . - («1>)^ = ^, 
und die Gleichungen (1) verwandeln sich in die folgenden: 

-HQ^ . f = JB p^ + 3 C p^ 7C + ^ D p 7t^ + E 7c^ 

Mau kauu daher den Satz aussprechen: ^ 

Die beiden Ausdrücke —80^/* und —8Q^<3P stellen 
sich dar als die durch 4 dividirten nach p und tc 
genommenen Differentialquotienten der biquadra- 
tischen Form: 

(4) F'^-'8Q^{f7c + (pp) = Ap^+4Bp'^7c + 6Cp^7t'- 

+ 4Dp7t'^ + E7tK — 

Man kann beweisen^ dass hierin die einzige Lösung der folgen- 
den Aufgabe enthalten ist: 

Man soll, wenn zwei cubische Formen f, tp ge- 
geben sind, zwei lineare Functionen | und 17 so 
finden, dass, wenn man sie als Variable einführt, 
9 und f die Differentialquotienten einer Form F 
nach 5 und ri werden. 

Ist nämlich 

5 = §i 3?j + §2 ^8 

ij = iji a;i + i?j a;j, 
so hat man nach deu Bedingungeu der Aufgabe: 

dF y BF , dF ^ , . 

dF BF SF , , . 

daher, indem man die erste Gleichung nach rCg, die zweite nach Xi 
diflferenzirt und die DifiFerenz bildet: 

oder wenn man die Symbole von f und <p einführt: 
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Schiebt man diese Gleichung zweimal über A, 9, V, so hat man 
mit Rücksicht auf § 61. (5): * 

Aus der ersten und der letzten dieser Gleichungen folgt: 

wo die (»; (7 Constaute sind; die mittlere Gleichung aber giebt dann 

so dass in der That | und rj sich nur durch einen gemeinsamen 
Factor noch von p und jt unterscheiden können. 

Durch den vorliegenden Satz ist eine merkwürdige Beziehung 
zwischen der Theorie zweier simultanen Formen dritter Ordnung, 
und zwischen der Combination einer gewissen Form vierten Grades 
{F) mit zwei linearen Formen (;r, p) begründet. Man kann nicht 
sagen, dass die Theorie der simultanen cubischen Formen, welche nur 
acht Coefticienten enthalten, mit der einer biquadratischen in Ver- 
bindung mit zwei linearen Formen (sie enthalten zusammen neun 
Coefficienten) identisch sei; aber die Verwandtschaft beider Theorien 
ist so gross, wie sie, ohne in Identität überzugehen, werden kann; 
es ist nämlich in der That zwischen den Coefficienten von F, p, Jt 
nur eine einzige Relation vorhanden, welche sich dahin ausdrückt, 
wie man sehen wird, dass jf bis auf einen Zahlenfactor einer Potenz 
von ip7t) gleich wird; was denn in der That hinreicht, um die Coef- 
ficienten von F, p^ 7C auf acht von einander unabhängige zu be- 
schränken. 

Ich werde im folgenden Paragraphen zunächst die Aufgabe lösen, 
die Coefficienten von F durch die einfachsten simultanen Invarianten 
von /* und q) darzustellen; dann aber in dem darauf folgenden Para- 
graphen auf den Zusammenhang der Theorie von /*, q) mit der Theorie 
der biquadratischen Form F genauer eingehen. 



§ 99. Darstelluug der Coefficienten von F darch die einfachsten simultanen 

InTariauien von f und (p* 

Um die Coefficienten Äy J^y C, D, E durch die einfaclisten 
simultanen Invarianten von f und (p auszudrücken, betrachte ich zu- 
nächst die vier Ausdrücke: 
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von (leren beiden mittleren schon oben gezeigt wurde, dass sie ent- 
gegengesetzt gleich sind. Setzt man für die n, p entsprechende 
Werthe aus § 61. (5) ein, so erhalten wir 

(««) «,« = - 2 {aß) (eßf aj = - (aß) 1(0/3)« aj - (0 a)« ß/\ 

= - (a/3)^ 0. 1(0/3) «, + (0a) /3-I = - 2 (0 V) 0, V. 
ioTc) aj = {ab) iVby aj = i {ab) |(V6j« o,« - (V«)« bj\ 

= ^(a6)«V, ((V&)o, + (V«) 6.1 =(VA)v*A, 
(ap) aj = (aß) (Aß)' aj = 4^ (aß) |(A/3)« aj - (Aa)* /3,«i 

= i (aß)' A. {(A/3) a, + (Aa) ^.1 = (A V) V, A, 
(ojj) a.» = - 2 (ab) (0«)* V = - (ab) { (06)« «,« - (Qaf bj\ 

= - (aby 0, ((06) a, + (0a) 6,1 = - 2 (0 A) 0. A, 



»JT» 



War also oben 

so "hat man nunmehr auch die zweiten DifiFerentialquotienten von F 
durch Covarianten ausgedrückt; es ist nämlich nach diesen Gleich' 
ungen : 

4 Q2 . (V 0) V^ 0x = i [(ccTtfp^ - 2 («3r)2 (ap)p7t + («ä) {apy tc^ 

4 Q« . (VA) Vx A,. = [(«;r)3|)2 - 2 («»)« (^l?)!) Jr + {a%) {ap^ ^] 
.^ . = — [(ap) (a jr)*2)* — 2 {apy {a%)p7i + {ap)^ jr*] 

'~'^dpd% 

4 Q« . (0 A) 0^Vx = - i [(ap) {a %y p^-2 (jipy (a ä) |) jr + {apf n^] 

_ , d^F 

Nun waren aber in § 61. bereits A, 0, V durch p und ä, also 
gerade wie es hier verlangt wird, ausgedrückt; es war dort [§ 61. (20)] 
gefunden : 

2Q'A = ^p^-U^p«+U^n' 



(2) 



4 Q« = - j ü,,p'-(^2 U,, + ^)p« + U^ ^ j 



,2Q'V=U,,p'~U,,p« + ^n'- 



Es kommt also nur noch darauf an, die Functionaldeterminanten 
(1) der drei quadratischen Formen A, 0, V durch diese selbst aus- 
zudrücken. Dies geschieht mit Hilfe der Gleichung (4) des § 58. 
Indem wir diese Formel auf unsere Formen anwenden, etkalfassi. ^xt\ 



^2 



r« 



2 
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2 Q . (V 6) V, Gx = - I f/u ^ + f^i2 + £^i8 V I 

(3) 2 Q . (VA) V, A, = U,,A+ U^ + [7,3 V 

2Q . (0A) 0, A, = - ( ?73^ A + £^820+ f^ssV». 

Daher ergiebt sich weiter, indem man die Ausdrücke von A, 9, 
V aus (2) in diese Gleichungen einführt: 

- 8 QH^ e) V, 0, = (^^^ -ü,,^+2U,, fr,,) j,' 

- 8 Q3 (VA) V, A, = (^1^ - 2 U,, U^f 

(4) +{^ü^ü„-2ü,,U„-?fyn 

-8Q»(eA)0, A, = (^^- U„ U„ + 2 U,, U„)p 

+ (%^ + 2 U,, U„ - U^') n\ 
Da diese Ausdrücke gleich 

12 dp^' 6 dpdn' 12 a^r* 

sein sollen, so muss der mittlere Coefficient der zweiten Reihe, durch 
4 dividirt, dem letzten Coefficienten der ersten und dem ersten der 
letzten gleich sein. Es ist leicht, dies zu sehen. Die zu beweisende 
Gleichung ist 

TT TT ^ ^13^22 I £22. _ ^22/^18 I 9 rr TT ^ n u 

^12^23 2 ' 8^ 2 ^ ^ii^SS — *^I2 ^2S> 

oder 

Nun finden, da die U die Unterdetenuinanten von 2Q^ sind, die 
Gleichongen statt: 

(5) Cr„tr„-ü-„»==2Q«(T-lJ*) U^U,,-U^U,, = 2Q»T 
Uu ü„ - üu* = 2Q* P h\, ü^ - U^ U,^ = 2Q*S. 
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Daher folgt aus den beiden Gleichungen der zweiten Reihe: 
U^Jh,-U,,^-U,,U,, + U,,U,,=^-Q^J*-=-(^U,,-^y [§GI. (23)], 
also 

TT TT TT 2 
TT TT TT TT -L. ^ 3* J_ ^ O 

^33 ^11 "~ ^ S»3 ^21 "1 2 ' 16 — 

was durch Multiplication mit 2 in die zu beweisende Gleichung 
übergeht. 

Man kann die fünf Coefficienten, welche in (4) vorkommen, nun 
mit Hilfe der Gleichungen (5) und der Gleichung 

u, 

4 



-QJ=^-U^s 



in folgender Weise schreiben: 

*^ll ^M TT i I a TT TT fTT TT TT V\ l TT foTT ^i 



= 2Q«P + 2QJf7„ 



U,,ü, 



= 4Q«Z-2QJir,g 



TT IT _ iliiils« _ _ ä» —fU TT —TT TT "\^TT /'_'s__««^ 



= 2Q2r+QJ 



c^« 



%^'-2f/.J/3, =2(Cr„f7,3_?7,,ü'3,)_Cr,3(2If,3--^) 



= 4Q»S-2QJf43 



^^+2j[7,3U,3-f7,3*=(tr^£;33-£r,3*)+ü,3(2£r.3-^) 

= 2Q»ii + 20^1^33. 

Indem man also die Gleichungen (4) durch 2Q dividirt, stellen 
sich dieselben in folgender Form dar: 

-4Q«.(V0)V,0x= ß|Pp* + 2ZpjrH-2'««j 
-4Q«.(VA)V,A;r = 2ß|Ip« + 2T»3r + 5««} 
-4Q«.(0A)e,A,= Qt2'p* + 2SpÄ + iJw*} 
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Da die Ausdrücke links nach (1) gleich 

d^F d^F d^F 

waren, so erhiilt man, indem man die obigen Gleichungen mit 2p'^y 
2pn, 2 71^ multiplicirt und addirt: 

(7) F= - 2 Q 1 Pj)4 + 4Ijo3^ + 6 Tp^ n^ + ^Spit^ + Uid^x 

-^2J{U,,p'^2U,,f^ + iU,,p'n^--2ü,,pn'+U^^\.^ 

Die Gleichungen: 

* dTC ^ * dp 

geben also folgende typischen Darstellungen von f und (pv 

-Jt U,,p'-^iU,,p'7t + 3U,,pn^^2U^n^\ 

+J\2U,,p^-3U,,p^^jt + iU^p7C^-^ U,,n^\. 

Die Vergleichung des Ausdrucks (7) mit den Gleichungen (2) , (4) 
des vorigen Paragraphen führt aber zu den folgenden Ausdrücken 
verwickelterer Invarianten : 

A= (aTcf =-2QP-2J?7„ 

B^'-{axy(ap)r={a7cy ---2QI+ J U,^ 

(9) C = {an){apYr.-.^(ajtY{ap) = ''2QT- J^ 

D^^iapf ^{an){apf =-2 05+ J U,, 
E=z -{apf =-2QJ?-2e/I733. 



1 100. Die aus F entstehenden Formen. Ansnahmefall ß = o. 

Ich werde nun die hauptsächlichsten aus der biquadratischen Form 
F hervorgehenden Bildungen angeben, indem ich dabei p und n als 
die Veränderlichen behandle. Die Coefficienten der so entstehenden 
Formen sind ganze Functionen der A^ li, C, D, E, und ihre Kenntniss 
führt zur Lösung der Aufgabe, alle simultanen Invarianten von f und 



* Bemerkt man, dass die Discriminante der Form x/'H- Xqp nach den Bildungen, 
des § 61. die GeHtalt hat: -^ 

Äx/+lg,=«*Ä + 4x'A5+6x«i«T+4xi3 2;+i*P-2J«xnS 

Bo kann man F dadurch definiren, dass es aus der Form 

- 2 Äi2x/4.jly +4 Ja« zix/ +Xcp 

hervorgeht, indem man darin x durch n:, X durch p ersetzt. 
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q) durch die Coefficienten der typischen Darstellung so auszudrücken, 
dass nur noch Potenzen von Q die Nenner bilden, wie die allgemeine 
Theorie es vorschreibt. 

Wenn man die linken Theile je zweier der aus den Gleichungen 
(6) des vorigen Paragraphen folgenden Gleichungen: 

8 Q2 (V0) V^ 0^ = Äp^ + 2Bp7c + Cn^ 
8Q2 (VA) V,A, == 2 {Bp^ + 2Cp7t +D7t^) 
8 Q2 (9 A) 0, A^ = Cp^ + 2Dp7t +E^^ 

einmal über einander schiebt, so entstehen nach der Gleichung (14) 
des § 58. folgende Formen: 

aus (VA) Vor Ax und (0 A) 0, A^^ . . . - i Q A 
aus (V 0) V, 0x und (0 A) 0^ A^ . . . - 1 Q 
aus (V 0) Vx 0x und (V A) Vx A, . . . -^ Q V. 

Schiebt man auch die rechten Theile übereinander, so kann man 
dabei p, tc als die Veränderlichen beliandeln, muss aber dann mit 
(Pä) = — 2Q multipliciren. Liisst man diesen Factor beiderseits aus, 
so erhält man also: 

16Q^A = 2\(Bp+C7t)(iDp+E7c)^(Cp+Dn:^\ 

16 0*0= (^Ap + B7C)iI>p+E7c)-iBp+C7c){Cp + D7c) 

16 Q^ V = 2 t (Äp+B7t) {Cp+D7t) ~ iBp+Cny }. 

Setzen wir nun links für A, 0, v ^^^ § 61» (20) ihre Ausdrücke 
in />, a ein, so kommt: 

- 4 Q« [ £^., 1>« - (2 f7,3 + ^)i, « + ü« ««] 

={AD-BC)p^ + {AE-C^pit + (BE-CD) «* 

= {AC-B^p^ + iAB-BC)p:i+(BD-C')n*, 

und daher durch Vergleichung der Coefficienten: 

AC-B'- = -4QWii BE-CB = -4QW^ 
(1) BD-C^ = - Q'U^ AE-C* = 2Q*(4Z7i3+£r,,) 

Diese Formen gestatten es nun, die aus F gebildeten Formen 
Hf und tV darzustellen, bei deren Bildung wir immer p und n als 
die Veränderlichen betrachten wollen. Es ist 

Cl«bicli, Theorie der büiäreii algebr. Foimeu. ^^ 
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Hp^2 



Af + 2Bpn + Cn^- Bp- + 2 C pjr + Dir' 
Bp^ + 2Cpa + Da^ C p^ + 2 Dpn + Ex' 
:=r2 i(AC-lP)i>* + 2{AD-BC)p''n + (ÄE+21in-3C')p^7r'^ 
+2{BE-CD)p n" + (CE-D^) n*\ ; 

also wenn man die Formeln (1) benutzt: 

(2) nF = SQ^ t C^„l>*-2 Utifjr + (2Cr,3+ U^)p^ 3t« - 2 U^^p n^ 

Ebenso wird, mit Benutzung der Gleichungen (1): 

i>= 2 {AE-4BD + 3C^) = -4 Q« {U^-4 f/J, 
also 

(3) tV=16ß»J. 

Endlich hat man aus der vierten Ueberschiebung von F mit IIp: 

JF=- 8 ß* I U^A+2 Ü^B+(2 ü,,+ U^) C+ 2U,,B+U,,Ei, 

oder wenn man aus den Formeln (9) des vorigen Paragrai^hen die 
Wertlie der A, B etc. einführt: 

j>== - 16 Q' I f733 P 4 2 f/,3 1 + (2 ir„+ U^) T+ 2 U,, S + f/,, JJ, 
- IGQV j 2 J7„ £^33 - 2 Cr,3 CT., + £>dI^ + Mi^ . 

Da nun zwischen den Utk die oben abgeleitete Identität: 

U U TT ^ 

TT TT TT TT J^ ^n ^22 1 ^22 _ n 

besteht, so kann man an Stelle der letzten Klammer setzen: 

2 "^ 8 ~ 2 ' 

und die Gleichung für ,;V geht in die Form über : 

+(cr,3T+cr,3i+f/33P)j = -96Q^ 

Ich komme nun auf die im Eingange dieses Paragraphen erwähnte 
Frage. Die tyiiische Form § 98. (3) lehrt, dass alle aus /"und <jp gebil- 
deten Invarianten rationale Functionen von Aj By C, Dj E sind, welche 
Potenzen von Q im Nenner enthalten. Die Gleichungen (1) lassen 
zunächst die Uik so ausdrücken; die Gleichung (3) giebt J in der- 
selben Form, und endlich erhält man sodann aus den Gleichungen 
(5) des vorigen Paragraphen zwölf Ausdrücke gleichen Charakters 
für ü, /S, T, Z, F. Hiermit sind in der That alle fundamentalen 
Invarianten in der verlangten Weise ausgedrückt. Zwischen den sechs 
Invarianten A, B, C, I), E, Q kann ijur eine Relation bestehen; 
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diese wird durch die Gleichung (4) gegeben. Diese Relation ist 
OS zugleich, welche am Ende von § 98. erwähnt wurde und welche 
die einzige zwischen den Coefficienten von F^ py % bestehende Be- 
ziehung ist. 

Geben so die Darstellungen (3), (4) die Resultate, welche erfor- 
derlich sind, um durch die typischen Coefficienten silmmtlich Invarian- 
ten ausdrücken zu können, so liefert die Darstellung (2) der biqua- 
dratiftchen Covariante von F in anderer Weise bemerkenswerthe Er- 
gebnisse. Da 

so findet man die Functionaldeterminante von f und q) 
mit Hilfe der Function F dargestellt durch die Formel : 



(>4Q«^ = 



1^ 



d dF 



d dF 






d dF 



d dF 



^dx^dp ^'^dx^dp 
c^F . d^F 



= {7Cp) 



also 
(5) 



I 



d^F 



^ 



iV 



dpdTC 



iV 



^dudp 

d^F 



dp' 



-Q^F; 



64 Q'i 0^ = J?/-, 

oder auch, wenn man für Hf den Ausdruck (2) einführt: 

(6) 8Q«^= U,,p'^2 ü,, 2^n+(2 U,,+ U^)p^n^^2 U^p%^+ U^n^. 

Man kann nun die Resultante von f und q> in doppelter Weise 
bilden. Einmal geht sie, da f und g) sich von den DiflFerentialquotienten 
von F nur um Potenzen von Q unterscheiden, in die Discriminante 
von f über, welche nur noch eine Potenz von Q als überflüssigen Factor 
enthalten kann. Diese Discriminante ist nach (3), (4): 

V-|r^F = 96.96.Q^^- ^^' g^'-'^ QV^ 

oder bi,s auf einen Zahlenfactor und eine Potenz von Q: 

27Q-2J8. 

Eben dieses erhält man auf andere Weise mit Hilfe des in § 28. 
(7) entwickelten Resultates. Nach diesem war diese Resultante gleich 
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Bezeiclnien wir nun durch jn und /// die Invarianten von Hf^ so 
gebildet, dass man dabei p und jr als die ursprünglichen Veränderlichen 

ansieht, so hat njaii nach (5): 

. (2Qy . 

^^~ (64 Qä)»--^" 
• . (2Q)^ . 

*^"" (64Q5)2'^^^' 

A])er nach der Theorie der biquadratischen Formen ist 

daher nach (3), (4): 

•'*" (64Qsf ) 3 36~~( '" ^"^ 

_. (2Q)^ (16)»Q«J-^ _, „ 

*"~(64Q*)«' G ""* ' 

und die gesuchte Resultante: 

j*-iJ'% = -iß + iVJ'' = -TV(27Q-2J-''), 

was von dem vorigen Resultate nur um einen Zahlenfactor verschie- 
den ist. — 

Nachdem die typische Darstellung für den Fall, wo Q von Null 
verschieden, behandelt worden, bleibt nun noch übrig, den Fall zu 
untersuchen, wo Q=0. Da wir aber nur solche Fülle untersuchen, 
in denen noch zwei wesentlich verschiedene lineare Covarianten existiren, 
so können wir immer annehmen, dass U^ oder {^pY von Null ver- 
schieden sei; denn indem wir oben zugleich Q = 0, (A|))* = sein 
Hessen, erhielten wir das Resultat, dass alle linearen Covarianten 
identisch verschwanden. Ist Q = und ü^ von Null verschieden, so 
kann man in Folge der Gleichungen (5) des vorigen Paragraphen drei 
Grössen k^ l, m so finden, dass 

wobei wenigstens m von Null verschieden ist. Die Gleichung 

giebt aber dann 

^ P = 4Äm, 

und man kann also femer zwei Grössen (i und v so finden, dass 

m = f4^, Z = 2f4V, k = v^ 

also wenigstens ft von Null verschieden ist. Alsdann wird 

In Folge dessen erhält man aus den Formeln (2), (3) der vorigen 
Paragraphen : 

vp — (i3t =0 
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Die erste dieser Gleichungen zeigt, dass p und tc in der That 
bis auf Factoren ^, v identisch werden. Die zweite lehrt, dass die 
quadratische Covariante der Form vf+^(p verschwindet; dass also 
die Combination vf+^tp ein vollständiger Cubus sein muss. 

Man kann umgekehrt zeigen, dass, wenn dieses eintritt, auch 
immer Q verschwindet, und hat damit den folgenden die Invariante 
Q charakterisirenden Satz: 

Das Verschwinden derFunction Q ist die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
eine Combination der Formen f und (p ein vollstän- 
diger Cubus werde. 

Existirt nämlich eine solche Combination vf^ ^(p, so ist die für 
sie gebildete Form A, also v^A + 2^vQ + ^^^, gleich Null-, setzt 
man aber die drei Coefficienten dieses Ausdrucks gleich Null, so hat 
man drei in v^, 2v^, ^* lineare Gleichungen, deren Coefficienten die 
Coefficienten von A, 9, V sind; da nun ^ und v nicht zugleich Null 
sein können, so muss die Determinante dieser Coefficienten, also Q, 
verschwinden. 

§ 101. Die Transformation dritter Ordnung der elliptisclien luiegralc.'*' 

Im vorigen Paragraphen wurde bewiesen, dass wir zwei simultane 
cubische Formen immer nach passend gewählter linearer Transformation 
der Veränderlichen durch die beiden DifiFerentialquotienten einer bi- 
quadratischen Form darstellen können. Ich werde diesen Satz auf 
die Aufgabe anwenden, welche das Problem der Transformation dritter 
Ordnung in der Theorie der elliptischen Functionen umfasst: 

Ein elliptisches Integral erster Gattung 

wo X eine biquadratische Function von x ist, soll 
durch eine Substitution der Form 

r9\ r — ^ + hz + cz^ + d^ 

in die Form 



(3) 






gebracht werden, wo Z eine biquadratische Fun- 
ction von z. 



* Vgl. Cayley, Phil. Mag. 4. Ser. vol. 15 S. 363; Hermite, Borchardt'a 
Journal, Bd. 60, S. 304. 
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Führt man homogeue Veräuderliche ein: 

SO kann mau die Substitutionsgleichung (2) dadurch ersetzen, dass 
mau x^ uud x^ proi^ortioual mit zwei ganzen cubischeu Functionen 
von z^y z^ setzt; und nach dem oben angeführten Satze kann mau 
diesen Functionen, indem man statt z lineare Functionen von z 
(welche wieder ebenso bezeichnet werden mögen) einführt, die Gestalt 
geben, dass die erste der Diö'erentialquotient einer biquadratisclieu 
Form 9 nach z^j die andere der negativ genommene von tp nach z^ 
ist. Man kann der Substitutionsgleichung also die Form geben: 

(4) x^ tp' (^ J + ^, q>' (^2) = 0. 

Indem wir statt der- ;e? lineare Functionen derselben setzen, ändert 
die Form des Integral (3) sich nicht; man kann also noch immer die 
Gleichheit der Integrale (1), (3) durch die Gleichheit der Diüerentiale 

dx dz 
oder 



(5) 



"x^ dx^ — x^ dx^ Z2 dz^ — jc, dz^ 



ausdrücken. Setzen wir nun nach (4), indem wir auch die absoluten 
Werthe der x fixiren: 

80 haben wir 

rüm 7-:^m ?^m PS? 



X^iffX* ~~~ J7| CLXii — ~ jf 'S 






2 

2 



dz^dz^ ^ ' rV ^ rz.dz^ ' ' dz^ 

= \ 1/9. {z^dZi—z^dzS), 

und die Diflerentialgleichung (5) verwandelt sich in die folgende 
endliche Gleichung: 

(6) i U^^ . F{Z,, Z,) = f[\q>' (;.,), -ig,' {z,)l 

Man beweist nun zunächst leicht, dass in Folge dieser Glei- 
chung q) eine lineare Combination von / und Hf sein muss. 
Dann sei {xt) irgend ein linearer Factor von /'; ihm entspricht auf 
der rechten Seite von (6) der Factor 
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Die linke Seite vou (6) ist aus vier solclieii cubisclien Factoren 
zusammengesetzt; welche sieh durch die Werthe der t unterscheiden. 
Aber links treten vier lineare Doppelfactoren auf, die von Hqt, Solche 
müssen sich also auch rechts finden. Aber zwei der Factoren (7) 
können keinen linearen Factor gemein haben, sonst müssten auch 
g?'(^j), qi' (z^ einen solchen gemein haben, und die Substitution wäre 
nicht mehr von der dritten Ordnung. Also muss jeder Factor (7) 
selbst einen linearen Doppelfactor enthalten oder es muss die Discri- 
niinante jedes der vier Factoren (7) verschwinden. Diese ist in § 67., 
Anmerkung, gebildet und nimmt die Form an: 

ein Ausdruck vierter Ordnung in den t. Da derselbe für alle Werthe- 
paare der t verschwinden soll, für welche /'verschwindet, so kann 
er von/ nur noch um eine Constante verschieden sein, und man muss 
also haben: 

Da übrigens die absoluten Werthe der Coefficienten von g? offenbar 
gleiehgiltig sind, so kam man c ~ 1 setzen, und hat daher: 

Es ist also /' ei..e lineare Combination von g? und Htp, daher 

auch H^, und zwar hat man mit Benutzung der Gleichungen des § 41., 

indem man dort 

^ =" hJ^} A = — J i(p 
setzt: 

(9) H^ = -Vc /y'^ ji^'9 + il jq>^ - ^V '«p"^) ^9 • 

Aus beiden Gleichungen zusammen findet man durch Elimination 
von Hqf die Form (p als lineare Function von /* und i//-, wie oben 
augegeben wurde. 

Sehen wir zunächst, was aus der Gleichung (6) wird. Setzen wir 
der Kürze wegen 

und führen wir auf der rechten Seite von (6) für f den Ausdruck (8) 
ein; setzen wir endlich symbolisch 

so geht (6) in die Form über: 

(10) . ^H^K F= y^ . {aiy - i /cp . imy. 

Es ist leicht, sich zu überzeugen, dass diese Gleichung wirklich 
durch Htp^ theilbar wird und also unmittelbar den Ausdruck von F 
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giebt. Hierzu ist es nur nöthig; die Ausdrücke (ag)*, (-Ef^)* zu bilden. 
Nun ist nach § 86. : • 

(11) <p3. <p(j/) = g^ + 3apgV +4Tcpgi?«+ (iig, . (p'-iH^^) rfy 

wo ri = (zy). Setzt man in dieser Gleichung y, = |^,, y^ = — gj, so 
wird iy = — 9 und man erhält nach Division mit g?'* : 

(12) (ag)* = ai<p.<)P^-fir(P^).<p. 
Diflferenzirt man aber (U) nach y^, y^, multiplicirt mit 

addirt und setzt endlich y^ — l^, yjj = — |j, so kommt 

(ag)» (ag) = - 2V . (15) - iW-f'-iS^') ivt) 

- - V + (i'v- -y - i W) Hv, 

oder wenn man den Werth von T^* aus § 42. einführt: 

(13) {alf («5) = - i Äp» + 1 »V .H^.9'' + \h- V'- 

Inzwischen hat man, indem man den Process Ö auf (12) anwendet 
und die Formeln des'§ 41. berücksichtigt: 

{my + 4 (ag)» {at) ^jv . 9» + i<p .ip^H^-i Äp', 

also wenn man den Werth von {al^y{a^) aus (13) einträgt: 

(14) {HiY = y<p . <p^ + i H^\ 

Endlich findet man durch Eintragung von (12), (14) aus (H*)' 

^ Äp» F= ijv <p . a^v- 9-- i-ff»") - i «v • (4 jv-<p'+i«9*), 

oder indem man die Division mit -H9* ausführt: 

(15) F=^ - Ijy . g, - ^ /qp ITqp . 

Hierdurch ist alles auf die Bestimmung der Function (p zurück- 
geführt. Man kann diese so vornehmen, dass man aus (8) die Aus- 
drücke für i und j bildet und so zwei Gleichungen erhält, um itp, jq> 
auszudrücken; trägt man diebc Werthe in (8), (9) ein, so kann man 
dann g> auf lineare Weise durch /, H darstellen. 

Besser ist folgender Weg. Setzen wir 

(16) <p^xf+XH; 

mit Berücksichtigung der Formeln des § 41. geht dann (8) über in: 

Vergleicht man die Coefficienten von f und U beiderseits, s(% 
ergiebt sich: 

(17) ^ l^ 
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Die erste dieser Gleichungen dient nur dazu, die absoluten Wertlie 
von X und l zu bestimmen, die zweite aber giebt eine biquadratisehe 
Gleichung für den Quotienten x : A. Führt man für /xi; jni ihre Werthe 

Jn=J^ + ^ x^ A + ^ X A^ + (f-|^) A^ 
ein, so wird die biquadratische Gleichung folgende: 
(18) = -3ix^-4jxU + /=^x-A-' + 2 0'«A3 + (^ + ^-J)A^ 

Die erste Invariante dieser Gleichung verschwindet, so dass die 
cubische Resolvente derselben eine reine cubische Gleichung wird. 

Das Resultat der Untersuchung lässt sich in folgendem Satze 
aussprechen, wobei alles so eingerichtet ist, dass nur das Verhält- 



x 



niss y auftritt, dass also die erste Gleichung (17) nicht gebraucht wird : 

Setzt man 

X 

und gentigt der Quotient j der Gleichung 

was auf vier Arten geschehen kann, so ist 

rf(x^) ^J } 



wo 



j/Kf{z,z,;) + LHiz,z,y 
dQ 



1 • 111- ^^ 






Neunter Abschnitt. 

Typische Darstellung der Formen gerader Ordnung 
mittelst quadratischer Covarianten. 



§ 102. Beweis 9 das» im Allf^emciiicu Jede Fonu gerader Ordnung zwei 
quadratisclie Covariauten besitzt, welelie keinen linearen Factor 

gemein liaben. 

Formen gerader Ordnung führen nur auf Covarianten gerader 
Ordnung; es kann daher bei Formen gerader Ordnung von einer 
typischen Darstellung durch lineare Covarianten keiiie Rede sein. 

Aber man kann an Stelle derselben eine andere Art typischer 
Darstellung entwickeln, indem man auch diesmal auf die Covarianten 
niedrigster Ordnung zurückgeht, welche Formen gerader Ordnung 
besitzen, auf quadratische. 

Es ist zunächst zu zeigen, dass solche für Formen gerader Ord- 
nung, deren Ordnung die vierte übersteigt, wirklich existiren, und 
zwar soll zugleich gezeigt werden, dass im Allgemeinen immer 
zwei quadratische Covarianten existiren, welche keinen 
linearen Factor gemein haben, deren Resultante also von 
Null verschieden ist. Ich verfahre dabei rdmlich wie bei dem 
Nachweise der Existenz linearer Covarianten bei den Formen imgerader 
Ordnung. 

Gehen wir von der speciellen Form 

aus, in welcher A den Binomialcoefficienten 



X = 



1.2 ... h 



bedeutet. Es sind also nur die beiden ersten, die beiden letzten und 
der mittlere Term beibehalten; über die Constante c soll noch ihrer 
Zeit in geeigneter Weise verfügt werden. Wir bilden nun die Co- 
variante vierter Ordnung K, deren Symbol 



K^ (aby''-''a/b 



2 
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ist, uud zwar bilden wir sie nach § 30. aus den durch 2ä . 2fe — 1 ... 3 
dividirteu (2/t--2)'®° Differentialquotienteu von fy welche folgende 
sind (die nicht ausgeschriebenen sind Null)*: 

x^ + 2xyj x^y ..., c\fy 'icxy, cx^, ..., — y^ —2xy — i/. 

Es ist daher • 

K==2[-(x' + 2xy) (f/2 + 2xy) + {2h - 2) xhf + (- U* 9(?x^y^ 

+ (-l)Ä->(X.2c'^a;V], 

wo 

_2A-2.2A~3...A + 1 2A-2 . 2fe-3 . . . fe 

^■^ T727..A-2 ' ^~ 1.2...A-1 

Da hiernach 

2Ä-2.2Ä-3. ../* + ! Ä+1 

so kann man c so bestimmen, dass in K der Coefficient von x^y^ 
verschwindet: 

(2) 0= (-1)^-» . (2(y - ()) c2 + 2Ä -7, 

und es bleibt dann: 

^= — 4 (;a;3y ^ x\f). 

Gehen wir von K als Grundform aus und bilden die dazu gehörige 
Hesse'sche Form, so erhalten wir 

H=^-2{7?-y^f. 

Ich unterscheide jetzt zwei Fälle, je nachdem h = 2m oder 
A = 2m + 1> also je nachdem die Ordnung n von /'gleich 4m oder 
gleich 4 m + 2 ist. 

1) n = 4w. In diesem Falle ist, wie eine Abzahlung der sym- 
bolischen Determinantenfactoren sofort lehrt, jede quadratische 
Covariante nothwendig eine Form ungeraden Charakters 
(vgl. § 16.). 

Wir erhalten nun eine nicht verschwindende quadratische Cova- 

— -j^j schieben. Die durch 
4m.4m— 1...2 dividirten (4m — 1)*®" Ditferentialquotienten von /' 
und ( — -ö) sind 

von/": oc + y, X, ..., cy, ex, ..., —y,—(x + y), 

( Hy —y —x 

von (^- 2J : X, j^jr^j, . . ., caj, ccx, ..., 4^^1,2/; 



* Der Fall n = 4, /j = 2 wird von vornherein iinsgeschlossen ; für w = 6, h = :i 
bedarl' die folgende Rechnung noch einer kleinen leicht erkennbaren Modilicatlou. 
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wo in der obern Reihe die nicht ausgeschriebenen Coefficienten 
sämmtlich verschwinden und a eine Zahl ist. Die gesuchte Ueber- 
schiebung ist daher: 

i = (^+2/) . y + ^' + y' + ^ C^+«/) = 2 (a:2+^y+y«) ; 

die mit ac multiplicirten Terme heben sich auf. 

Die Form L ist eine nicht verschwindende quadratische Co Variante 
von /*. Schiebt man L zweimal über Ä", so erhält man eine zweite: 

M= 2 . - 2x\j + 2 (a;2+y2) + 2.-2xij = 2 (x^+f - ixy). 

Diese Form verschwindet also ebenfalls nicht; auch verschwindet 
nicht die Resultante von L und M, denn Jf=0, L-=0 führen zu- 
sammen auf die unverträglichen Gleichungen ic- + ^^ = 0, xy = 0. Für 
n = Ah ist also die Existenz quadratischer Co Varianten ohne gemein- 
samen linearen Factor bewiesen. 

2) w = 4w + 2. Hier bildet man eine erste quadratische Cova- 

riantC; indem man I~-ö j 4 m mal über /"schiebt. Die durch 

4m + 2 , 4m + 1 ... 3 resp. 4m . 4m — 1 ... 1 

dividirten Differentialquotienten von f und ( — ij) sind hier (in der 

ersten Reihe sind wieder die fehlenden Null): 

von/*: x^+2xy, x'^f ..., cy^j 2cxyy cx^, .,., —y^,—2xy—y^, 

— ^j : 1,0, ..., 0, a, Ö, ..., 0,1, 

wo a den mittelsten' Coefficienten von (a;^— «/*)'"• dividirt durch den 
mittelsten Coefficienten des Binoms (p + qY"* bedeutet: 

. .^ 2m . 2m — 1 . . . m + 1 1.2... 2m 

^ V* 1.2... m 4m.4m-1...2m + l 

Die gesuchte üeberschiebung ist daher: 

L = (3^+2xy) + 2cxy. (-1)« ^«^ -^«^-^ ■'-^ + i _ (2xy+f) 

= x^—y^ + 2hxy, 
wenn Je der Kürze wegen für 

(3) fe = c.(-l)-. ^"-^7-^-"" + ^ 

X • ^ ... rrv 

gesetzt ist. 

Eine zweite quadratische Covariante entsteht durch die zweite 
üeberschiebung von K mit L; es ergiebt sich dann 

M=:2k(x^ + y^), 

Die Co Varianten L, M haben wiederum keinen linearen Factor 
gemein. Sollen nämlich gleichzeitig die Gleichungen bestehen 

x^ + y2 = 0, a;2- y2 + 2hxy ^ 0, 
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SO folgt 



also 



x + ky = 0, lex— y = Oy 



während sich aus (1), (2), (3) ergiebt: 
'2m.2w — 1 ...w+lV 2 



Jc^ 



=-c 



1 . 2 . . . w 



)■ 



1 .2...2m-2 



2w + 2 4m.4m — 1 .,.2m+3 
.(4m -5). 

Die fragliche Eigenschaft ist also auch für Formen von. der Ord- 
nung 4w + 2 bewiesen. 

Man kann daher, sobald nur eine Form eines Systems gerader 
Ordnungen von höherer als der vierten Ordnung ist, im Allgemeinen 
voraussetzen, dass das System zwei quadratische Covarianten von 
nicht verschwindender Resultante zulässt. Dass aber eben dieses 
auch für eine Combination von quadratischen und biquadratischen 
Formen gilt, ist leicht ersichtlich, sobald man nur den Versuch, der- 
artige quadratische Covarianten zu bilden, anstellt. 



§ 108« Typische Darstelloug eines Systems simnltaner Formen gerader 
Ordnnng mit Hilfe quadratischer Covarianten. 

Auf die Existenz quadratischer Covarianten kann mau nun in 
folgender Weise eine typische Darstellung von Formen gerader Ord- 
nung gründen.* 

Es seien L = IJ, M=m/, N=nj:^ irgend drei quadratische Co- 
varianten von Formen gerader' Ordnung f, 9 ...; wir setzen nur vor- 
aus, dass zwischen L, My N keine identische lineare Relation besteht. 

Dann ist immer die simultane Invariante: 



22 



(1) 



N 

■"n -"12 -"SS 

=—(l m) (m n) (n l) 



Lj2 






a 



m 






^2 
m 



2 
2 



von Null verschieden. Indem wir nun die Gleichungen 



(2) 



L =1/11 Xj^ + 2Li^ x^x^ + L 
M= Jfii Xy^ + 2 Jlfijj Xy x^ + M^ X. 



22 ^2 



2 



22 ^^2 



als lineare Gleichungen nach x^y 2x^X2, x^ auflösen, erhalten wir 
diese Grössen als lineare Functionen von L, My N, deren gemein- 
samer Nenner D nicht verschwindet. Ein beliebiger quadratischer 
Ausdruck a^^ drückt sich ebenfalls durch L, M, N linear aus, indem 
man nur die gefundenen Ausdrücke von x^^, 2x^X2, x^ in a^^ ein- 



* Clebsch und Gordan, Annali di Mat. , Ser. II., t. 1. 
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tnlgt; und man findet den Ausdruck für r/^^ Jim bequemsten, indem 
man den Gleichungen (2) die Gleichung 

(3) öx^ = «1^ x^^ + 2 a^ a^ x^ x^ + a^ x^ 

hinzufügt, und aus den Gleichungen (2), (3) x^^ 2x^x^y x^ elimi- 
nirt. Alsdann hat man: 

Li l^ l^ l^ l^ 



(4) 






= «jr^ {Ini) {mn) (nl) — L (am) (mw) {na) — MQa) {an) (nl) 

— N{lm) (jna) {al). 

Der Coefficient von a,^ ist — D; die andern Coefficienten erlndt 
man, indem man in den Functionaldeterminanten 

A = (mw)m-cnjr 
(5) iL = {nl) ns h 

V = {Im) Ix ni.v 

x^ = «2 > ^2 =^ "~ ^1 setzt. Die Gleichung (4) verwandelt sich dann in 
folgende: 
(G) aJ'.D^^L. {akf + M. {a^if + N. {avf. 

Bezeichnet man nun eine Form f des gegebenen Systems sym- 
bolisch durch üx", so erhält man die Form f selbst als Function der 

M M ten 

Ordnung -^ von L, My N, indem man diese Gleichung zur -^ Po- 
tenz erhebt: 

(G) f.D^= l{aiy L + {aiij M+ {avy N\ 

. {{aryL + {aiiyM+ {avyN] 



.{{afi^y L + iaiS"^^) M + iav^^-'^yN], 
Die Coefficienten der verschiedenen Producte 

welche hier auftreten, sind, wie man sieht, Invarianten, und die 
Darstellung von / also eine typische. 

Verfährt man ebenso mit den übrigen Grundformen, so hat man die 
binären Formen /*, 9 . . . hier durch drei Veränderliche L, M, N als 

n 
Functionen der Ordnungen -^ etc. ausgedrückt. Zwischen den drei Ver- 
änderlichen aber besteht eine Gleichung zweiten Grades. Man kann 
dieselbe aus § 58. unmittelbar entnehmen; wenn An, Aim-^f A„n 
die simultanen Invarianten 

An ={IV)\ ^,«m = (wm')S ^„„-(wn^ 
-4,„«=:(^mw)% Ani ={nl), At,n^{}mf 







(7) 
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der quadratisclien Formen L, M, N bedeuten, so ist nach § 58. (9) 

Au Alm Ain L 

Afnl Afnm Amn -«^ 
-^ni -^nm Ann -^ 

L M N 
^^{BuL^ + 2Bi„,LM+2BinLN+B„,„,M^ 

+ 2B„,nMN+B„nN^\- 

Durch diese Bedingungsgleichung ist wieder die Zahl der un- 
abhängigen Veränderlichen auf 2 zurückgeführt, und man kann also 
/"auch in der Darstellung (6) als binäre Form betrachten. 

Die Zahl der Invarianten, welche als Coefficienten in (6), (7) 
und den mit (6) analogen Darstellungen auftreten, ist noch viel 
grösser, als die Anzahl von einander unabhängiger Invarianten, welche 
tlas Formensystem besitzt. Indessen kann man die Zahl jener Coef- 
ficienten in folgender Weise sofort reduciren. 

Wir dürfen nach dem vorigen Paragraphen immer voraussetzen, 
dass unter den drei Co Varianten X, 31, N zwei seien, die keinen 
Factor gemein haben. Es seien dieses L und M] dann ist auch die 
Resultante von L und M (§ 27.) 

(8) Bnn=AiiAmm'-Aim^ 

von Null verschieden. In der Gleichung (7) verschwindet also jeden- 
falls das Glied mit N^ nicht. Benutzen wir dies um den Ausdruck 
(6) dadurch zu vereinfachen, dass man den Wcrth von N^ so lange 
in (6) einträgt, dass rechts in (6) nur noch die erste Potenz von N 
auftritt. Die Gleichung (6) nimmt dann die folgende Form an: 



"-1 



(9) f.m Bnn^=PoL''+P,L^ M+,..+PnM^ 



t 



+ NiQ,L' '+Q,l' 'M+... + Qn_^M' '| 



WO m = -j- oder = . , je nachdem n nach 4 den Rest oder 

2 lässt. 

Betrachtet man nun im Zusammenhange die Gleichung (9) nebst 
den übrigen ihr analogen und die Relation (7), so sieht man, dass 
die Gesammtzahl aller vorkommenden Coefficienten um 7 grösser ist, 
als die der ursprünglich in f, q) ... vorkommenden; denn die rechte 
Seite von (9) enthält genau so viel Coefficienten P, Q, wie / in der 
ursprünglichen Form; zu diesen tritt D und die sechs Coefficienten 
B, Bezeichnet man also durch h wie sonst die Gesammtzahl der 
Coefficienten von fy 9..., so ist die Gesammtzahl der Coefficienten 
P, Q, D, 1? gleich Ä + 7. 
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Jede Covariante von f, <p . .. drückt sich durch diese ä;+7 Grössen 
und durch die simultanen Invarianten und Covarianten von L, M, N 
aus; alle Invarianten von /*, g? ... durch jene Ä;+7 Grössen und durch 
die simultanen Invarianten von L, M, N. Nun enthält das aus L, 
M, N entspringende System keine andern Covarianten ausser L, M, 
Nj als die Functionaldeterminanten A, ft, v, und keine andern In- 
varianten als D und die Grössen A, Mit letztem ist D durch die 
Gleichung 

An Alm Ain 
(10) 22)2= ^^, ^^^ ^^^ 

-^n/ -^»m -"-nn 

verbunden ; und hier, wo es nur auf rationale Darstellungen ankommt, 
kann man daher statt der A auch die B zu Grunde legen. Denn die 
B sind die aus den A gebildeten ünterdeterminanten , also auch die 
A gleich den aus den B gebildeten, dividirt durch 2 Iß, Sowie nach 
(10) sich D durch die A ausdrückt, ist dann zugleich D durch die 
B ausgedrückt mittelst der Formel 

Bu Bim Bin 

(11) ^ 4D^= Bml Bmm B^n 

J^n t -^n m -t^n n 

Endlich drücken sich A, ft, v nach § 58. (4) durch L, M, N mittelst 
der Gleichungen aus: 

2DX^Bii L + Bim M+Bi„ N 

(12) 2I)ll = BmlL + BmfnM+BmnN 

2Dv=B„iL + BnmM+BnnN. 

Denkt man sich also eine Covariante von f, g? . . . aus den 
typischen Darstellungen gebildet, so wird dieselbe eine rationale 
Function der P, Q, Dj B und, wenn man die A, ft, v durch (12) 
ausdrückt, der X, M, N, Bei der Bildung von Invarianten fehlen 
nur die letztem Grössen. Als Nenner erscheinen Potenzen von D 
und B„n. 

Bezüglich der Invarianten kann man also folgenden Satz aus- 
sprechen : 

Jede simultane Invariante der Fonmen gerader 
Ordnung f, <p . . . liisst sich rational durch die A+7 
Grössen P, Q, D, B so ausdrücken, dass nur Poten- 
zen von zweien derselben (D, Bnn) die Nenner bilden. 

Da inzwischen alle Invarianten nach § 79. nur von i — 3 Grössen 
abhängen, so müssen zwischen den Ä-|-7 Grössen P, Q, Z), B zehn 
Beziehungen bestehen. Eine derselben ist die Gleichung (11). Die 
neun übrigen ^ erhält man, indem man, von den typischen Dar- 



■j 
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stellungeu ausgehend, die Covarianten L, M, N bildet. Nach dem 
oben Entwickelten erhält man für dieselben Ausdrücke der Form: 

L =S L + T M+U N 

(13) M= S' L + T M+ U' N 

N^S"L+r'M+ WN. 

In diesen Gleichungen sind die S, T, U ganze Functionen der 
P, Qf B, D dividirt durch Potenzen von D, Bnn- Sollen nun L, 
M, N wirklich diejenigen quadratischen Covarianten sein, als welche 
wir dieselben vorausgesetzt haben, so müssen diese Gleichungen iden- 
tisch werden, d. h. es müssen die Gleichupgen bestehen: 

S =1, T =0, U ^0 

(14) S'=0, T'-l, ü'=0 

s"=o, r'=o, [^"=1. 

Diese neun Gleichungen geben die Beziehungen zwischen den P, 
Q, Bf D SLTif welche bestehen müssen, damit L, M, N die voraus- 
gesetzte Bedeutung haben. Dann aber sieht man sofort, dass es die 
einzigen zwischen denselben bestehenden Gleichungen sind; denn da 
f in der Form (13) nur auf eine Weise durch X, J/, N ausdrückbar 
ist, so folgt aus dem Bestehen der Gleichungen (13) sofort, dass die 
P, Q . , . den im Vorigen entwickelten symbolischen Ausdrücken 
gleich sein müssen. Zwischen diesen treten also im Allgemeinen 
weitere Beziehungen nicht ein. Da andererseits neun Beziehungen 
erforderlich sind, so folgt, dass die Gleichungen (14) wirklich neun 
von einander unabhängige Bestimmungen enthalten, und dass keine 
jener Gleichungen eine Folge der übrigen sein kaiin. — 

Die Invarianten P, Q^ welche bei diesem allgemeinen Ueber- 
blicke eintreten, sind von verh&ltnissmässig hohen Graden, um so mehr, 
als schon die Coeificienten der Gleichung (6) es sind. Aus letzteren 
setzen sich die P, Q einfach zusammen; aber es entsteht in jedem 
besondem Falle die Frage, wie die Coefficienten der Gleichung (6) 
sich aus den jedesmaligen einfachsten Invarianten von /, deren Zahl 
im Allgemeinen viel grösser sein wird, zusammensetzen. 

Eine Zurückführuug auf einfachere Bildungen ist nun zunächst 
in folgender Weise möglich. Die symbolischen Factoren der rechten 
Seite von (6) sind von der Form 

(a A)» IJ + {aiiy w,» + (avy n/, 
oder nach (12): 

=^^\[{(dr'Bu +{amfBi„ +{anYSu\lJ 
+ [{al^ Bin + {amy B„ + (an)» A«]j»i?^ 

OUbi«b, TlMosI« 4tr VlalMn »Igtbr. Fbmtt. 
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ordnet man nuK nach {al)^, {anCf , {anf und wendet auf die Coef- 
ficienten wieder die Gleichungen (12) an, so hat man 

und also 



n 



(15) /•. D » = [(a ry l + {am'f /t + (anj v] 

. [ial'yx + Caw")V + ian'Jv] 



• [(ffl/*^yA + (a»»^»^)/t + (on(")) J . 



Die A, n, V sind linear durch t, m, n mit einem Nenner D 
ansdrückbar; aber ihre Producte zu zweien sind nach § 58. (3) sogar 

ohne diesen Nenner ausdrückbar. Wenn also n durch 4 theilbar, -^ 

gerade ist, so kann man die Factoren rechts in (15) paarweise com- 
biniren, und von (15) ohne Einführung eines Nenners zu Ausdrücken 
in L, M, N übergehen, Ist n von der Form 4Ä + 2, so bleibt ein 
einzelner Factor übrig, der also entweder einen weitern Factor D 
herbeiführt, oder der in der ursprünglichen Gestalt (6) angewendet 
werden kann. Wie dies nun auch ausgeführt werden möge, man 
sieht, dass an Stelle der w**" üeberschiebungen von /"über A^/i/'t/y 

\cc + ß + y = -^), welche die Coefficienten in (6) bilden, hier die 

n*«° üeberschiebungen von f über L^ MP Nr (a + i3 + y = ö-) getre- 
ten sind, durch welche alles sich ausdrückt; im Falle n = 4Ä + 2 wird 
es nöthig, wenn man eine weitere Potenz von D im Nenner vermei- 
den will, und also einen der symbolischen Factoren von f in seiner 
ursprünglichen Gestalt benutzt, die n*«° Üeberschiebungen von f über 

L^Mßmx, L^MI^NYii, L^MfiNYv 

zu bestimmen. In allen Fällen hat man Invarianten von sehr viel 
niedrigerer Ordnung, als ursprünglich. 

Man kann indessen dieser Sache noch eine andere Seite abgewin- 
nen, von welcher aus sie wesentlich einfacher erscheint. Man kann 
nämlich geradezu A, ^, v, nicht L, M, N als diejenigen Functionen 
ansehen, durch welche alles auszudrücken ist. Die Formel (15) ist 
dann der Formel (6) durchaus analog gegenüberzustellen. Zwischen 
den A, ^, 1/ aber b^teht die mit (7) analoge Gleichung, welche aus 
(7), (12) leicht abgeleitet wird: 

(16) Äiil^ + 2Ai„,kii + Ä^„,li^ + 2Äinlv 
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Es ist also nicht nur der Ausdruck fiir f und die übri^^eu con- 
stituirendon Formen , welcher mit viel einfacheren Coefficienten behaftet 
erscheint, sondern ebendies tritt bei der Bedingungsgleichung (IG) ein, 
welche nunmehr die Ay nicht die aus ihnen zusammengesetzten Unter- 
determinauten B zu Coefficienten hat. 

In diesem Sinne werden wir künftig die Formeln (15), (16) den 
Anwendungen zu Grunde legen, und es mag hier nur noch auf den 
eigen thümlichen Dualismus hingewiesen werden, welcher zwischen 
den Ly 3/, N einerseits und den A, ft, v andererseits genau so ein- 
tritt, wie der Dualismus zwischen Punkt- und Liniencoordinaten in 
der Ebene, auf welchen derselbe auch sofort zurückgeführt werden 
kann, wenn man die Relation (7) oder (16) in der Form 

zu Grunde legt. 

§ 104. lieber den besoudern Fall, in welchem eine der Functionen 
L, M, ^ die Fnuctionaldetermiaante der beiden anderen ist. 

Die im Vorigen betrachteten typischen Darstellungen beruhten 
auf der Voraussetzung, dass es drei quadratische Covarianten L, Jf, N 
gebe, zwischen welchen eine lineare Beziehung nicht stattfindet. Dass 
solche drei im Allgemeinen existiren müssen, ist noch nicht bewiesen; 
aber man kann den Nachweis davon auf den oben bewiesenen Satz 
zurückführen, dass im Allgemeinen immer zwei quadratische Covarian- 
ten vorhanden sind, deren Resultante nicht Null wird Hat man 
nämlich zwei solche, so kann man immer eine dritte angeben, welche 
mit beiden nicht durch eine lineare Relation verbunden ist, also ein 
System L, M, N, wie das oben betrachtete, mit ihnen bildet. Es ist 
dieses die Functionaldeterminante beider Formeü. Dieser Fall, wo N 
die erste Ueberschiebung von L und Jf, also mit v identisch ist*, 
kommt in den Anwendungen vor, und es treten ausserdem gewisse 
Vereinfachungen bei demselben ein, die es wünschenswerth machen, 
diesen Fall genauer zu verfolgen. 

Es ist der Voraussetzung nach 

Nach den Sätzen des § 58. zeigt sich also, dass 

Ai„^Ä,v = Oy A„,n = A„,y = Oy [§ 58. (13).] 
sodann wird 

A„„ = A^y= ^{AuA„,,„~Ann'), [§ 58. (16).] 
und endlich ist 



* Geometriäch: Das Paar N—O ist zu den Paaren L = und 3f=0 har- 
moniBoh. 
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D = - (Im) (mn) (nl) = (vn)« = {wj = Ann 
Was die übrigen B angeht, so wird Bin und B^n gleich Null und 

^U^= AmmAnn} Bim=^ — AfmAnny Bmm = AllAnn' 

Ausserdem hat man nach § 58. (12) 

A = i (AmmL^ÄifnM), ft = j (^// JW — J^m i). 

Die Relation zwischen Z, Jkf, ^ schreibt sich hier am einfachsten 
in Gestalt der bekannten Gleichung, mittelst deren sich das Quadrat 
der Functionaldeterminante durch die consiituirenden Functionen 
ausdrückt : 

(1) N^ = ^i\AaM'^2Ä,^ML + Ä„,„L'\. 

Da hier das Quadrat von N sich durch M, N ohne Nenner aus- 
drückt, so kann man der typischen Darstellung die Form 

(2) f. D^^P^IJ + P,Z^~' Jf ... + P„ Jf"^ 

2 

hier geben, ohne dass eine Potenz von Bnn ^Is neuer Nenner hin- 
zutritt. • 

a 

Die Gleichung (15) endlich kann man nun, indem man mit 2' 
multiplieirt, in folgender Weise darstellen: 

M 

(3) f,\AitA„,„,^AiJ\^ 

= [(aV )2 (L-4«„- Jf ^/„.) + (am')« iMAa-LA„i) + 2iany.ir\ 



Fuhrt man die rechte Seite aus und setzt immer für N^ seinen 
Werth aus (1), so erhält man die typischen Darsteyungen, wie sie 
oben gebraucht wurden. Es sind hier ausser den k Coefficienten P^ Q 
nur noch die drei Invarianten At/, A/my Amm, welche in die Darstellung 
einer Invariante aus der typischen Form eingehen können. Alle In- 
varianten stellen sich also hier als rationale Functionen von nur/; + 3 
Grossen dar, und die Nenner derselben sind Potenzen der Verbindung 
An Antm — Ain?, Zwischcu den drei übriggebliebenen A und den 
P, Q bestehen nun nicht mehr neun, sondern nur noch sechs Gleich- 
unj^en. Man erhält dieselben, indem man, von der typischen Dar- 
stellung ausgehend, L und M bildet. Diese nehmen die Form an: 
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L = SL + TM+ÜN 

die S, T, U, S', T', V sind ganze Functionen der angeführten i + 3 
Grössen and die zwischen denselben stattfindenden Gleichungen sind: 

5 = 1, T=0, U=0 

S'=0, T'=1, Ü'^0. 

Sind diese erfüllt, so erhält man L und M wirklich durch die 

betreffenden Operationen; die Bildung von N, welche nur auf die von 

L and M sich stützt, muss von selbst auf die richtige Fauction führen 

ond kann daher zu neuen Relationen keine Yeranlaasung mehr geben. 



I 105. üeber die Hnfllehkeit, Sjateme von Formen gerader Ordnnng 

mit gleichen absoluten lüTarlanteu durch lineare TraiufuriiiatloD In 

einander fiberzofahren. 

An diese Untersuchungen knQpfen sich nun Betrachtungen, welche 
för Formen gerader Ordnung genau dasselbe leisten, was die Bttrach- 
tungen des § 92. in Bezug auf Formen ungerader Ordnung ergaben, 
oder in Bezug auf Formensysteme, welche mindestens eine Form un- 
gerader Ordnung enthielten. 

Wenn zwei Systeme von Formen gerader Ordnung mittelst linearer 
Substitutionen in einander Qberführbar sein sollen, so ist die Gleich- 
heit der absoluten Invarianten die unumgänglielie Vorbedingung. Aber 
ans dieser folgt die Möglichkeit der Transformation noch ebenso wenig, 
wie das Entsprechende bei den Systemen, welche Formen ungerader 
Ordnung enthielten, eine Folge jener Gleichheit der absoluten Inva- 
rianten war. Es tritt nun aber folgender Satz ein: 

Zwei Systeme von Formen gerader Ordnung sind 
immer durch lineare Transformation in eiuimder 
Oberführbar, sobald erstlich alle entsprechenden 
absoluten Invarianten einander gleich sind, und so- 
bald zweitens zwei -Paare entsprechender quadra- 
. tischer Covarianten, L, M bei dem einen, L', M' bei 
dem andern Systeme ezistiren, so dass weder die 
Kesnltante von L mit M, noch die von L' mit M' 
verschwindet. 
In allen anderen Fallen sind besondere Untersuchungen über die 
Möglichkeit der Transformation anzustellen, doch betreffen dieselben 
immer nur noch sehr specielle Formen. 

Man beweist den obigen Satz folgend ermassen: ^h 

DaXf M eine nicht verschwindende Resultante D haben, so ^^H 
maa diese Formen und ihre erste Uebi 
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stelluüg von f benutzen und der dabei auftretende Nenner D ist von 
Null verschieden. Man erhält für eine Form f des einen Systems 
eine Gleichung der Form: 

(1) D^ . f{x,x^) = P, L^ {X) + P, l"^"' {x)M{x) 

+ Pa L~\x) 3I^(x)... + P^ lif^ix) 

+ N{x) t Q^ Z^~' (X) +Q^L^' ' (x) M[x) 
+ <;>, L^"' (x) ir- {x)... + Q^M^~' (x)\, 

2 

WO die P, Q Invarianten sind. Ebenso hat man für die entsprechende 
Form des zweiten Systems: 

(2) jy^r ry, y,) -P'.L'^ (y) + P, L-~'~ ' (y) 3/' (y) 

+ P\ L'^ " \y) M'' {y)... + P'„M'^ (y) 
+ N'(i,)\ (/^ L' ^~' iy) +Qr,L'^ "' (y) M' (y) 
+ <?', i' ^ "'(y) Jf '*(y) . . . + <7n -M"^"' (y) t • 

Nun setzen wir voraus, dass entsprechende absolute Invarianten 
gleich seien, oder dass, wenn J, J' zwei entsprechende Invarianten 
des Systems sind, g, gf . . . ihre Grade in Bezug auf die Coefficienten 
von /", (p . . . bez. /', 9' . . ., und w, w' . . . die Ordnungen der zuge- 
hörigen Functionen , immer eine allen Invariantenpaaren J, J' gemein- 
same Grosse r gefunden werden könne, so dass 

ng'\' n' g' + ,^. 

(3) J'^J,r 2 

Ist es möglich, das eine Formensystem durch lineare Transfor- 
mation in das andere überzuführen, so muss dann r die Determinante 
der Transformation sein. 

Bezeichnen wir die Grade von L und M in Bezug auf die ver- 
schiedenen Functionen des Systems durch 

M') i, V, r ..., 

so werden die Grade von N: 

N) Jc + i, k'+r, k" + r 

daher die von D: 

!>:) 2k + 2l,2k' + 2r,2k" + 2r, 
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die Gesammtgrade der Gleichung (1) oder (2): 
daher die Grade der Coefficieiiten P, Q: 



«(Ä'+r)-^, 



nik"+r)--f..., 
P.)n(Ä+0+l--2* + fc-i, n{kf+l')-*^ + k'-F,- 

n{k"+r)-'^+ k"-. l"..., 
P,) n{k+t)+l-^ + 2k-2l, »(*'+?) -^ + 2Ä'-2r, 



n(k"+r) 



2 



+2r-2r..., 



Qo)n{Jo+t) + l-'^-l, 



n(k' +r)-^-r 



„(r+D-^-r..., 

Qi) n{k+T) + \-'^-k-2l, . n{k'+l')-'^+k' 



-2r, 



Endlieh entsprechen also der Gleichung (3) bei diesen Invarianten 
folgende : 



(4) 



■*^o — ''■0 • ' 



p;=p,.r 



-9 



n(P+0)--f-+*-<»+-j 



1^.= 



t 



p yl>(?+0)-V+''~*''+^ 



wo der Kürze wegen 
goseiii ipkr 






^Qi-r 



n(P + CJ)-^+9-2ff-|-^ 



[*+••• 




ni+»'r + ... 
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Tragen wir diese Werthe der IX, P'^, P\..., ^'o--- ^^ ^^® 
Gleichung (2) ein, so verwandelt sich dieselbe nach Division mit 
r'M9+a) in folgende: 

(5) iP.r(»,.yO=P.{f^)Up.if^f- ^+... 



+ 






Vergleicht man dieses mit der Gleichung (1) und bemerkt, dass 
bei der Bildung der Zahlen q, 6 alle Functionen des Systems sym- 
metrisch benutzt sind, dass also diese Zahlen in allen mit (1), (5) 
analog gebildeten Gleichungen dieselben Werthe besitzen, so sieht 
man, dass die lineare üeberführung des Functionensystems 
ff tp , , . in f, q) . . , geleistet ist, sobald es gelingt, durch 
lineare SubsTtitution gleichzeitig die Gleichungen: 

L' (y) = r^-> L (x) 
(6) 3f'(j/) = r^-» M{x) 

so zu befriedigen, dass r die Determinante der Substi- 
tution ist. Denn indem man diese Gleichungen annimmt, ergeben 
die Gleichungen (1), (5) und die analog zu bildenden Gleichungspaare 
sofort 

Was nun das reducirte Problem (6) angeht, so bemerke ich zu- 
nächst, dass die Forderung, r solle die Determinante der Substitution 
sein, von der durch das Hinzutreten der dritten Gleichung (6) aus 
gedrückten Bedingung nicht verschieden ist. Geht man nämlich von 
den Gleichungen 

L' (y^^r^-'L (x) 

aus, indem man die x als lineare Functionen der y mit der Determinante 
8 voraussetzt, und bildet nun beiderseits die erste Ueberschiebung, 

so erhält man 

N'(y)^r9+<^-^ S.Nix), 

und daher wegen der dritten Gleichung (6) 5 = r, oder umgekehrt 
die Gleichung (6) selbst, wenn man s =r voraussetzt. 

Wenn es nun also nach (7) darauf ankommt, zwei Paare quadra- 
tischer Formen gleichzeitig mittelst derselben Substitution in einander 
überzuführen , so kann man diese Aufgabe geometrisch folgendermassen 
interpretiren. Es sind zwei Punktepaare L'(f/)=0, ifcr'(y)=0* auf 
einer Geraden, zwei andere, L(x) = 0, Jlf(a;) = auf einer andern 



gerader Ordnung mittelst quadratischer Covarianten. — § 106. 425 

gegeben, jenen einzeln zugeordnet. Man soll die beiden Geraden so 
in Perspective setzen, dass das erste Paar der zweiten Geraden mit 
dem ersten der ersten, das zweite Paar der zweiten Geraden mit dem 
zweiten der ersten prqjectivisch wird. Betrachten wir aber i' (y) = 
und M' (y) = als Punktepaare einer Involution, L (a:) = 0, M(x) = 
als die einer andern ^ so mQssen diese ganzen Involutipnen dabei projec- 
tivisch werden, vor allem auch ihre beiderseitigen Doppelpunkte. Diese 
sind durch die Factoren N(y) = einerseits, durch die von N{x) = 
andererseits gegeben; die Quadrate der Gleichungen der letzteren 
aber erhält man nach § 57., indem man in der Gleichung 

(8) Z, + AJlf, = 

A 60 bestimmt, dass der Ausdruck links ein Quadrat wird, d. h. indem 
man l durch die quadratische Gleichung 

(9) Äti + 2lAt^ + k'A„,^ = 

bestimmt. 

Die Gleichung (8) stellt an und für sich ein beliebiges Paar der 
zweiten Involution dar, und je einen ihrer Doppelpunkte, wenn man 
für A die beiden Wurzeln von (9) einführt. Einem Paare (8) entspricht 
in der andern Reihe das Paar [nach (7)]: 

(.0) -^+^^'=0, 

in welches (8) durch die gesuchte lineare Transformation übergehen 
soll. Sucht man nun die Doppelpunkte der Reihe (10) , so erhält man 
sie aus der quadratischen Gleichung 



L«.'m' 



(11) ,f;--.+2^;:^ + ^*^ = o. 

Soll also die vorliegende Aufgabe losbar sein, so muss diese qua- 
dratische Gleichung mit der Gleichung (9) identisch werden, wodurch 
denn in der That auch die Doppelpunkte der beiden Involutionen 
und damit diese ganz einander entsprechen. 

Diese Forderung ist nicht befriedigt, wenn L, L\ M, W be- 
liebige Formen sind; denn in der That erfordert die Möglichkeit, L' 
in L und zugleich M' in M zu projiciren, dass die aus Z', M' zu 
bildende absolute Invariante mit der aus L, M zu bildenden überein- 
stimme (vgl. § 57.).* 

Aber in dem vorliegenden Falle tritt dies allerdings ein. Denn 
da Ali, Ain^ Amm simultane Invarianten des Formensystems /', 9 ... 
sind, und zwar von den folgenden Graden in Bezug auf die Goef- 
ficienten der verschiedenen Formen: 



* Geometrisch: Das Doppelverhftltiiitg der 'Paare X, M moss dem ent- 
sprechenden der Paare L\ M' gleich sein« 
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Ä,i ) 2k, 2)f, 2r... 

Ä,„ ) k+i, h'+r, k"+r' ... 

so bestehen nach (3) die Gleichungen: 

Ai'i =Aii .r^9 
(12) Ai'„' =Aia, .r«+<' 

und vermittelst derselben gehen wirklich die beiden quadratischen 
Gleichungen (9) und (11) in einander über. 

Da der Voraussetzung nach die Resultante von L, M einerseits 
und von L\ M' andererseits nicht verschwindet, so hat die Gleichung 
(9) oder (11) zwei verschiedene Wurzeln; denn die Discriminanten 
dieser Gleichungen sind mit jenen Resultanten identisch (§ 27 J. Be- 
zeichnen wir die Wurzeln von (9) durch A^ und Ag, so können wir nun 

und 



(14) 



setzen , wo Xj , X^ lineare Functionen der x von nicht verschwinden- 
der Determinante und Fj, Tj, solche der y sind. Es sind Xi = 0, 
Xg^O die Doppelpunkte der einen, Fj = 0, Fg^^ ^^® ^^^ andern 
Involution; die ganzen Involutionen nehmen die Form an: 

0-i (^)(l-^) + (A,-^A,)Jlf (rc) = X,«-^X,« 

<■'' o=§|?(>-rt+(,.-,yS)=r.._,r,., 

und das gegenseitige Entsprechen der Involutionspaare ist durch gleiche 

X 
Werthe von \i angezeigt; für ft = l und ft = y^ erhalten wir die Paare, 

von denen wir ausgingen. 

Man sieht, dass diese Involutionspaare sämmtlich projectivisch 
sind, indem ihre Gleichungen durch die Substitutionen 

(16) Y^^B^X^y Y^^e^X^ 

(fj und fg gleich + 1) in einander übergeführt werden können. Diese 
Gleichungen enthalten also zugleich die gesuchten Substitutionen, ver- 
möge deren die Formensysteme fy q) , , , und f, q> , . , in einander 
übergehen. 



L 


(x) + X, 


M 


(a;) = 


■■^' 


L' 


f+^. 


M' 


Cy) 

— 1 "~ 


^i* 


L' 
r<f 


";' + .. 


M' 


— 1 


r/ 
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Es ist zunächst zu untersuchen, ob die Substitutionsdeterminante 
wirklich gleich r ist. Die Einsetzung der Werthe ft = y^i ft = 1 in 

2 

(15) giebt:. 

A,j — A| T^ Ajj it. 



Jlf (a;)=^ 



Aj — A^ r**" * '^i ~ ^2 

Bilden wir nun irgend eine Invariante von L, M einerseits, von 
L'y M' andererseits, etwa Any An* , und bezeichnen wir mit a die 
Functionaldeterminante der X nach den x, mit 6 die der Y nach den 
y, so haben wir offenbar: 

WO A nur von A^, A^ abhängt; und also wegen (12): 

b^ z= a* r*. 

Aber aus (16) folgt, wenn s die Functionaldeterminante der X 

nach den Y bedeutet : 

&= + aSf 
also 

Da nun s das Zeichen ändert, indem man f^ oder f^ in das ent- 
gegengesetzte übergehen lässt, so kann man immer, und zwar nur 

auf eine Weise, das Verhältniss — so bestimmen, dass die Determi- 

nante der Substitution (16 einem den Gleichungen (4) gemäss bestimm- 
ten Werthe von r gleich wird. 

Jedem Werthe von r, welche den Gleichungen (4) genügt, ent- 
spricht also eine Substitution (16), welche bis auf ein allen Coefficien- 
ten gemeinsames Vorzeichen völlig und eindeutig bestimmt ist. Die 
Bestimmung des letztern kann auf mehrfache Art möglich werden, doch 
so, dass der Gleichungen (4) wegen die Grössen r^, r<^ vollkommen 
bestimmt sind, wie man erkennt, wenn man die Corabinationen bildet: 

P' P P' P 

j?'i p, ' QfrQo ' 

Daher können auch Y^, Y^ nur noch um einen gemeinsamen 
Factor geändert werden, welcher eine Einheitswurzel ist, und es folgt 
also, dass die Substitution (14), welche den üebergang von 
einem Formensystem zum andern vermittelt, überhaupt 
bis auf einen allen Substitutionscoef ficienten gemein- 
samen, einer Einheitswurzel gleichen Factor völlig und 
eindeutig bestimmt ist. 
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Für zwei biquadratische Formen /, f ergiebt die vorliegende Unter- 
suchung nichts, da bei ihnen quadratische Covarianten nicht existiren. 
Indessen übersieht man bei diesen die Yerhliltnisse leicht unmittelbar. 
Damit zwei solche Formen oder die durch sie repräsentirt^n Gruppen 
von je vier Elementen durch lineare Transformation, geometrisch 
durch Projection, in einander übergehen können, müssen die Doppel- 
verhältnisse, also die absoluten Invarianten gleich sein. Wenn die 
Punkte jeder Gruppe getrennt sind, so ist dies auch hinreichend. 
Und zwar ist dann die Ueberführung auf vier verschiedene Arten 
möglich. Denn sind a, 6, c, d die Punkte der einen Gruppe, «, /?, 
yy d die der andern, uud haben die letzteren bei dieser Anordnung 
dasselbe Doppelverh'altniss und sind also in die ersteren projicirbar, 
so findet dies auch noch für die Anordnungen /5, a, S, y; y, d, a, /J; 
d, y, ß, a statt, welche nach § 21. denselben Werth des Doppel Ver- 
hältnisses ergeben. 

Fallen aber zwei Punkte einer Gruppe zusammen , so müssen 
auch in der andern zwei und nicht mehr zusammenfallen; fallen drei, 
zweimal zwei oder vier zusammen, so muss immer das Entsprechende 
auch bei der andern Gruppe eintreten, damit die Transformation 
möglich sei ; was dann nach § 48. nicht mehr durch Eigenschaften 
von Invarianten, sondern durch Eigenschaften von Covarianten an- 
gezeigt wird. 



§ 100. Drei simultane quadratische Formen. 

Wollen wir die Betrachtungen des vorigen Paragraphen auf ein- 
zelne Formen oder auf Systeme anwenden, so tritt uns immer die 
folgende Frage entgegen, welche zugleich die Anwendung des Vorigen 
auf ein System dreier quadratischer Formen enthält: 

Welches sind die Bedingungen dafür, dass ein 
System dreier quadratischer Formen keine zwei 
quadratische Covarianten enthält, derenResultante 
von Null verschieden ist? 

Man kann diese Frage zunächst vermöge einer geometrischen 
Ueberlegung entscheiden. Denkt man sich drei Gruppen von je zwei 
Punkten, welche den drei Formen entsprechen, so müssen je zwei 
der drei Punktepaare einen gemeinschaftlichen Punkt besitzen. Ent- 
weder also besitzen alle drei einen gemeinschaftlichen; dieser kommt 
dann auch ihren Functionaldeterminanten zu, und es giebt also keine 
Form des Systems, welche für diesen Punkt nicht verschwindet, also 
auch nicht zwei Covarianten, deren Resultante nicht Null ist. Oder 
zweitens, wenn a, &, c drei Punkte sind, werden die drei Paare durch 
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ah, bc, ca dargestellt. In diesem Falle giebt es quadratische Co- 
varianten von nicht verschwindender Resultante, z. B. eine lineare 
Combination der ersten beiden Formen, und die dritte. Dieser Fall 
ist also auszuschliessen, und man kann'also den Satz au^prechen: 

Drei quadratische Formen ergeben nur dann 
keine zwei quadratischen Covarianten von nicht ver- 
schwindender Resultante, wenn sie einen allen 
dreien gemeinsamen linearen Factor besitzen. 

Untersuchen wir dasselbe jetzt analytisch. 

Führen wir die Bezeichnungen des § 58. ein, so haben wir drei 
quadratische Grundformen /*^, f^, f^ und ihre gegenseitigen ersten 
üeberschiebungen ^^^, ^^^y -^ig' Andere quadratische Covarianten 
existiren nicht. 

Die simultanen Invarianten der Formen werden durch Bit, jBi2s 
bezeichnet. Sollen die Resultanten der /* verschwinden, die wir durch 
Piic bezeichnen wollen, so müssen die drei Gleichungen stattfinden: 

Die Resultante von fi mit ^kh wird: 

wo nach § 58. 

während D/, ^h gleich B^^^ oder gleich Null ist, je nachdem i, t, h 
sämmtlich verschieden sind oder nicht. Das Verschwinden aller Re- 
sultanten Pi^hk reducirt sich also auf die eine Gleichung: 

^128 = 0- 

Endlich wird die Resultante von 6',^ mit ^mn' 

Die ersten beiden Grossen D sind ^ Pik und ^Pmn, also schon 
nach dem Vorigen verschwindend; die letzte wird 

-Dt* , fii fi = -D«m Dk n — Din Dkm • 

Auch diese und also Mf Unterdeterminanten von 

Ai A, -D,, 

(1) 2 i?ij, = D„ Da A» 

Ai A« ^M 
müssen verschwinden; and man hat den Satz: 
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Unter deu quadratischen Covarianten dreier 
Quadratischen Formen befinden sich nicht zwei 
ohne gemeinschaftlichen Factor, sobald und nur 
wejn alle Unterdeterminanten der Determinante (1) 
verschwinden. 

Man kann aus diesem Resultate den oben angegebenen Satz ab- 
leiten. Da i^i23 = 0, so ist eine der Formen, etwa f^y eine lineare 
Function der andern: 

Nimmt man dies aber an, so giebt das Verschwinden aller Unter- 
determinanten von 

nur noch die eine Gleichung 

Es müssen /'j, /^ einen gemeinsamen Factor haben, und dieser 
kommt dann auch der Form /'g = x /^ + A /'g = zu; dies ist nothig aber 
auch hinreichend, wie oben geometrisch gezeigt wurde. 

Dies ist zugleich der einzige Fall, in welchem die Gleichheit der 
absoluten Invarianten zweier Systeme von je drei quadratischen For- 
men die Möglichkeit, durch lineare Transformation ein System in das 
andere überzuführen, nicht sofort nach sich zieht. 

Wenn der erwähnte Ausnahmefall nicht eintritt, so kann man /^ 
durch /|, f^ und %^^ ausdrücken. Man erhält dann aus der Gleichung 
(4) des §58.: 



(2) '^^it^iiz'= 



Ai ^12 A3 
Ai ^22 A3 

n f. u 



wodurch f^ als lineare Function von /i, ^, •9'i2 gegeben ist, so lange, 
wie hierbei vorausgesetzt werden muss, AiA2"~A2^; ^^® Resul- 
tante von /*!, f.2f von Null verschieden ist. Wenn insbesondere 
jR^gg = 0, so muss /], die Form xf^ + Xf^ haben ; die Werthbestimmung 
von X, A ist durch die Gleichung gegeben, in welche (2) dann 
übergeht : 

Ai ^n I>J = 0. 

fi f, f, I 
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§ 107. Simultanes System einer quadratischen und einer biqiiadratisclien 
Form: Fftlle^ in welchen keine typische Darstellung möglich ist. 

Ein System dreier simultanen quadratischen Formen bildet die 
Grundlage för das simultane Formensystem einer quadratisclien Form 
f und einer biquadratischen q). Jene drei Covarianten, deren eine f 
selbst ist, wurden in § 60. durch 

ihre ersten Ueberschiebungen durch 

bezeichnet; ihre simultanen Invarianten waren: 

Drr=I), Dr^^Ä, D^t^B, 

JJ^v=ii + -j, Vvz = -^+^, -^zz - -3- ~ "6 ■'' 18 ' 

Untersuchen wir zunächst, unter "welchen Umständen eine typische 
Darstellung durch quadratische Covarianten, wie sie in § 103. au- 
gegeben wurde, nicht möglich ist. Es gehört dazu, dass C und alle 
ünterdeterminanten von 



2Ü^ = 



^rr ^rtif ^rx 
^^x ^^x ^zx 



verschwinden, oder dass /, 1^, Z einen gemeinsamen Factor haben. 
Unterscheiden wir zwei Fälle: 

1) f kein Quadrat. Es sei f=2x^x^, und 

R=r. a'x,^ + 4 ß'x,^ x^ + 6 y'x^ x^ + 4 8' x^ x} + «' oc^^ 
Man hat dann: 

^=-2{ßx,^ + 2yx,x^ + dx^^) 
% = - 2 (/3'a:,« + 2 y'x, x, + tf' V). 

Soll ein Factor von f, etwa x^, auch Factor von ^ und % sein, so 
muss man haben (vgl. die ausgerechnete Form von IT in § 40.) : 

also entweder * = 0, £ = 0, d. h. ein Factor von x ist Doppelfactor 
von 9; oder /5 = 0, *-=0. In diesem zweiten Falle enthalten also 
9, fi' nur gerade Potenzen; und zwar wird (vgl. § 40.) 

9^ccx^^ + %yx^^x^^+Bx^*^ 

H=^2ccy a:/ + 2 (a £ — 3 y«) Xj^x^^ + 2wMmJL.aiu^^ 
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Ferner wird: 

Es ist also nur einer der folgenden Fälle denkbar r 
a) T ist von Null verschieden, 

also f bis auf eine Constante eine der irrationalen quadratischen Co- 
varianten, in welche T zerfällt. 

li) jT verschwindet identisch, indem «£ — 9y* = 0, ohnedassy = 0. 
In diesem Falle wird (p das Quadrat eines in x^j x^ linearen Aus 
drucks. Es ist also 9? das Quadrat einer Form, deren zweite üeber- 
Schiebung mit f verschwindet. 

c) T verschwindet, indem y und a oder 6 verschwinden. Dann 
ist q) ein Biquadrat, dessen Wurzel Factor von /"ist. Dieser Fall ist 
unter dem zuerst erwähnten als Besonderheit enthalten. 

2) f ein Quadrat, =x^. Indem man die obigen Bezeichnungen 

beibehält, wird 

^=--2(yx^^ + 2Sx^x^ + BX^^ 

%^-2 iy'x^ + 2 ffx^ x^ + £'a?j^5 

also, damit x auch Factor von ^ und % sei: 

f = 0, £' = 2(y€-«2)^0, d.h. £ = 0, * = 0. 

Es muss also x^ Doppelfactor von 9 sein. Dies kann in der 
ersten Abtheilung des vorigen Falles enthalten gedacht werden, wenn 
man dort nur die Forderung, dass f kein Quadrat sei, aufhebt. 

Die typische Darstellung , durch quadratische 
Covarianten ist also nicht möglich, und aus der 
Gleichheit der absoluten Invarianten zweier For- 
menpaare /*, 9 und f\ (p folgt die Möglichkeit 
linearer Ueberführung nicht sofort, 

1) wenn ein Factor von /"Doppelfactor von 9 ist; 

2) wenn f bis auf eine Constante eine der drei 
irrationalen Covarianten ist, in welche T zerfällt*; 

3) wenn (p Quadrat einer Form zweiter Ord- 
nung ist, deren zweite Ueberschiebung mit/*ver- 
schwindei** 

Ich habe hier die für die Fälle 2), 3) oben festgehaltene Vor- 
stellung, dass f kein Quadrat sei, fallen gelassen. Dass dies erlaubt 



* Geometrisch: Das Punktepaar von f ist bei einer gewissen Zer- 
legung der vier zu 9 gehörigen Punkte in zwei Paare zu beiden 
harmonisch. 

** Geometrisch: Die vier zu 9 gehörigen Punkte bilden ein Doppel- 
paar von Punkten, welche mit den zu /gehörigen harmonisch sind. 
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ist, sieht man leiclit ein, ebenso wie, dass umgekehrt, wenn einer 
der Fälle 1), 2), 3) eintritt, auch wirklich immer f, ^, % einen 
gemeinsamen Factor haben und daher die typische Darstellung unmög- 
lich wird. 

Was 3) anbetrifft, ^o ^e\f=x^^, tp^(ax^ + 2hx^x^ + cx^^Y, Soll 

die zweite Ueberschiebung von f mit j/tp verschwinden, so muss 
^ = sein, tp hat den Doppelfactor x und man hat einen besondern 
Fall von 1) vor sich. Dass im Falle l) und 3) wirklich /*, ^, % einen 
gemeinsamen Factor haben, lehrt die Bildung von ^, %, welche oben 
ausgeführt wurde. 

Nur für den Fall 2) ist zu beweisen, dass, wenn f einer der aus 
T entstehenden drei irrationalen Covarianten bis auf einen constanten 
Factor gleich ist, ^ und % mit f einen Factor gemein haben. Es 
muss hier T von Null verschieden sein. Daher sind nur drei Fälle 
zu betrachten, je nachdem in 9=3 alle Wurzeln verschieden, oder 
zwei gleich, oder endlich drei gleich sind, die übrigen aber jedesmal 
verschieden. Im ersten dieser Fälle kann man immer f= 2 x^ arg, 
q> = ax^-^&y x^ x^ + £ x^ setzen; dass in diesem Falle /*, ^, % einen 
gemeinsamen Factor besitzen, lehrt die oben angestellte Rechnung; 
es sind sogar (bei /3=0, d=0) /*, V' und % nur um constante Factoren 
verschieden. Hat zweitens g) = zwei gleiche Wurzeln, so kann man 
dieser Function die Form geben 

9 = a a?!* + 6 /5 a?!* a:/, 
daher 

H-=2ayx^^-^y^x^x^, T^^^y^ax^x^. 

Die quadratischen Covarianten, in welche T zerfallt, sind also 

^\ ^ ^\ i ^\^t\ welcher von ihnen aber auch /* bis auf eine Constante 

gleichgesetzt wird, immer hat ^> einen Doppelfactor, der zugleich 

Factor von f ist, und man hat einen besondem Fall von 1) vor sich, 

in welchem Falle, wie wir wissen, /*, 1^, X einen gemeinsamen Factor 

haben. — Hat endlich ^> einen dreifachen Factor, so können wir 

setzen : 

^>=^^x^x^y H='-2x^\ T=2x^^', 

es muss also f^=c.x^^ gesetzt werden, was wieder auf den Fall 1) 
führt. Damit ist der obige Satz und seine Umkehrbarkeit vollständig 
erwiesen. 

§ 108. Typische BarBtellung der flbrigen Fftlle. 

Wenn C nicht verschwindet, können wir an Stelle der drei Co- 
varianten Ly M^ N des § 103. die folgenden einführen: 

L=f, M=i;, N = x, 

C leb ich, Theorie der biuärou algebr. Formen. 28 
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und erhalten demnach für ihre ersten Ueberschiebungen die Aus- 
drücke: 

(1) ^ = (Z^) Zx«^ = X 

wiihrend die simultane Invariante 2), welche den Nenner des typischen 
Ausdrucks bildet, gleich C wird. 

Und so wird nach § 103. (15) die typische Darstellung von f: 

(2) C^/^=F,,T« + 2F,,rX-2F,3rV+F^X^-2F,3XV 
wo die F die Invarianten bedeuten: 

(3) V,, = (« ay (a t? r^ = (« n,y (« xY 

F,3=(ao)»(a# r^={axy(axy. 

Die Ausdrücke (1) sind mit /*, ^, j; durch die Gleichungen ver- 
bunden, welche den Gleichungen (11) §58. entsprechen: 

C.f ^Brr t + n^fp ^-^fx ^ 

(4) C.^ = D;r^r+Dt^^X-D-0;t^ 

während zugleich 

(5) O^/'t + V'X-zV. 

Die Gleichungen (2), (4), (5) geben die typische Darstellung nach 
den in § 103. entwickelten Grundsätzen; man kann entweder r, X, V 
oder fyifjX eliminiren und die Darstellung durch die drei übrigen. 
Formen leisten. Die Untersuchung der Coefficienten zeigt, dass es 
eine bemerkenswerth einfache Darstellung von g? giebt, bei welcher alle 
sechs quadratischen Formen beibehalten werden. 

Nach den Formeln des §60. ist zunächst: 

(6) F,, = (aa)3(a^)«=(V;^')'=2>^t, = J? + ^ 

Die Formen aber 

V^ = (« ^Y (« ^y = (a t? (aßY iß a)« 

F„ = (a V)* («Z)" = {«tY («H)« (S-a)« = (axY («^)* (/5o)* 

n, = (« X)* (« X? = (« X)* («-ff)* (^«)* 

bildet man leicht mit Hilfe der aus der Theorie der biquadratischen 
Formen oder der Tafel des § 8. folgenden Gleichungen: 



gerader Ordnung mittelst quadratischer Coyarianten. — § 108. 435 

indem man darin x^, x^ und y^, y^ durch ^g, — ^^ oder %j, —ii 
ersetzt: 

F,3 = (Ja)« (Hz)« + ^ (ax)« = 2)„ + *^ 

= ^(a«)«(a^)«+i(a^)«=42)^,+i^=^:^ + *^+»If 

• n, = {(«a)«(«,)«+((«,)«=4D^, +J^=*I^+V^V^. 

Aus diesen Gleichungen erhält man die Gombinationen: 
F„r+Fi,X-F,3Y = C^ 

F„r+F«X-F„Y = 0(z+*/-) 
^u^+ F3,X- F3,Y = c(|^ + i/-). 

Multiplicirt man diese Gleichungen mit r, X, — V und addirt, so 
kommt nach (2 links C^(pj und daher nach Division mit C die ein- 
fache Darstellung : 

(8) C9- = t^ + x(x+*^)-y(^^+|/'), 

vermöge deren g? als bilineäre Function der f, ip, % einerseits und 
der r, V, X andererseits ausgedruckt ist, während die Coefficienten 
nur i und j enthalten. — 

Wenn C verschwindet, so besteht zwischen fj'^yX eine lineare 
Relation, welche entweder die Form 

(9) X'-^Tif+ki,, 
oder die Form 

haben muss. Aber die Rechnung des § 107. zeigt, dass, mag f ein 
Quadrat sein oder nicht, sobald f mit ^ bis auf einen Factor iden- 
tisch wird, • mit % dasselbe geschieht. Der zweite Fall ist also aus- 
zuschliessen, indem er überhaupt keine solche typische Darstellung 
zulässt. In der Formel (9) aber muss man voraussetzen, dass f und 
t keinen gemeinsamen Factor haben, da wmsA «icli % denselben 
haben würde. Man kann also die formenf f wd ^ bei der Auf- 
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Stellung der typischen Form zu Grunde legen, nebst ihrer ersten 
Ueberschiebung V. Der Nenner der Darstellung wird die zweite Po- 
tenz der aus /*, V; ^ gebildeten simultanen Invariante, welche nach 
§58. (15), wenn man /^ durch /*, f^ durch ^, ^^^ durch —V ersetzt, 
den Werth hat: 

(10) P ... ^ {BrrBrprp - 2)V^) = i}D^ + ^D^- A^. 

Die an Stelle von A, fi, v tretenden ersten Ueberschiebungen 
von ff t, ^ werden 

A = (^ V) ^v V. = - i } ^ Pr^ - fD^^\ 

und die typische Darstellung wird daher: 

(11) 4 P> = TT,, {vDf^-fD^^y + W^ (tDrr-f^r^y 

+ 4W^^>'-2W,,(ti>l)f^-fJ)^rl,){tDff-fDf^) 

während 

(12) 'V^ = -ii\Dffil,'>-2Df^frl>-\-D,i,^P\. 

Von den Coefficienten sind 

TT,, = {ccaf {ahf = B;^ = A 

(13) W,, = {aay{ail,Y=D^^ = B + '^- 

den entsprechenden Grössen V gleich; die andern aber werden: 

W,, = {aaY{a^y = {^^?^0, (§57.) 

'-'*'' w^ = {a^y {a^y, F3j = («V)« («¥')«. 

um TFjj zu bilden, geht man von der Gleichung aas 

(a tlif aj = (ß ay («/?)« aj = {HaYHJ + i- o,» = x + */, 
und hat also 

W^ = ix'Vy + J (aV)* = - C ' [§60. (8)]. 

Dagegen erhält man W^ aus (12), indem man rCj = «g, arg = — «^ setzt: 

(15) TT,, = - i { % (d^x + '—) - Df^ i),^^ j 

Lässt man also C verschwinden, so kann man den Werth von 
V^ eintragen und erhält: 
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(16) 4P^ip=W,,(tl^Df^-fD^f,^y+W.^,{tDff-fI>r^Y 

Diese Gleichung enthält die Lösung einer Aufgabe, welche sich 
bei den Betrachtungen des § 60. darbietet. Es war dort gezeigt, dass, 
wenn C = 0, 9? als quadratische Function von f und einer andern 
quadratischen Form darstellbar sei. Es entsteht die Frage, welches 
diese andere quadratische Form, und welches diese Dar- 
stellung sei. Bis auf die Ausnahmefalle des vorigen Paragraphen, 
in denen die Lösung sich indessen von selbst darbietet, ist diese Auf- 
gabe durch die Gleichung (16) gelöst. Die Aufgabe ist ihrer Natur 
nach nicht völlig bestimmt, da man statt jener Form g, welche ihr 
genügt, auch ^' = x^+A/* einführen kann. Aber die Gleichung (16) 
zeigt, dass ^ eine solche Form g ist, und giebt die Darstellung von 
9? als quadratische Function von f und ^. 



§ 109. Die Formen sechster Ordnung. FftUe^ in denen die typische 

Darstellung nicht möglich ist. 

Bei den Formen sechster Ordnung bilden die Covarianten Z, m, n 
(§ 78.) die Grundlage des Systems quadratischer Covarianten. Damit 
die typische Darstellung unmöglich werde, müssen l, m, n einen 
Factor gemein haben; aber wegen des besondem Zusammenhanges, 
in welchem diese Formen stehen, können die beiden hierin liegenden 
Bedingungen auf zwei ganz verschiedene Arten erfüllt werden. Erst- 
lich nämlich kann l mit m nur einen linearen Factor gemein haben 
und n denselben enthalten, was zwei Bedingungen sind. Zweitens 
aber kann w von l nur um einen constanten Factor verschieden sein, 

was auch zwei Bedingungen involvirt; es wird dann n von selbst 
auch nur um einen constanten Factor verschieden, denn es ist 

n — {imy ix^ = k {iiy ij = km =^k^l. 

1) Untersuchen wir zunächst den ersten Fall. Der gemeinsame 
Factor von l, m, n sei q und 

l = qr, m^qs^ n = qt. 

Der Voraussetzung nach ist (rs) von Null verschieden, denn sonst 
träte der zweite Fall ein. Bildet man nun die Gleichungen 

(1) m ^- ij {iq) {ir), n = i,* (/g) (is), 



* Vgl. Clebsch und (Jordan, Annali di mat, eer. IL, TO^/t'-'i 
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so folgt 

mS'-'nr = iJ(iq) \{ir)s—{is)rj-\ = {8r).i/ (iq). 

Da nun (sr) nicht Null, so muss ix^{iq) durch g^r theilbar sein 

(2) iJ(:iq) = q.K 

wo k eine Form zweiter Ordnung. Führt man dies in (1) ein, indem man 
über (2) die linearen Formen r,, 5^ je einmal schiebt, so kommt: 

3 w = iqr) k+2qK {kr), 3n = (qs) k + 2qk^ {ks). 

Es sind also auch {qr)k und (qs)k durch q theilbar, und da jeden- 
falls einer der Factoren (qr), (qs) von Null verschieden ist, so muss 
k durch q theilbar sein, mithin 

(3) ij(iq)=^q^.h. 

Es folgt hieraus {iqYc=0 und ijc{iqy=^0] q^ muss also auch 
Doppelfactor von i sein: 

(4) i=q^.g^ 

In dem vorliegenden Falle muss daher die In 
Varianten r'elation 

stattfinden. 

Man kann nun in ähnlicher Weise zeigen, dass f selbst den 

Factor q dreifach enthält. Zu diesem Zwecke betrachte ich die Co- 
varianten 

. (a 0* aj = {a q) (a r) aj 

^ {any a,^ = {aq) (as) aj. 

Von der ersten wurde in § 76. (JS) gezeigt^ dass 
(6) {at)'a.' = 2A+^. 

Um die zweite zu bilden, führen wir in ihr den Ausdruck von 
m durch l ein und erhalten: 

(amY aj = {aif {iiy a^r*; 
dagegen ist die zweite üeberschiebung von {at)^ a,^ mit i: 

(a Z)« (a iy as^ ij = 2 (A i)* ij A,« + j{i ij i/ *V, 

oder nach der Theorie der biquadratischen Formen: 

Bi + AA 

" 3 
Daher hat man: 

(amy aj - ^^'^^^^ =(aty aj l{il)^ aj - {alf i/J 

= — (aiy Ix a/ \{il) Qs + {al) is\. 
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Nach § 76. ist 

also auch 

(at)' aj {iJ) + 3 {nif aj [aT) ix. 

Statt der rechten Seite des obigen Ausdrucks kann mau daher setzen: 

und der gesuchte Ausdruck für (amyaj ist also: 
*(7) (amy aj = ^1^^A4 + j p. 

Aus (5), (6), (7) ergiebt sich nun für unsern Fall: 

^^^ TU 4- ^ A 

{aq) {as) aj = '-^^ +^P. 

Hat nun i den Doppelfactor g^, so besitzt nach der Theorie 
der biquadratischen Formen A ihn ebenfalls, und also die ganzen 
recliieii Tlieile der Gleichungen (8). Man beweist also, wie oben, 
indem man die Combiiuition 

(a q) {ar) a^^ .s — (aq) (as) aj .r == (aq) a.t^ . (sr) 

bildet, dass (aq)aj' den Factor c^ hat: 

{aq)aj' = q^ .U] 

führt mau aber dies in (8) ein, so sieht man, dass auch 

{qr)q.Uy (qs)q.u 

noch den Factor f/, also u nochmals den Factor q enthalten muss, 

dass also 

(aq)as^^(f^.v. 

Es folgt hieraus, dass (ag)*ax^ = 0; es ist also g ein dreifacher Factor 
von /', 

uud man hat den Satz: 

Wenn Z, w, n einen gemeinsamen linearen Factor 
haben, während die andern linearen Factoren von 
l und m weder Null noch bis auf eine Constante 
gleich sind, so hat i denselben Factor dojipelt und 
f dreifach. 

Dieser Satz lässt sich umkehren: 

Hat f einen dreifachen Factor, so hat i den- 
selben doppelt, 2, m, n haben ihn einfach. 
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Sei nämlich x dieser Factor, y die zweite Veränderliche 5 dann ist 

j_ jaVav__4JV_ J"/, . ^{ ^V Vt 

wo jedes der drei Glieder, also auch i, den Factor x^ enthält; so- 
dann wird 

1 \d^fd'i . d'f dH . ^ aY cH 



1 = 



12.6üjaar» dy^ ^dx^dy dx'df'^^ ex' ?y^ dx^dy' 



-4 






a^cay^ aa;3ay ' ^t/* dx^\ 
wo wieder jeder Terni den Factor x hat; endlich 

^^*~24 jaa;2 ay^ a^ay a:ca2/"^ai/=^ax'^ j 

_ 1 idUd^m d^i a^ VI d^ i dhn 

** ~24faa;2 ay^ aa;ay dxdy'^dy^ dx^ 

wo jeder Term den Factor x hat. 

2) Ich komme jetzt zweitens zur Charakterisirung des Falles, wo 
m von l nur um eine Constante verschieden ist, 

(9) m==hl, 7i=^kH. 

Doch setze ich m, also auch A, als von Null verschieden voraus; 
auch das Verschwinden von l würde wegen der Gleichung m = (a If a.r* 
das von m sofort zur Folge haben, und ich nehme also auch { als 
von Null verschieden an. 

Ich werde zunächst zeigen, dass l dann kein Quadrat sein kann. 
Es sei 

(10) /"= a^^x^ + 6ayX{*x^ + Iba^x^^x^ + "^a^x^x.^ 

+ Ibttj^x^x^^ + ^a^x^x.^ + a^.x^j 

(11) i = UqX^^ + Att^X{^x^ + 6a^x^x^ + A:a.^x^x^ + «4^2^, 



wo 



«0 = 2 (a^ a^ — 4 a^ «jj + 3 a/) 
«1 = («0 ^5 - 3 aj «4 + 2 »2 «3) 

(12) «2 = i K «6 - 9 ag »4 + 8 «3«) 

«3 = K a^ - 3 «2 a^ + 2 «3 04) 
«4 = 2 («2 «ß — 4 ag «5 + 3 a42) . 

Soll nun l ein Quadrat, also etwa 

sein, so wird 

( 13) m = (il)^ ij = ^ (of2 ^i^ + 2 «3 .rj x^ + «i ^2^)> 

und da dieser nur um einen Factor von l verschieden sein soll, so 
muss man haben: 



gerader Ordnung mittelst quadratischer Co Varianten. — § 109. 441 

(14) «3 = 0, «, = 0, 

wenn nicht ft, also auch m und l verschwinden sollen. 

Es hat also auch i den Factor x^^] denselben besitzt dann auch 
A, und der Ausdruck 

{aiya/ = 2A + ^. 
Bildet man nun den Ausdruck links, so erhält man 

soll dieses den Factor a:j^ haben, so müssen die Coefficienten fia^, ftflg 
verschwinden, oder, wenn l von Null verschieden sein soll: 

(15) Ö5 = 0, a6 = 0; 

daher aus (12), (14): 

(16) a^ = 0. 

Bildet man nun l durch die vierte Ueberschiebung von i mit /*, 
so kommt 

(17) l = — 4a^a^Xi^ + 6a^ («2 x^^ + 2 a^ Xi x^), 

und damit l = Xi^ werde, müssen die Bedingungen stattfinden: 

(18) —4 «1/1.3 + 6 «2 02 = ^, -12a2a3=0. 

Aus der letzten dieser Gleichungen folgt entweder «3 = oder 
«2 = 0; aber aus dem Ausdruck von «2 in (12) folgt, dass eins das 
andere nach sich zieht, dass also zugleich 

«^ = 0, a3 = 0, 

was mit der ersten Gleichung (18) wiederum ft = 0, also / = 0, 
m = giebt. 

Die Annahme, dass { ein Quadrat, ist also unmöglich, und man 
hat den Satz: 

Soll m von l nur um einen Factor verschieden 
sein, ohne zu verschwinden, so kann { kein Quadrat 
sein. 

Wir können also jetzt 

(19) l = 2xiX^ 

annehmen. Behalten wir Bezeichnung und Gang der obigen Unter- 
suchung bei, so findet sich erstlich durch zweite Ueberschiebung von 
l mit i: 

(20) m = — 2 («1 x^^ + 2a^x^x^ + «3 x^^, 

also, damit m von l nur um einen constanten Factor verschieden sei: 

(21) «^ = 0, «3 = 0. 
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Es enthält also i nur gerade Potenzen, daher ebenso A, und 
deswegen auch die Covariunte {alf aj. Bilden wir diese, so findet sich 

und man muss also haben: 

(22) a, = 0, a, = 0. 

Bildet man endlich l durch vierte Ueberschiebung von i und f, 
so findet man 

l==a^ {2a^XiX.^ + a^^x./) + 12 a^ a.^ x^ x^ + a^ {a^x^^^-^r'^a^x^x^, 
also indem man dies mit der angenommenen Form von l vergleicht: 

(23) «ü^6=0> «4 «0=0, 

«u «5 + 6 «2 «:j + «4 «1 = 1- 

Hieraus ergeben sich folgende zu unterscheidende Fälle: 

a) a^j = 0, a^ = 0, Ga^ag =1. 

h) «0 = 0, »0 = 0, 6a^a3+ a^a^ =1. 

c) «4 = 0, a,. = 0, «0 «5 + 6 «2 »3 = 1- 

rf) 00 = 0, »6 = 0, «0^5+ ß «2«3 + «4 öl=l- 

a) In diesem Falle verschwinden alle Coefficienten von i bis auf 
den mittleren, und da ausserdem nach (22) a^ und a^ verschwinden, 
so wird dies nach (12) ausgedrückt durch die Gleichungen: 

«i«3 = 0; «ü«5 = 0, »^»6 = 0, a3a5 = 0, 

während «^ = ^ ^a"* ^^^ Null verschieden ist. Es kann daher a, nicht 
Null sein, folglich verschwinden a^ und a^, und man hat: 

/*= a,^x^ + 20 «3 a;j^ x^ + «g a:^^ 
(24) i = 16 »3« a^i« :r/ 

V — — Oä öß »</| »I/o» 

6) Die Gleichungen «0 = 0, aj = 0, «3 = 0, «^ = 0, «^=0, »^ = 
geben nach (12): 

a, »3 = 0, aia,;-=0, a2 = f»3S «4 = — 8 »3 »5. 

Wäre nun nicht »^ = 0, so müsste »3 verschwinden, also auch 
«2, «4, und i würde identisch Null. Es muss also «^ = sein, daher 
f einen dreifachen linearen Factor besitzen, was auf den Fall 1) zu- 
rückführt, indem nur der besondere (in der Umkehrung des Satzes 
dort bereits vorgesehene) Fall eintritt, dass l und m mehr als einen 
linearen Factor gemein haben. 

c) Dieser Fall entsteht aus dem vorigen durch blose Vertauschung 
von a?j, x^. 



\ 
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d) In diesem Falle verschwinden alle Coefficienten von f, welche 
einen geraden Index haben, und die Gleichungen «^ = 0, «3 = sind 
von selbst erfüllt. Man hat: 

f= 2xiX^l3ay Xj* + 10 «3 x^^ x^ + 3 a^ x^^\ 
(25) i = - 8 03 ja, 0?,^ — 2 «3 x^^ a;/ + a^ a;/| 

l = 32 ag («32 ~ a, a^ x^ x^. — 

Man kann die Resultate dieser Untersuchung in folgendem Satze 
aussprechen : 

Ist m von l nur um einen constanten Factor 
verschieden, und besitzt f=0 keine dreifache Wur- 
zel, so ist 

entweder i von dem Quadrate von l nur um einen 
constanten Factor verschieden, und / wird durch 
Einführung derFactoren von i in eine quadratische 
Function ihrer Guben verwandelt*; 

oder i ist eine biquadratische Form, für welche 
{ eine der aus Spaltung ihrer Govariante T hervor- 
gehenden irrationalen Govarianten, und f ist das 
Product von l mit einer linearen Gombination der 
Form i und ihrer biquadratischen Govariante: 

Untersuchen wir die Umkehrungen dieser Siitze. Die Umkehrung 
des ersten lehren die Gleichungen (24): 

Ist f durch lineare Substitution als quadra- 
tische Form zweierGuben darstellbar, so ist / Null 
oder das Quadrat der Producte der Wurzeln beider 
Guben, und l Null oder bis auf eine Gonstante die- 
sem Producte selbst gleich. 

W^as den zweiten angeht, so sind nur noch die Fälle zu unter- 
suchen, in denen eine Form vierten Grades nicht auf die Form 
Po^i^ + ^Pi^i^^2^+P2^2^ gebracht werden kann, während eine ihrer 
irrationalen quadratischen Govarianten 2 Xi x^ wird. Im Allgemeinen 
ist dies immer möglich, und man kann, wenn mau durch r eine solche 



* Geometrisch: Die sechs f reprilsontiren den Punkte zerfallen 
in zwei Gruppen zu drei, und die Punkte jeder Gruppe sind in 
Bezug auf dasselbe feste Punktepaar (/=0) cyclisch-projectivisch. 

** Geometrisch: Die sechs f repräsentirenden Punkte zerfallen 
in drei Paare, deren eines (/— 0) zu jedem der beiden anderen harmo- 
nisch ist. 
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irrationale Covariante einer quadratischen Form (p bezeichnet, den 
Gleichungen (25) die Deutung geben, es sei f=rq), und zugleich 

Hat nun zunächst qp = zwei gleiche Wurzeln, so kann man nach 
§ 48. dem Ausdrucke (p die Form geben: 

und die quadratischen Factoren von T werden x^^ x.^ und x^. Der erste 
Fall ist im Obigen enthalten; im andern hat f die Form 

f=z r . 9? = «0 a;,^ + 15 a^ x^^ x^^ 
daher 

i=^Qa.^x^^ 1 = 0, 

wo i wieder unter die Form xq) + XHq> fallt. 

Hat (p zwei Paar gleicher Wurzeln, qp — r-, so sind die irrationalen 
Co Varianten theils Null, theils bis auf einen Zahlenfactor gleich r, 
also kann man setzen: 

/•= T» = 6 ag a^i^ a;/ , 
und hat: 

i = 16 «3- Xj^ x^y 1 = const. x^ x^. 

Hat 9 eine dreifache Wurzel, q) = 4x^^X2, so führt H auf j:/, 
und die quadratischen irrationalen Covarianten sind sämmtlich bis auf 
numerische Factoren gleich^ x^^. Man muss also setzen : 

fz= T . 9? = 6 a, x^^ X2, 
und findet 

i = 0, Z = 0. 

Ist (f endlich ein Biquadrat, so sind alle Formen r gleich Null; 
dieser Fall ist also nicht zu betrachten. 

Man kann daher die Umkehrung für den zweiten Theil des Satzes 
folgendermassen aussprechen : 

Ist /"das Product einer biquadratischen Form 9? 
mit einer der irrationalen quadratischen Covarian- 
ten r, die sich aus der Zerlegung von Tq> ergeben, 
so hat i die Form x(p + IHqt ^ l die F orm ftr, wo x, k, ft 
auch Null sein können. 

Die Auflösung der Gleichung f= führt in diesem Falle auf die 
Lösung der biquadratischen Gleichung 9? = zurück. Aber die zu' 
ihrer Lösung erforderliche cubische Gleichung reducirt sich hier auf 
eine quadratische und eine lineare, da von den drei Factoren von Ttp 
einer bereits bekannt ist, und die Lösung von f=0 erfordert daher 
überhaupt nicht die Lösung von höheren als quadratischen Gleichungen. 
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§ 110. Ausnahmefälle 9 in welchen eine der CoTarlanten m, l, i 

Terschwindet. 

Die Untersuchungen des vorigen Paragraphen umfassen alle 
diejenigen Fälle, in welchen die typische Darstellung durch quadra- 
tische Covarianten unmöglich wird , ohne dass eine der Covarianten m, 
l, i verschwindet. Untersuchen wir nun den Charakter der Fälle, in 
denen dies eintritt. Beginnen wir mit der Untersuchung des Falles, 
wo m identisch verschwindet, wobei wir zunächst voraussetzen, dass 
l nicht Null sei. Wegen der Gleichung § 78. (2), in welcher w, q 
jetzt verschwinden, hat man nothwendig C=0, daher, wenn man in 
der letzten Gleichung § 78. (9) Aim = ^ setzt, auch B = 0, Damit 
aber verschwindet An [§ 78. (9).], und l ist also ein Quadrat, i ent- 
hält einen dreifachen linearen Factor. In der Untersuchung des 
vorigen Paragraphen für den Fall, dass l ein Quadrat, wurde aber 
geschlossen, dass dann 2 = sei, und man hat also den Satz: 

Wenn m identisch verschwindet, so verschwin- 
det auch l. 

Gehen wir also zu dem Falle 1 = über und nehmen zunächst 
an, dass i nicht verschwinde. Nach der Gleichung 

ist dann 

2A + ^ = 0, 

also entweder i von A nur um einen Factor verschieden, daher i ein 
Quadrat, oder -4 = 0, A =0, also i ein Biquadrat, was nur ein beson- 
derer Fall des ersten ist. 

Unterscheiden wir also die Fälle: 

1) ^ = 6 «2 x^^ x^ 

2) i = a^x^, 

1) Da Z = (ai)*ax^ hier verschwinden soll, so hat man 

«j \a^x^ + 2 a^x^ x^ + a^x^\ = 0, 

also, da cfg nicht verschwinden darf: 

«2 = 0, «3 = 0, «4 = 0. 

Hierdurch reduciren sich die der Form von i wegen eintretenden 
Gleichungen 

«0 = 0, «1 = 0, «3 = 0, «4 = 
auf: 

öo* = 0, aiae = 0, 
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während 

nicht verschwinden darf. Es bleibt also nur übrig: 

«1 = 0; «5 = 0, 

Wenn i = und i kein Biquadrat^ so muss f sich 
aus zwei sechsten Potenzen linear zusammensetzen^ 
und umgekehrt führt diese Form immer auf Z = 0.* 

2) In diesem Falle führt die Gleichung l=^{aifaj = i) auf 

= «4 (a^a;^» + 2aßa:ia;j + ae V); 

also auf 

a4 = 0, «6 = 0, ag = 0. 

Zugleich müssen a^, a^, a^, a^ verschwinden^ was die Bedingung 

giebt : 

a3 = 0. 

Es wird also 

/*= ÜQ x^ + 6 «1 ^i ^2 + 15 a^ x^ x^. 

Wenn l verschwindet und i ein Biquadrat ist^ 
so hat f einen vierfachen linearen Factor und um- 
gekehrt. 

Es bleibt nur noch der Fall zu behandeln, wo i identisch ver- 
schwindet. Dies tritt erstlich ein, wenn f eine sechste Potenz ist. 
Soll dieser Fall nicht eintreten , so hat es jedenfalls zwei verschiedene 
lineare Factoren , und indem man solche zwei durch a;, , x^ bezeichnet, 
kann man a^j==0, a^{ = annehmen. Die Gleichungen, welche das 
Verschwinden der a ausdrücken, werden dann 

= 3 Og^ — 4 «j Oj, = 3 a/ — 4 a^ a 

(1) = 2 ^2 aj — 3 flj a4 = 2 a^ a^ — 3 a^ ag 

= 8 «3^ — 9 «2 ^4 • 

Man sieht aus denselben, dass, wenn «^ = 0, auch a^ und a^ 
verschwinden und / die Form hat: 

(2) f^&xy [a^x^^+a^x^% 

Ist a^ nicht Null, so findet man aus (1), dass dann alle anderen 
Coefficienten auch nicht verschwinden können; man kann sie also 
aus (1) bestimmen durch die Formeln: 



* Geometrisch: Die sechs /" repräsentirenden Punkte sind cyclisch- 
projectivisch. 
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''^'^Ta~' ""^""^V' ""'^^V' 

und es wird daher 

3 

^ «5 

was, wenn man eine lineare Transformation anwendet, wieder auf die 
Form (2) zurückkommt. 

Die Gleichung (2) und die Form einer sechsten Potenz umfassen 
aber genau alle Formen , welche die Covariante T einer biquadratischen 
Grundform annehmen kann. Man kan^ also den Satz aussprechen: 

Die Bedingung, dass i verschwinde, ist identisch 
mit der Bedingung, dass f die Covariante sechster 
Ordnung einer biquadratischen Form sei. 

Die Eigenschaften, welche die Form f in diesem Falle besitzt, 
werde ich im folgenden Paragraphen entwickeln. 



§ 111. Untersuchung einer Form sechsten Grades ^ welche Covariante 
sechsten Grades einer biquadratischen Form ist. 

Es entsteht hier die Aufgabe, wenn eine Form f gegeben ist, 
welche Covariante sechsten Grades einer biquadratischen Form werden 
kann, die biquadratische Form- 9? zu finden, deren Covariante T die 
gegebene Form ist. Diese Aufgabe ist nicht völlig bestimmt; denn 
gentigt eine Form 9? dei*selben, so genügt ihr auch noch die Form 

c(x9? + A jffy), 

wenn x, \ beliebige Parameter bezeichnen und die Constante c nur 
passend als Function dieser Parameter bestimmt wird. 

Ist zunächst f eine sechste Potenz, etwa px^, so muss 9) einen 
dreifachen Factor p^ haben, und es wird 

€p^c.pjqa:y 

eine Lösung, wo q eine beliebige lineare Form und c nur so zu 
bestimmen ist, dass die Covariante Ty der gegebenen Form auch 
absolut gleich wird, nicht blos bis auf einen Constanten Factor. 

Ganz allgemein aber wird die Aufgabe gelöst durch die Formel, 
welche in § 42. zwischen der biquadratischen Form und ihrer Covarian- 
ten aufgestellt wurde, und welche, wenn 9) die biquadratische Form 
ist, die Gestalt annimmt: 

9)(a:).Sq,(yj-<jp(y).Äp(a;) = 4(a:y)T,3j^s. 

Setzt man in dieser Formel ffir T die g^ebene Form / ein und 
betrachtet j^^, j^^ als constante Parameter^ so giebt die Fomi 
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4 (^xy) c . üx^ a/ 

die allgemeinste lineare Combination von <p und Hj und demnach die 
allgemeinste Lösung unserer Aufgabe, wenn man nur noch die Con- 
staate c gehörig bestimmt. Nach § 41. ist die Covariante T der Form 

4c .(xy) T/ Ty^ = c ,[q> (x) H^(y)-- (p (y) H^(x)] 

Sfleich 

(^.T{x).Q[H^(y), -,p{y)]=-2c^Tix)T^(y), 

und also gleich T{x), wenn 

-2c^,T^{y)=^2(^r(y) = l 

gesetzt wird. Die zu f gehörige allgemeinste biquadratische Form 
ist also 

4 (xy) . aj a/ 

j/-2/^(j/) 

Der hier vorliegende Fall ist unter den in diesem und dem vori- 
gen Paragraphen behandelten auch dadurch ausgezeichnet, dass in 
ihm nicht sofort die Auflösung der Gleichung f=0 sich darbietet, 
wie dies in allen anderen Fällen geschieht. Man kann nun die Lösung 
der Gleichung f= an die Darstellung der zugehörigen Form vierter 
Ordnung anknüpfen, indem man die Lösung dferselben verfolgt, also 
die zugehörige Form Htp bildet, und aus ^ und Hrp die drei irratio- 
nalen quadratischen Co Varianten von ^ zusammensetzt, welche denn 
nach der Theorie der biquadratischen Formen zugleich die Factoren 
von f sind. 

Aber man kann zur Auflösung der Gleichung /*= in diesem 
Falle noch einen zweiten eleganteren Weg einschlagen, welcher auch 
zugleich auf eine zweite Darstellung der zu /* gehörigen biquadratischen 
Form tff führt, und welcher zugleich tiefer aus der Natur der Formen 
sechster Ordnung geschöpft ist. 

Dieser zweite Weg, die Gleichung /*= in diesem Falle zu lösen, 
beruht auf folgenden Betrachtungen. Ich entwickle zuerst den Ausdruck 
für das Quadrat der zu f gehörigen Covariante zwölfter Ordnung T, 
welche aus der ersten Ueberschiebung von f mit H entsteht. Nach 
der Formel (10) des § 35. ist demnach: 

(2) T^ = ^ ^\p {HHy H/ H'J -2 fH .{aHf a^' HJ + H^l. 
Die Darstellung der beiden Formen 

erfordert etwas Rechnung. Nach den Formeln des § 8. hat mau 

^. {abYa^^hJby^ =Hx'H,/+ ^i.{xyr 

^^ (cdf cj d/ Cy d =HJ Hy^ ^^i. {xy)\ 
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Setzt man in der zweiten dieser Formeln 1/^ = 02, yi = —(iiy so 
hat man : 

• {aHfa/ H/'==^ if+{cdf(ac) {ad) . cj d/ a:^. 

Der zweite Theil der rechten Seite verschwindet; denn wenn man 
darin a, Cy d cyclisch vertauscht und die Summe aller entstandenen 
Ausdrücke bildet, erhält man 

{cd){ac){ad)c/dJa/\^cd)a:r + {da)Cjr + {ac)ds\^0. 

Es ist also erstlich: 

(4) {oHy-aJ^HJ^^^if. 

Schiebt man zweitens die beiden Ausdrücke (3) zweimal über 
einander, indem man sie als Functionen der j/ betrachtet, so ergieht sich: 

(5) {HHy H/ H'J = (a by (c dy (b c) {b d) aj^ b^^ cj dj' - Vt ^ ^• 
Im ersten Theile der rechten Seite wendet man nun die Identität 
3(bc){cd)idb)bj:C^d:,=^{bcydJ+{cdybJ + idbycJ 

an, welche aus 

ibc)d^ + (cd)b^ + (db)c^^O 

durch Cubiren hervorsteht, und hat dann, indem man gleichwerthige 
Terme zusammenzieht: 

(6) {HHy HJ //'/ ^-iV^ (aby (cd) {bcy a/ b^ c/ dj 

+ (a by (cdy a^* b^' cj dj j - '^ 

wo 

3/= (aby (cd) (bcy aj" 6, cJ rf/. 

In M vertauscht man b mit r, addirt den neuen Ausdruck zum 
vorigen und dividirt durch 2. Dann wird: 

Jtf = i (bcy a/ b, c^ (//• t ahy (cd) c. - (acy (bd) 6.} , 

oder wenn man im ersten Theile rechts 

(a b) Cx = (ac) bjc — (b c) a, 
setzt : 

= i (bcy a/ i, Cx d/ \{ac) b^ \iab) (cd)-{ac) {bd)\ - (ab) {cd)(bc) a,\ 
=—'l{bcyas*b^CsdJ Kar) (ad b, + (ab) (c(l) a,\ 

wo 

P = ( J cy (a c) (a d) a,^ bj c, d,^ 
Q=^{bcy{ab)(cd)ajb,c^ds\ 

Cl«bscb, Theorie der binären algebr. Formen. 29 
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In P kann man das Sjrmbol von 

einführen und erhält 

« 

P= Qx^ dj (ai) (ad) ij 
= i aj dj (a d) [(ai) dx — {di) a^] ix^ = ^Hi, 

Um Q zu bilden, geht man von der aus den Gleichungen des 
§ 8. folgenden Formel aus: 

(6 c)* &x &» Cx Cy = ix^ iy^ — ^A. {xyY, 
verwandelt sie zunächst in 

(b cy bx Cx by c, = ix^ iy i» — jrÄ (xy) (xjs) , 
und setzt dann J/i = «2, J/2 = ~ ^i> ^i = ^2? ^2 = ^ ^i- ^'^"i erhält dann : 

Q = ^ixnia){id)ax'dx^ + iÄr 
= i Ar -^ix^ ax' dx^ t(iay dx^ + (id)^ ax^^{ad)Hx^\ 

Demnach hat man nun: 

12 ^ 2 2 ' 

und also aus (6) den gesuchten Ausdruck: 

(7) {HHy HJ H'J^ = i^Ar-\pf-^ iE. 

Die Gleichung (4) aber verwandelt sich mit Hilfe von (4) und (7) 
in die Relation: 

(8) T* = -i^{^Af*-\pP-i^iHP-\-H^\ 

In dem vorliegenden Falle nun, wo i identisch verschwindet, 
wird damit auch p = (ai)* t^^ffx* identisch Null, und es bleibt also 
die Gleichung: 

(9) ^* + 46" *^'- 

Da nun, wie leicht zu sehen, hier /*, H und T keinen Factor 
gemein haben, so folgt, dass die beiden Factoren der linken Seite 



^"*' 6 ' 6 

vollständige Guben biquadratischer Formen sein müssen; man kann 
also solche biquadratische Ausdrücke u, v bestimmen, dass 
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Auch u und v können keinen Factor gemein haben, da T und /"kei- 
nen gemeinschaftlichen Factor besitzen ; bildet man also die Gleichung 

= (m— t;)(ii— ft;)(w— f^t?), 
so folgt, dass die biquadratischen Formen 

u — v, u—SV, U — €^V 

die Quadrate von quadratischen Formen, den Factoren von f sind. 
Man kann daher die Lösung der Gleichung f=0 in folgenden Satz 
zusammenfassen , indem man die Werthe von u und v aus (10) einführt : 

Die Form f zerfällt (abgesehen von einem con- 
stanten Factor) in die drei quadratischen Factoren, 
welche man aus dem Ausdrucke 

erhält, wenn man darin für € die drei dritten Wur- 
zeln der Einheit setzt. 



§ 112. Typische Darstellung der Form sechster Ordnung, wenn B nicht 

verschwindet. 

Ich gehe jetzt dazu über, die typische Darstellung für diejenigen 
Fälle zu entwickeln, in denen sie möglich ist. Dabei sind zwei Fälle 
zu unterscheiden, je nachdem R von Null verschieden ist oder nicht. 
Beginnen wir. mit ersterem. 

Wenn R nicht verschwindet, so kann man in den Formeln des 
§ 103. L, M, N durch l, m, n ersetzen; der dort durch D bezeichnete 
Nenner wird gleich 22, und indem man die Bezeichnungen 

A = (wn) Wljrnjr 

(1) ^ = (nZ)«,Zx 

v = {Im) Ix nix 
beibehält, wird nach § 103. (15): 

(2) ü» /*= a,ii A» + 3 «112 ^V + 3 a,i3 A^ t; + 3 «jj^ Aft« + 6 a^^^ l^v 

+ 3 a,33 A 1/2 + a^^ ft^ + 3 «223 ^^v + 3 «233 f*^ + «383 ^^ 
wo die Coefficienten durch die symbolischen Gleichungen 

«111 = (öQ' (fliy {aiy «2« = {amYiamyiamy 
^112 = («0^ {^^f {am^) a^^ = {ainy{ain'y(any 
«113 = {alf (a ly (a nf a.^, = {a mf (a mj \a If 

(3) a^^{any{any{any 

a^^=^{anf{any{aiy 
«332 = {anf {a ny (a w)* 

a,28 = (ö lY {P> "^Y {anY 

29* 
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definirt sind, und Z, w, n mit A, ft, v durch die Gleichungen zu- 
sammenhängen [vgl. § 58. (7), (11)]: 

Bl =Au l+Aim ft + ^/n V 
Bn =Anl ^+Anm [l + Ann V 

II + ^*f* + w v= 0. 

Um die Coefficienten a^A 2;u berechnen, gehe ich von den Aus- 
drücken der drei Covarianten 

aus. Nach § 109. (6), (7) hat man 

(am)^a,^ = ^-^ + iP. 

Um den Ausdruck der dritten Covariante zu finden, schiebe ich 
zunächst i zweimal über die zweite Gleichung (5) und erhalte links 
die Form {amy {aiy i^^ a^^] rechts wird aus i jetzt A, aus A wird 

Bi 

[vgl. § 40. (8)] -^ 5 endlich ist, wenn P = tpr* gesetzt wird, nach § 8. : 

und daher die zweite Ueberschiebung von i über P: 

Daher ist endlich 

r \2 r •^2 2-2 BAABiml . . 

(amy (at7a/i/ = -y--f — jg — |- — -^^An t, 

oder wenn man für An seinen Werth aus § 78. einführt: 

(6) (^afnnaiyaJis*==^-^ + '^. 

Der gesuchte Ausdruck ist 

(a ny a/ = (a iy (t my aj ; 

also wenn man hiervon die Gleichung (G) abzieht: 

(an)2a,4 = — -^~ + ^^ + (aO'ax^ {(imyax'-(amyij\. 

Der letzte Theil rechts ist gleich: 

(ai)' Ux^ mx I (mi) a^ + (tnä) *^}. 



gerader Ordnung mittelst quadratischer Covarianten. — § 112. 453 

Aber wegen der identischen Gleichung (§ 76., Satz 1.) 

ist auch, indem man dies einmal über i schiebt: 

(aiy [aj (jni) + Sa^r^ (ma) ij tns = 0, 
und man kann daher für obigen Ausdruck setzen: 

^ (a if m,r aj J {rn i) a^ - {ni d) i^\ = \ (at)* a^^ w,* =- -^ • 



Daher wird nun: 






und man hat also die drei analogen Darstellungen: 

{aiy as' = 2A+^ 

(7) (a;;o^a/ = ^^±^ + iP 

(an)- a^:^ = q [- ml. 

Um diese Formeln anwenden zu können, bildet man ihre zweiten 
Polaren. Es ist nach einer oft angewandten Formel: 

(8) AJ A/ = (ii'f iJiV-^B.dxyy, 
ferner nach dem Obigen, wenn g)jp^ = P: 

(9) <pJ (fy' = IJ r/ - i Au {xyy, 

endlich wenn man diese für jede quadratische Form l giltige Formel 
nach den Coefficienten von l diflferenzirt und mit denen von m mul- 
tiplicirt und tl; = ml setzt: 

(10) tJ ^/ _ ^ (mJh/ + m,^ IJ) ^ i Ä„,i {xy)\ 

Die Gleichungen (7) führen daher mit Hilfe von (8), (9), (10) 
auf die Gleichungen: 

li A AB 

{amf ax^ a,/ = -5- ij t/ + -g- {ii'f i/ i'/ g- (a;y)* 

(11) + i i,^ V - i ^" (^y)" 

(fl ny aj a,^ - ~ (i i')^ «/ 1'," - ^ (^y)' " | ^'* V 



■eii 
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Setzt man hierin statt x^ und —x^, statt y^ und —y^ in allen 
Combinationen die Werthepaare l^, Z^,; m^, ni^] w^, n,^, so findet man 
die gesuchten zehn Coefficienten. Doch ist es zweckmässiger, zunächst 
nur für die y jene Werthe zu setzen, und auf diese Weise zunächst 
die Formeln abzuleiten, welche die sechs quadratischen Covarianten 

(aZ)2(ar)«a,% {al)^(amyaj etc. 

(und zwar ohne Nenner) linear durch l, m, n ausdrücken. Man hat 
dann nur zu beachten, dass 

(imy{iiytJ = iJ(iiny = q==iBm+ \Cl [§78. (2)| 
{iny {iiy i'J = L'iiqy = \ Hn + iCm, 

sowie dass 

A _ J^' '^C^ 4ABC 
"*" ' 3 3 U 

Auf diese Weise erhält man: 
iaiy(^aiyaj = -^l + jm + 2n 

[aiy{amy «** = "ö" ' + 3^ ^ + "3 ^* 

{aiy (any aj ^ -^ l-^y^-\ — —\m+-n 

(12) [amnam^aj - (^ + i^'j Z- 1 m + ^n 

r ^2r ^2 2 (^ (^ ^^\j j^f^' ^^^A ^^ 

r .^r '^2 2 {2 C\ B\ 2 ABC\ , ^ fD BC\ 

nß . 2AC\ 

Es ist sehr leicht, hieraus die Coefficienten a^A abzuleiten. In 
der That aber genügen die Ausdrücke (12) selbst bereits vollkommen 
für die typische Darstellung. Denn multiplicirt man dieselben der 
Reihe nach mit 

A^, 2Afi, 2kVy fi**, 2|Lti/, v^ 
und addirt, so erhält man rechts 

a/ [iaiy k + iamy ft + («w/ v] [(«0' ^ + (»w') ^' + C« w')' v] , 
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was nach § 58. (10) gleich JS* . a/ == iP* . Z' ist. Bezeichnet man also 
die sechs in l, m, n linearen Ausdrücke (12) durch 

<Pll} (flm, <Pin, <Pmmy <pmnj <pnny 

SO ist 

(13) B? .f= (pii k^ + 2 (fin, Afl + 2 (ftn IV + tpmm ft^ + 2 ^mn f* V + 9»» ^*5 

und es tritt auch ein weiterer Nenner nicht auf, wenn man ly (i, v 
durch l, m, n ausdrückt, da die Quadrate und Producte von A, y,, v 
durch Z, m, n ohne Nenner darstellbar sind, wie die Formel (3) des 
§ 58. lehrt. Mit Bezug auf diese Formel kann man die Gleichung (13) 
durch den folgenden Satz ersetzen: 



Man erhält JS^ 


* . f durch l, 


m, n 


ausgedrückt, wenn 


man in dem Ausdrucke 




• 






Au 


Alm 


Ain 


l u 






A^i 


-^mm 


Amu 


m V 




-i 


Ant 


•^nm 


-«-nn 


n w 






l 


m 


n 









u 


V 


w 


0-0 





die Quadrate und Producte der w, v, w durch die 
sechs Ausdrücke (12) ersetzt. 



§ 118. Fall 9 wo B Tersch windet. 

Wenn U = 0, so kann man AuAmm — A?mi als von Null ver- 
schieden voraussetzen; denn wenn jener Ausdruck, die Resultante von 
m und ly zugleich mit U verschwindet, so haben nach § 109. die 
Formen ly m, n einen gemeinsamen Factor, wenn nicht selbst eine 
oder mehrere von ihnen identisch verschwinden, Fälle, in welchen 
eine solche typische Darstellung nicht mehr möglich wird. 

Setzen wir also J? = 0, aber AnAmm — A^mt als von Null ver- 
schieden voraus, und führen daher als Grundlage der typischen Dar- 
stellung die Co Varianten 2, m und 

v = {lm)lxmx 
ein. Nach § 104. (3) wird der typische Ausdruck von f dann : 

(-«■// -^mm — Alm) •/ = 

1 = 1 

während 

(2j v^ = ^:^\AmmP-2Amiml + Aitm^\. 

Bemerken wir nun, dass die beiden Seiten der Gleichung (1) von 
ungeradem Grade sind^ ebenso wie l, m, während v von geradem 
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Grade ist. Daher müssen die Coefficienten von Pv, Imv, m^v, v^ 
nothwendig Invarianten ungeraden Grades sein. Aber unter den Fun- 
damentalinvarianten ist nur eine von ungeradem Gerade, nämlich R. 
Jene Coefficienten müssen also R als Factor besitzen, mithin in dem 
vorliegenden Falle verschwinden. Und so kann man an Stelle der 
Gleichung (1) die folgende setzen, in welcher der Werth von v-, sowie 
der entsprechende aus (2) folgende Werth von {avY{avf bereits 
eingetragen ist: 

1=1 
+ S\A„„P—2A„tml+Aii m*l 

• . Umm (al) («0* - ^^.niiaiy (nmY+A„ (aw)« (oot')*I 
. l{aVy {lÄ„„-mAi„) + {amy {mA„-lA„,)i. 

• 

Diese Gleichung zeigt erstlich, dass in diesem Falle feine cubische 
Form von l und m allein ist; zweitens, dass in den Coefficienten nur 
noch die vier Ausdrücke zu bestimmen bleiben, welche aus symbo- 
lischen Factoren {aV^'^y, {am^'^y zusammengesetzt sind, und welche 
im vorigen Paragraphen durch 

^'111; ^112; ^122? ^222 

bezeichnet wurden. Man erhält dieselben aus den Gleichungen (12) 
des vorigen Paragraphen: 

2jB A 

3" "•'■^¥ 



Olli = ö~ Alt+ TT Alfn+^Atn 



2C , ^B , ^A . 



2C , li . ,A 



^122 — .> -^m / r "o" -"m m i" .. ^inn 



(WAAC\. C. ^B . 

^222 — l Q ' Ö 7 "•' 15 -"-mm 'T «» -^inn» 

Der zuerst erwähnte Umstand giebt die Lösung der Gleichung 
sechster Ordnung /"=0, wenn ihre Invariante R verschwindet. Be- 
zeichnen wir den rechten Theil der Gleichung (3) durch (p(lym)y so 
können wir folgenden Satz aussprechen: 

Die Gleichung /'=0 ist algebraisch lösbar, so- 
bald ihre Invariante R verschwindet, und zwar 
geht sie dann durch die Substitution 
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(4) ^ = j 

in die cubische Gleichung 

über. 
Hat man diese Gleichung gelöst, so bestimmt jeder Werth von ss 
zwei Werthsysteme x^, x.^* Man findet diese, indem man die Gleich- 
ung (2) zu Hilfe nimmt. Indem man in dieser l^mz setzt, hat man 
nun die beiden Gleichungen 

m—lz — 



aus welchen die Verhültnisse x^ ix^x^i x^ sich linear bestimmen. Die 
beiden verschiedenen Werthsysteme, welche demselben z zugehören, 
sind durch das Vorzeichen der Quadratwurzel unterschieden. 

Die geometrische Bedeutung dieses Falles ist sehr einfach. Da 
l und m der Voraussetzung nach keinen gemeinschaftlichen Factor 
haben, so kann man nach § 57. zwei lineare Ausdrücke finden, aus 
deren Quadraten sich l und m linear zusammensetzen; es sind dies 
keine andern, als die Factoren von v. Aber dann gehen auch die 
drei linearen Factoren von q>{ly tri) in Aggregate derselben Quadrate 
über, und man kann sie durch 

Qm^'-al^, Q'm^-ö'P, Q^'m^-ö^P 

darstellen. Mit andern Worten: die drei linearen Factoren von (p^l^m) 
liefern Elementepaare einer Involution, und man hat den Satz: 

Wenn U = 0, ohne dass m, l einen linearen Factor 
gemein haben, so entsprechen der Gleichung / = 
drei Elementepaare einer Involution.* 

Dieser Satz lässt sich umkehren. Wenn die Wurzeln von /"=0 
drei Elementepaaren einer Involution entsprechen, so braucht man 
nur die Doppelelemente der letzteren zu Grunde zu legen, um der 
Function f eine Form zu geben, in welcher alle Coefficienten unge- 
rader Potenzen verschwinden. Dann enthält aber auch i nur gerade 
Potenzen, daher auch i, w, n. Es müssen also l, tn, n die Formen 
annehmen : 

m=^m^ x^ -f m^ x^ 
n = n^ x^ + n^ x^^ 

und die Determinante JS ihrer Coefficienten verschwindet also, wie 
zu beweisen war. 



* Siehe Salmon, Lessons etc. 
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§ 114. Die Modulargleichnng für die Transformation fünfter Ordnung der 

elliptlsclien Functionen. 

In einem ganz andern Sinn, als bei dem Verschwinden von U, 
kann man diejenigen Gleichungen sechsten Grades als auflösbar be- 
zeichnen, in welchen gleichzeitig die Invarianten Ä und C verschwin- 
den. Diese lassen sich nämlich durch eine lineare Substitution in die 
Modulargleichung für die Transformation fünfter Ordnung der ellip- 
tischen Functionen überführen, und der zugehörige Modul der ellip- 
tischen Functionen wird durch eine reciproke biquadratische Gleichung 
bestimmt. Da andererseits in der Theorie der elliptischen Functionen 
die Lösung der Modulargleichung durch einfache transcendente Mittel 
gelehrt wird, so ist die Lösung der angegebenen Classe von Gleich- 
ungen sechsten Grades, wenn auch nicht mehr durch ausschliesslich 
algebraische Mittel, dadurch gegeben. 

Die betreflFende Modulargleichung ist nach Jacobi, Fund. S. 27: 

(1) v^ + 4 M^ t;* + 5 u* v^ — 5 M* i;* — 4 u t? — M* = 0, 

wenn x = u* der ursprüngliche, A = t;* der transformirte Modul ist. 
Diese Gleichung aber geht durch die lineare Substitution 

(2) v = u z T- , 

wie eine kleine Rechnung lehrt, in die Form über: 

(3) jEi« + 5j8r*-f 1552-4;^/[i-5 = 0, 

wo 

... l~6x^ + x^ 

der einzige nicht numerische Coefficient der Gleichung ist. 
Setzen wir 

(5) f! = ^, 

WO I, 1? lineare Functionen von Xj^, iCg sein sollen, deren Determi- 
nante durch r bezeichnet werden mag, so nimmt die Gleichung (3) 
auch die Gestalt an: 

(6) 9'(l,'?) = 0, 

und q) ist dabei die homogene Function sechster Ordnung: 

(7) 9)=r-f5g*i?2+i5g2^4_4^|^5_5^6. 

Bildet man nun die Covarianten und Invarianten von f*^ so erhalt 
man sogleich: 



* Vgl. Gordan, Annaü, Ser. II. t. IL; Joubert, Comptes ßendus, 1867. 
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^ = 

daher; als Invarianten von i: 

(9) i^-gClb + ^J.r - 9 x2(i_^2)i»' 

C = 0. 

Durch die vierte Ueberschiebung von i mit f findet man weiter 

(10) i=_|q«.r-S 

sodann, indem man diese Form und die folgende mit i combinirt: 

n = -g- (5^ - 1?*) . r-S 
und hieraus ergeben sich vireiter die Invarianten: 

(12) ^ = -^'-% ■ß = ^»-*' 
sowie die Covariante 

(13) d = (nOn,i^ = -^gi2.r-^ 

Es erhellt hieraus die charakteristische Eigenschaft der Modular- 
gleichung; dass ihre Invarianten Ä und C verschwinden. Man 
ist daher im Stande, gemäss den Prineipien des § 103. (deren Anwen- 
dung sich indess hier sehr vereinfacht) jede Gleichung sechsten Gra- 
des, bei welcher die Invarianten A und C verschwinden, in die Form 
(3) oder (6) zu bringen. In der That, ist /" irgend eine Form, welche 
diese Eigenschaft hat, und bezeichnet man durch obere Striche die 
aus ihr abgeleiteten Formen, so hat man, unter der Voraussetzung, 
dass dieselbe durch eine lineare Substitution mit der Determinante r 
in (pdfti) übergehe, nach dem Vorigen die Gleichungen: 

(14) ^ 
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oder man hat 



(15) .s ... 



IGi) 



Die letzte Formel giebt eine lineare Substitution, da l und %'y 
sobald ^ = 0, C = 0, stets einen Factor gemein haben. Es ist mim- 
lich die Resultante von 0* und l nach der Bezeichnung des § 58. : 

Nun ist Z)^/ gleich Null, weil 0* eine Functionaldeterminante und ?• 
eine ihrer constituirenden Functionen ist (vgl. § öS.); und nach 
§78. (9>wird 

also Null, weil A und C verschwinden. So ist also die Resultante 
von -ö" und l gleich Null, und diese Formen haben einen gemein- 
sameu Factor, nach dessen Entfernung die letzte Formel (15) rechts 
in Zähler und Nenner linear ist. 

Die Formel für -y hängt von r^ ab, während nur r^ völlig, r^ 

nur bis auf das Vorzeichen bestimmt ist. Geht man von einem 
Vorzeichen von r^ zum entgegengesetzten über, so ändert sich nach 
der zweiten Formel (15) auch das Zeichen von ft. Das Quadrat dieser 
letztem Grösse ist wiederum völlig bestimmt, und zwar auf doppelte 
Weise. Aus (15) erhält man 

,_ 48Mt'r« _ 144 JB« 

dagegen aus (9): 

, 9 5 .^ 722)2 

Die Vergleichung beider Ausdrücke giebt 

^ ~ 9 2 ' 

dies ist nichts anderes als die Form, welche die Identität § 78. (10) 

annimmt, wenn A und C verschwinden. 

g 
Durch die Gleichungen (15) sind also — und fi bis auf ein ge- 
meinsames Vorzeichen bestimmt. Dass es auf dieses nicht ankommt, 
sieht man aus der Gleichung (7), welche sich nicht ändert, wenn man 
ri und ft zugleich das Zeichen wechseln lässt. Setzen wir also 



gerader Ordnung mittelst xinadratischer Covananten. — J 114. 461 

(16) r3 = 



wo das Vorzeichen der Wurzel irgendwie bestimmt sein mag. Es 

wird dann 

12 JB 



(17) ^^±^^ 

2» ' 



Diese Substitution iiihrt zu der Form (7). Will man zu der Mo- 
dulargleichung selbst übergehen, so muss man daher die Substitution 



(18) 



l]/-BD _ vu^ + u 
2» "" v — w* 



anwenden. Die Grösse u bestimmt sich, da u*=^x, aus der Gleich- 
ung (4): 

cm l~6x« + x^^ 122? 

und man erhält 16 verschiedene Substitutionen (18), indem man die 
vier Wurzeln x der Gleichung (19), und die vier aus jeder derselben 

fliessenden Werthe der Grösse w = j/ x anwendet. 

Nachdem auf diese Weise die Form f in die Form der Modular- 
gleichung gebracht ist, kommt auch ihre Auflösung auf die der Mo- 
dulargleichung zurück. Denkt man sich v der Theorie der ellip- 
tischen Functionen gemäss bestimmt, so giebt die Gleichung (18) die 
Wurzeln der Gleichung 7^=0 auf lineare Weise. Die Grösse u war 
dabei nur bis auf eine vierte Wurzel der Einheit bestimmt; aber 
wenn man u um eine solche, £, ändert, so muss in Folge der Gleich- 
ung (1) auch V um a geändert werden, und die rechte Seite der 
Gleichung (19) erfährt keine Modification. 

Ebenso wenig wird die Auflösung geändert, wenn man an Stelle 
einer Wurzel x der Gleichung (18) eine der drei anderen treten lässt. 
Ist nämlich x eine Wurzel jener Gleichung , so sind die drei anderen : 

— -i_ — 1 — ^ _ l+x 

Es treten also, wenn man eine dieser Wurzehi statt x einführt, 
an Stelle von u die Grössen 

Zugleich aber sind dann an Stelle der Wurzeln v der Modolar- 

gleichung in (19) die Ausdrücke zu setzen: - vAv 
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^i — **i ('l^ ^ ^3^j ^ ^ (x __ ^j ^> ^'- "" ^ (1 + X X j u + {x — X,) V ' 

_,, (1 + X X3) t; - (x - X3) ti 



' 3(l+xx3)ti + (x-X3)t;' 



wodurch die Modulargleichung befriedigt wird, indem nicht blos ft, 
sondern auch e seinen Werth beibehält, und also auch die Lösung 
(18) unserer Gleichung sechsten Grades ungeändert bleibt. 



§ 115« Die Oleichnngr für den Mnltiplicator der Transformation fünfter 

Ordnvngr der elliptisclien Function« 

Eine andere Classe von Gleichungen sechsten Grades, welche mit 

Hilfe der Theorie der elliptischen Functionen lösbar sind, erhiilt man 

durch Betrachtung des dem Modul A entsprechenden Multiplicators. 

Ist in Folge einer der im Vorigen benutzten Transformationen fünfter 

Ordnung 

dy 1 dx 

so hat man M= — ^ ^ . Dieser Zusammenhang von M mit v 

ist kein linearer mehr, und daher genügt' Jf einer Gleichung sechsten 
Grades mit Invarianteneigenschaften, welche von denen der Gleichung 
für V verschieden sind. 

Wie Hr. Brioschi gezeigt hat, wird die Gleichung für 

die folgende**: 
(1) ^ - 4^ + 256 X« x'« (£r+ 1) = 0, (x'2= 1 - x«). 

Das Charakteristische dieser Gleichung ist zunächst, dass die drei 
mittleren Glieder fehlen. Setzt man aber 



(2) " = 1"^' 

multiplicirt noch mit einer beliebigen Constante, und setzt die Gleich- 
ung iji der Form an: 

(3) aoi^ + 6a,l^ri + 6a,ifl' + a,ri^:=0, 

so bleibt zwischen üq, a^, a^, Qq die eine Relation bestehen: 

(4) Oo«6 + 9«i«6 = 0,, 



♦ Jacobi, Fund. S. 28. 
** Annali di matematica, Bd. 1, S. 177. 
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und um (3) in (1) überzuführen, hat man die Gleichungen 

128 , ,, 

öß = 256 Q X« kK 

Man findet daraus ; die Gleichung (4) vorausgesetzt^ 

^^-^ ''■" 3a/ ''''"■ 324 01«^' 

aus welcher letztem Gleichung sich mit Hilfe einer quadratischen 
Gleichung x* ergiebt. 

Um nun aber weiter den allgemeinen Charakter der Gleichungen 
zu untersuchen/ welche die Form (3) annehmen können , bilde ich die 
Invarianten derselben , indeni ich ^y rj sAs lineare Functionen von x^, x^ 
betrachte, deren Determinante gleich 1 sein mag. Die letztere An- 
nahme ist gestattet, da die Veränderung von S und i} um constante 
Factoren nur durch eine Veränderung der Constanten a bedingt wird. 
Ja, von diesen letzteren ist noch eine willkürlich; man kann, wie weiter- 
hin geschehen soll, zwischen den a eine beliebige Relation fest- 
setzen, wenn dieselbe nur nicht ausschliesslich von den Producten 
a^a^ und a^a^ abhängt, deren Werthverhältniss allerdings durch die 
vorige Annahme festgelegt wird. 

Man hat nun zunächst, wenn 

gesetzt wird: 

(6) ^ = 2(aoa6-6aia5)= 10«, a = -jQ; 
sodann 

(7) » = 5 1^ (4 a^ «6 5* + 2 «0 «6 5 ^ + 4 «1 «6 ^^ ; 
also 

(8) 5=14«», C = -18a3. 
Hieraus folgen sofort die Invariantenrelationen 

(9) B = 1^A^, C=-^A^, 

welche den Charakter der Gleichung bezeichnen. 
Weiter wird 

wo /3 den Ausdruck ' ..', 
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(11) /3 = ai'V + «o'«5' 

bedeutet. 

Hieraus folgt, dass man eine Form^ welche den 
Invariantenbeziehungen 

genügt; in die Form 

«0 6* + 6 ai 6^ ^ + 6 öß g 1^5 + öß iy« 

bringt, indem man als neue Veränderliche die li- 
nearen Factoren des Ausdrucks 

(12) -8ßi^ = m-^l 

einführt. 
Aus dem Ausdrucke von m findet man noch 

(13) i) = 32(|'-/J«). 

Dies fuhrt auf keine Invariantenrelation , da a und ß durch keine 
Beziehung verbunden sind. Aber es giebt sofort die Bestimmung 



(>4) ^-/3^-i 
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Dieser Ausdruck darf, damit die vorliegende Umformung möglich 
sei, nicht verschwinden. Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen ist 

A 
zugleich die Discriminante des Ausdrucks ^^ — ttJ] es hat dieser Aus- 
druck also wirklich, wenn ß von Null verschieden ist, zwei verschie- 
dene lineare Factoren, welche denn zur Transformation benutzt wer- 
den können. 

Endlich ergiebt sich noch 

(15) n = am + 16aß^ri + 8ß{a,arj' + a,a,ri% 

Combiniren wir dies mit den Gleichungen (10), so finden wir 



«0^5 5^ + «i«6 ^^ = 



4 

n + am — 2 a^l 



8ß ' 

und indem wir diese Gleichungen nach 5^, rj^ auflösen, wobei die 
Determinante der Ausdruck ^ 

(16) y = (7/ a^2 _ ^^2 ^^3 
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isij * 

Nehuieii wir <li«- (.xleichuiijx {]'2) liiuzu, sd seilen wir, ilass wir 

dea Quotienten — , also <li*j Unbekannte der trau stormirten Gleichung, 
ohne Wurzelausziehen tindeii, wenn nur die Grössen 

/i.,, ff,, ar,. a„, y 

noch bekannt sin<l. 

Was zunächst y betriil't, s») nestimmt man dasselbe durch Bil- 
dung der letzten Invariante J{, welche der aus den (.'oefticienten von 
Ij wi, n gebildeten Determinante «gleich ist: 

Jl= V2><ß-y. 
Es ist j»ls«) 

^ .-3 . 0-' / 

Zur Bestimmung von a^, a^j //;,, fi,. haben wir die fileichuigen: 

" i :i ß-y 

'^ <'r, =" "" Ij- » ".'. ^' • = 2" * 

Diese Gleichungen snui nielit von einander nnfd)h^'Mgig; denn es 
folgt daraus die Beziehung 

welche dem Umstände entsi»richt, dass sich li' durch A, B, C, D 
ausdrücken lässt. Aber aus (lU) erhült man ferner 

'^n'h' ^ ß-y 'fr/^i^ ^ ß + y 

ff^a,, 2a' ' //.,«. 2u^ ' 

80 dass die Ausdrücke (17) für |^, r^^ bis auf Factoreu t a^, </„«, 
Yollstandig bestioimt sind. 

Dass eine der Grössen a uubestnnuit bleibt, liegt '^n der Natur 
der Aufgabe. Um sie willkürlich zu bestimmen, setze ich 

//,, flr^ = (i , 

80 dass dprn nach (19): 

a ff =z — f(. 

Dann ist endlich: 

Olebich, Theorie iler Mnürcn .ilaelir. rorn« i 3^) 



4b(i Neunter Abschnitt. Typische Darstellung der Formen 

■ 



- 8 /? 5 i; = w - a /, 



wo 



Hier ist nunmehr alles bestimmt. In der Gleichung 

«0 6^ + 6 «1 6^ ^ + 6 flf^ 5 1?5 + flfß 12^ = 
aber werden die Coefficienten : 

«0- 6^2; '^»-18«''' ^'^""18««' "«""Gß^' 

äo dass sieh dieselbe mit Auslassung des Nenners 6 a^ in folgende 
verwandelt: 

Die Gleichungen (5) geben sodann für den üebergang zu der 
Multiplicatorgleichung : 

V ^ y+ß 

und man kann daher setzen: 






Diese Transformation der gegebenen Gleichung ist, wie man aus 
den vorstehenden Formeln sieht, immer möglich, sobald cc, ß, y von 
Null verschieden sind : demi auch der Nenner y + ß, welcher in den 
Formeln für die x vorkommt, führt, wenn er verschwindet, Avegen 
der Gleichung (20) auf « = 0. In zweien dieser Ausnahmefalle aber 
verschwindet ii; nämlich beim Verschwinden von ß oder y, da 
It = 128 ß' y. Da in diesem Falle die Gleichungen sechsten Gra- 
des, wie oben gezeigt, in anderer Weise lösbar sind, so kann derselbe 
hier übergangen werden. Es bleibt also nur der Fall zu betrachten, 
wo ß = 0, also J^ = 0, lJ = ()f f' = 0, während I) und li als von Null 
verschieden angenommen werden, (If^ = — ^ i>'). 

Diesen Fall kann man })efiuem mit Hilfe der typischen Darstellung 
behandeln, welche in § 112. gegeben wurde. Da -4, Ji, C verschwin- 
den, so verschwinden auch An, Ai„,, A„,„j A„„, Daher sind die 
Gleichungen zwischen /, ^n, n und k, n^ v hier |vgl. §78. (9)] 
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Hl =Dv 

(23) Bm = Dn 

Bn ^DL 

»Souach geht die identische Gleichung 

} k + m 11 + n 1/ = f) 
in 

(24) = 2/w + w?-, 

und die typische Darstellung in 

li^ f=2 n l' + 2 D fiv I + ^ v^ m, 
oder, indem man die Werthe der J.,fijV einführt, in 

(25) I)' / = 2 w^ + ^^ P m 

über. Aber da ohnehin /, n wegen 4// = ^^ A„„ = (Quadrate sein 
müssen, so ergiebt sich aus (24), dass man setzen darf: 

und indem man nun diese Veriinderlichen §, r^ in (25) einführt, wird 

Man Iiat daher folgenden Satz: 

Wenn A = 0, li = 0, 6'=0,-aber D von Null ver- 
schieden ist, so ist n ein Quadrat und die Wurzel 
von n ist Factor von /. Der übrigbleibende Factor 
fünften ({rades liisst sieh als Aggregat zweier fünf- 
ter Potenzen darstellen, indem num jf/?? und — z.- als 

\ erändcrliche einlülirt. 

Die Gleichung sechsten (iradcs hat also einen rationalen linearen 
Factor und die Auflösung der übrigbleibenden Gleichung fünften 
Grades erfordert nur da^ Ausziohon einer fünften Wurzel. 




V(* rbesseriiiigeii. 



S. 31, Z 15 V. II. "tiitt ,,L'iiu.'!i iliHT' li«'-: „>«'i<Mi ihr»- 

S. IGl, *^- \. Voll liii'T liis ziini Kinl«- «b's l*iiriij^rii]»ln'U I«*-«- nuin : 

Im eivtt.Mi Fall«* iuii.-> .ll^<» \ 11 ii»;Lrativ, , 11* ~ — /"* i»usitiv 

sriii, im z\v«'itt'ri Fall«* t-itt ••iin- iL-r iiinl«'. ii Z«'ii:ln.'iU!ombinu •<»n»'ii 
•lii'siT tir«"»s>«'ii im'ii 1.'imI <n iiiilM'ii Avir t«»l;f«.'iii.l«"ii Satz: 

WfiMi /• • <)./- ^ o, -•» i>t «n t \v<l«T 7/ ln'i Ixrl ii'l»i;»«.»n 
r«'«»ll»«n Wf-rtliMi d-T ./ n«'iiativ, und /u^lfich iiiimt^r 

i/^— —/■■'' |Mi-titiv: «laiiii liai / laut»T r«.*«'llv VVur.'i'ln: 

• id«r dii* Wur/flii dn- «i 1 ••i<;li ii ii<r / - •» -ind sä mint lieh 
iiuatrinär. 

S. -JJ«, Z •• inid /. s V. u. iiiitl S -j-JS, Z. Vi V. II. -iiid di«- Sl •"ithalt<'nd<*u T'^rmo 
iinm«"^r mit «Ifin fMtmMjr,.iij;r,.^,.t/.trn Z«'i«:l!«'ii /u v»T-r«h«'n 
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